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本 书 是 为 那些 致力 于 学 习 基 本 数学 方法 的 经 济 学 专业 的 学 生 
而 写 的 。 这 些 数 学 方法 已 成 为 正确 理解 当前 经 济 文献 的 必 不 可 少 
的 工具 。 不 幸 的 是 ,对 于 多 数学 生 而 言 ,学习 数 学 恰 如 服 食 育 口 民 
药 : 必 要 而 且 难 以 回避 , 却 又 非常 艰 汲 。 这 种 被 称 之 为 “数学 焦虑 
症 ” 的 态度 的 根源 ,我 相信 很 大 程度 上 在 于 数学 不 当 的 陈述 方式 。 
在 “简洁 即 美的 信念 的 驱使 下 ,数学 解释 有 时 只 是 为 了 清晰 而 过 
于 简洁 ,使 学 生 感 到 困惑 ,产生 一 种 认为 自身 知识 不 足 的 错误 意 
识 。 过 分 正式 的 表述 ,如果 不 伴 以 直观 的 解释 ,或 者 ”贴切 的 证 
明 ,就 会 挫伤 学 生 学 习 的 动力 ;内 容 水 平 的 参差 不 齐 也 会 使 某 些 数 
学 问题 表现 得 比 它们 实际 的 难度 要 大 。 最 后 ,练习 题 的 过 分 复杂 ， 
往往 会 击 垮 学 生 的 信心 ,而 不 是 激发 他 们 思考 。 

基于 以 上 认识 ,我 作 了 极 大 努力 以 缩小 导致 数学 焦虑 症 的 问 
题 。 在 可 能 的 范围 内 ,我 对 有 关内 容 进行 了 耐心 而 又 明晰 的 解释 ， 
并 审慎 地 采用 了 一 种 非 正 式 的 “用 户 至 上 "(这 是 从 计算 机 行业 借 
来 的 术语 ) 的 方式 。 在 顺序 的 安排 上 ,我 力图 预测 并 且 回 答 那 些 学 
生 在 阅读 时 ,心中 有 可 能 提出 的 问题 。 为 强调 数学 对 经 济 学 的 价 
值 ,我 让 经 济 学 家 的 分 析 需 要 驱动 对 相关 数学 方法 的 学 习 ,然后 立 
即 以 适当 的 经 济 模型 图 示 说 明 这 种 数学 方法 。 而 且 , 一 系列 数学 
工具 的 介绍 也 是 认真 地 建立 在 循序 渐进 的 基础 之 上 的 。 我 首先 介 
绍 基本 的 数学 工具 以 作为 后 面 要 讨论 的 更 复杂 的 工具 的 阶梯 。 在 
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合适 的 场合 ,还 采用 图 形 解 释 以 对 代数 的 结果 予以 直观 的 支持 。 
此 外 ,我们 设计 了 一 些 练习 题 ( 更 多 的 是 作为 小 练习 )。 这 些 练 习 
题 更 能 帮助 巩固 掌握 的 知识 ,并 激发 自信 心 , 而 不 是 施加 那 种 有 可 
能 不 小 心地 挫伤 并 吓 跑 初学 者 的 挑战 。 

本 书 涵盖 如 下 主要 经 济 分 析 的 内 容 : 静 态 学 (均衡 分 析 )、 比 较 
静态 学 、 最 优化 问题 (静态 学 的 一 种 特例 ) 动态 学 和 数学 规划 (最 
优化 的 现代 发 展 )。 为 掌握 上 述 内 容 , 我 介绍 了 如 下 数学 方法 :和 矩 
阵 代数 、 微 积分 、 微 分 方程 .差分 方程 和 凸 集 。 由 于 书 中 介绍 了 大 
量 宏观 .微观 经 济 模 型 ,所 以 ,本 书 对 那些 已 受过 数学 训练 ,但 需要 
一 个 向 导 ,引导 其 由 数学 王国 步 人 经 济 学 典 堂 的 人 来 说 ,也 是 极 有 
神 益 的 。 基 于 同样 的 原因 ,本 书 不 仅 可 以 作为 数学 方法 的 教科 书 ， 
而 且 也 可 以 作为 学 习 宏 观 经 济 理论 .微观 经 济 理论 .经 济 增长 与 经 
济 发 展 理论 等 课程 的 补充 读物 。 

尽管 依然 保持 了 前 两 版 的 主要 目的 \ 风格、 结构 ,本 版 还 是 作 
了 如 下 几 个 重要 修改 :介绍 最 优化 的 古典 方法 的 第 11 章 和 第 12 
章 已 被 大 量 重 写 。 我 采用 一 阶 、 二 阶 条 件 的 微分 (与 导数 相对 照 ) 
形式 作为 贯 串 这 两 章 的 统一 主题 ,尽管 一 阶 .二 阶 条 件 的 导数 形式 
仍 作为 解 题 的 运算 准则 。 更 重要 的 是 ,我 增加 了 对 与 自由 极 值 问 
题 的 二 阶 条 件 相关 的 凹凸 性 问题 (11.S 节 ) .与 等 式 约束 的 最 优化 
问题 (12.4 节 ) 相 关 的 拟 凹 . 拟 凸 性 问题 的 深入 讨论 。 这 种 安排 不 
仅 便 于 理解 二 阶 条 件 ,而 且 也 使 得 更 早 地 介绍 绝对 极 值 的 内 容 成 
为 可 能 ,通常 ,绝对 极 值 的 内 容 是 不 在 古典 方法 中 强调 的 。 这 两 方 
面 的 讨论 概括 在 两 个 新 图 图 11.5 和 图 12.6 中 。 

另 一 个 主要 变化 体现 在 对 联 立 微分 方程 组 和 联 立 差分 方程 组 


的 处 理 方面 。 在 本 版 增加 了 新 的 一 章 ( 第 18 章 ) 中 ,进一步 讨论 了 
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上 述 课题 ,这 包括 增加 了 对 双 变 量 相 位 图 方法 (18.5 节 )、 非 线性 
微分 方程 组 的 线性 化 与 局 部 稳定 性 分 析 (18.6 节 ) 等 内 容 的 介绍 。 

另外 ,本 版 还 有 其 它 改 进 : 增 加 了 对 齐 次 函数 的 简短 讨论 (12. 
7 节 ) ;简化 了 对 连续 性 与 可 微 性 的 解释 (6.7 节 ); 对 二 阶 必要 条 件 
予以 更 多 的 强调 (9.4 节 、11.1 节 和 12.3 节 ); 淤 清 了 对 将 “泰勒 展 
开 ”(Taylor expansion) 作 为 任意 函数 的 近似 的 解释 (9.$ 节 ); 至 于 
经 济 解释 方面 ,我 增加 了 通货 膨胀 与 失业 相互 作用 模型 作为 微分 
方程 与 差分 方程 应 用 的 例子 ,这 个 模型 还 涉及 诸如 预期 增加 的 菲 
利 薄 斯 关系 和 适应 性 预期 等 概念 的 运用 (1S$.5 节 、17.3 节 、18.4 
节 )。 应 读者 要 求 ,本 书后 面 给 出 了 部 分 习题 的 答案 ;为 便于 参考 ， 
我 在 书后 增加 了 一 个 数学 符号 附录 ;为 尽 可 能 容纳 更 多 的 新 内 容 ， 
我 极 不 情愿 地 删 去 了 博弈 论 一 章 。 

在 写作 本 书 的 过 程 中 ,我 应 向 许多 人 表示 感谢 。 特 别 是 应 当 
器 那些 数学 家 和 经 济 学 家 表示 感谢 。 本 书 借鉴 了 他 们 的 许多 思 
想 , 却 又 未 曾 提 及 其 名 字 。 对 于 本 书 的 前 两 版 ,我 得 益 于 以 下 人 十 
的 评论 和 建议 (以 英文 字母 顺序 排列 ): 南 希 'S. 巴 雷 特 托马斯 ， 
伯 恩 伯 格 .E.J.R. 布 思 、 罗 伯 塔 : 格 罗 尔 : 凯 里 、 埃 米 莉 " 蒋 、 劳 埃 
得 "R. 科 恩 、 蛤 拉 尔 德 .迪克 森 、 约 翰 *C.H. 费 、 罗 杰 .:N. 福 尔 瑟 姆 、 
杰克 * 伊 尔 芯 雷 费 尔 .詹姆斯 " 肖 、 荣 凯 军 马克: 纳 洛 夫 、J'* 弗 兰 克 ， 
夏普 、 丹 尼斯 斯 塔 利 夫 以 及 叶 周 南 等 。 对 于 本 版 ,下 列 人 士 也 所 
出 了 许多 极 有 价值 的 建议 ,他 们 是 :E.J.R. 布 思 、 查 尔 斯 'E. 巴特 
蔓 加里: 康 纳 尔 \ 沃 伦 :LL. 费 希 尔 、 丹 尼斯 "R. 赫 夫 利 、 乔 治 : 筷 德 
尔 、 威 廉 'EF. 洛 特 、 保 罗 .B. 曼 彻 斯 特 、 彼 特 . 摩 根 . 阿 伦 .G. 斯 利 曼 
以 及 最 后 但 不 是 不 重要 的 亨利 .Y. 万 等 。 我 说 向 他 们 表示 诚挚 的 


谢意 ,但 因为 我 并 未 接受 他 们 的 全 部 建议 ,所 以 ,本 书 的 责任 依然 
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由 我 独立 承担 。 特 别 是 我 再 一 次 决定 ,不 把 动态 最 优化 的 知 干 章 
节 包 括 在 本 书 中 。 这 部 分 内 容 , 我 将 在 为 一 本 书 中 详尽 探讨 。 最 
后 ,我 还 要 向 麦克 劳 出 版 公司 的 盖 尔 : 戈 书 特 表 示 囊 心 的 感谢 , 感 
谢 她 耐心 的 合作 以 及 对 复杂 的 原稿 的 熟练 的 处 理 技巧 。 


对 如 何 使 用 本 书 的 建议 


由 于 本 书 的 内 容 是 按 数 学 工具 循序 渐进 的 演化 顺序 来 组 织 
的 ,所 以 学 习 本 书 的 理想 方式 当然 是 按 本 书 的 具体 展开 顺序 来 进 
行 。 但 有 一 点 重要 的 例外 : 先 学 习 第 五 篇 (动态 分 析 ) 还 是 第 六 篇 
(数学 规划 ) 是 无 关 紧 要 的 ,不 把 比较 静态 学 作为 主要 研究 领域 的 
读者 ,可 以 跳 过 一 般 函 数 模 型 的 比较 静态 分 析 ( 第 8 章 ) 这 部 分 内 
窜 ,从 第 7 章 直接 过 度 到 第 9 章 。 但 在 这 种 情况 下 ,这 些 读者 也 要 
省 略 11.7 节 和 12.5 节 中 的 比较 静态 分 析 部 分 。 


< 
ip 


第 1 章 数理 经 济 学 的 实质 


”公共 财政 和 国际 贸易 是 经 济 学 的 分 支 学 科 。 从 这 个 意义 上 
看 ,数理 经 济 学 显然 不 是 经 济 学 的 一 个 分 支 学 科 。 确 切 地 说 , 它 是 
一 种 经 济 分 析 方 法 ,是 经 济 学 家 利用 数学 符号 描述 经 济 问题 ,运用 

3 已 知 的 数学 定理 进行 推理 的 一 种 方法 。 就 分 析 的 具体 对 象 而 言 ， 
它 可 以 是 微观 或 宏观 经 济 理论 ,也 可 以 是 公共 财政 .城市 经 济 学 ， 
或 者 其 它 经 济 学 科 。 

从 更 广泛 的 意义 上 使 用 数理 经 济 学 这 一 概念 ,我 们 甚至 可 以 
将 现在 的 任何 一 本 初级 经 济 学 教程 均 称 之 为 数理 经 济 学 ,因为 它 
们 经 常 运用 几何 学 方法 推导 理论 结果 ,然而 ,习惯 上 ,数理 经 济 学 
是 指 不 仅 使 用 简单 的 几何 学 方法 ,而 且 还 运用 像 矩 阵 代 数 、 微 积 
分 、 微 分 方程 .差分 方程 等 数学 工具 来 描述 经 济 问题 的 一 种 方法 。 
本 书 的 目的 就 是 向 读者 介绍 这 些 数学 方法 的 基本 内 容 。 这 些 内 容 
是 在 现代 经 济 学 文献 中 经 常 遇 到 的 。 


1.1 数理 经 济 学 与 非 数 理 经 济 学 


因为 数理 经 济 学 仅仅 是 一 种 经 济 分 析 的 方法 ,所 以 , 它 与 非 数 
理 的 经 济 分 析 方 法 不 应 当 , 事 实 上 也 不 存在 任何 根本 的 不 同 。 任 
4 何 一 种 理论 分 析 ,不 管 运 用 何 种 方法 ,其 目的 总 是 从 一 些 给 定 的 假 
设 或 公理 出 发 ,通过 推理 过 程 得 出 一 组 结论 或 定理 。 数 理 经 济 学 


与 所 谓 “ 文 字 经 济 学 ”(Literary economics) 的 主要 区 别 基本 源 于 以 
下 事实 :前 者 使 用 数学 符号 而 非 文 字 、 使 用 方程 而 非 语 句 来 描述 假 
设 和 结论 ;其 次 ,前 者 运用 大 量 的 可 供 引 用 的 数学 定理 而 非 文 字 逻 
辑 进行 推理 。 因 为 符号 和 文字 表述 实际 上 是 相同 的 (符号 通常 用 
文字 加 以 定义 便 可 证 明 这 一 点 ), 所 以 ,选择 哪 一 种 表述 方式 并 无 
实质 差别 。 不 过 ,人 们 公认 的 是 ,数学 符号 更 便于 演绎 推理 , 且 能 
使 表述 更 为 至 简 意 败 。 

另外 ,选择 文字 逻辑 和 数学 逻辑 虽然 并 无 实质 差别 ,但 运用 数 
学 推理 有 这 样 一 个 优势 : 它 可 以 促使 分 析 者 在 推理 的 每 一 阶段 都 
作出 明确 的 假设 ,这 是 因为 数学 定理 通常 是 按 “ 如 果 一 那么 "形式 
加 以 陈述 的 ,所 以 ,为 了 导出 所 运用 定理 的 “那么 "(结论 ) 部 分 ,分 
析 者 必须 确保 “如 果 "( 条 件 ) 部 分 与 其 所 采纳 的 明晰 假设 相 一 致 。 

纵使 假设 上 述 观 点 都 正确 ,可 能 有 人 仍 会 问 : 有 何必 要 超越 几 
何 学 方法 呢 ? 答案 是 ,尽管 几何 分 析 具 有 直观 性 这 一 重要 优点 ,但 
它 也 苦于 严格 的 维 数 限 制 。 例 如 ,在 无 差异 曲线 的 一 般 图 形 讨论 
时 ,标准 的 假设 是 消费 者 仅 能 得 到 两 种 商品 ,采用 这 种 简化 的 假设 
并 非 出 于 自愿 ,而 是 不 得 已 而 为 之 ,因为 绘 出 三 维 空 间 的 几何 图 形 
极为 困难 ,要 绘 出 四 维 ( 或 更 多 维 ) 空 间 的 几何 图 形 是 根本 不 可 能 
的 。 要 研究 三 种 、 四 种 或 几 种 商品 等 更 为 一 般 的 情况 ,我 们 必须 寻 
求 更 为 灵活 的 工具 一 一 方程 。 仅 此 一 个 理由 已 足以 使 我 们 研究 几 
何 学 以 外 的 数学 方法 。 

简 而 言 之 ,我 们 看 到 数学 方法 具有 如 下 优点 :(1) 所 运用 的 “ 语 
言 "更 为 简练 精确 ;(2) 有 大 量 的 数学 定理 可 为 我 们 所 用 ;(3) 它 人 迫 
使 我 们 明确 陈述 所 有 假设 ,作为 运用 数学 定理 的 先决 条 件 ; 这 能 使 
我 们 戒除 不 自沉 地 采用 不 明确 的 假设 的 缺点 ;(4) 使 我 们 能 够 处 理 
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n 个 变量 的 一 般 情况 。 

与 这 些 优点 相对 照 ,人 们 也 能 听 到 这 种 批评 :以 数学 推导 的 理 
论 必然 是 不 现实 的 。 然 而 这 种 批评 并 不 切中 要 害 。 事 实 上 ,“ 不 现 
实 的 "这 种 说 法 甚至 也 不 能 用 于 批评 一 般 的 经 济 理论 ,无 论 其 所 运 
用 的 方法 是 数理 性 的 还 是 非 数理 性 的 。 就 其 本 质 而 言 ,理论 是 对 
现实 世界 的 抽象 ,是 一 种 找 出 最 重要 的 因素 和 联系 ,以 使 我 们 对 所 
关注 问题 的 核心 进行 研究 的 一 种 手段 。 它 能 使 我 们 免 于 陷 人 现实 
世界 中 确实 存在 的 种 种 复杂 性 而 难以 自拔 。 因 此 ,理论 缺乏 现实 
性 "这 种 批评 只 不 过 是 一 种 陈 词 滥 调 ,不 能 视 为 对 理论 的 一 种 有 效 
的 批评 。 从 逻辑 上 看 ,把 任何 一 种 探讨 理论 的 方法 都 视 为 不 现实 
的 "方法 是 极其 无 意义 的 。 例 如 ,完全 竞争 的 厂商 理论 与 不 完全 况 
5 争 的 厂商 理论 一 样 , 都 是 不 现实 的 ,但 这 些 理论 是 否 用 数学 推导 ， 
与 此 无 关 ,也 并 不 重要 。 

总 之 ,我 们 可 以 把 数学 方法 视 为 一 种 “运输 方式 ”, 它 能 使 我 们 
以 最 快 的 速度 从 一 组 假设 (出 发 点 ) 出 发 ,得 到 一 组 结论 (目的 地 )。 
常识 告诉 我 们 ,如 果 你 想 去 两 英里 远 的 地 方 ,你 会 宁愿 开车 而 不 愿 
步行 ,除非 你 想 消磨 时 间或 想 很 炼 身体 。 类 似 地 ,作为 一 个 希望 尽 
快 得 出 结论 的 理论 家 ,驾驶 数学 工具 这 一 “机 动车 ”, 更 便于 实现 其 
特殊 目的 。 当 然 ,你 必须 首先 学 习 “ 驾 驶 课程 ”; 但 由 于 掌握 这 些 技 
能 具有 长 期 的 价值 ,适当 投入 一 些 时 间 和 精力 是 值得 的 。 

对 于 一 个 严肃 的 “司机 ”来 说 一 一 我 们 继续 沿用 上 述 比 
喻 一 一 具有 牢固 的 数学 基础 是 绝对 必要 的 。 很 显然 ， 在 这 样 一 部 
著作 中 介绍 清楚 经 济 学 家 所 运用 的 全 部 数学 工具 是 不 可 能 的 。 因 
此 ， 我 将 集中 介绍 那些 数学 上 最 为 基础 、 与 经 济 学 最 为 相关 的 内 


容 。 尽 管 如 此 ， 如 果 你 认真 学 完 本 书 ， 你 至 少 会 非常 熟练 地 理解 
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偶然 碰 到 的 下 列 经 济 学 期 刊 中 的 大 部 分 专业 论文 : 《美国 经 济 评 
论 》《 经 济 学 季刊 )、《 政 治 经 济 学 杂志 》、《 经 济 学 与 统计 学 评 
论 》 以 及 《经 济 学 杂志 》 等 。 学 习 了 上 述 内 容 之 后 那些 对 数理 经 
济 学 产生 了 极 大 兴趣 的 人 ， 则 可 以 进行 更 严格 的 数学 训练 , 学习 
更 高 涂 的 数学 内 容 。 


1.2 数理 经 济 学 与 经 济 计量 学 


“数理 经 济 学 "这 一 术语 有 时 常 与 另 一 个 与 其 相关 的 术语 “经 
济 计量 学 " 相 混淆 。 正 如 这 术语 的 后 一 部 分 “计量 学 "所 表明 的 那 
样 ,经 济 计量 学 主要 与 经 济 数据 的 度量 有 关 , 它 运用 估计 和 假设 检 
验 的 统计 学 方法 进行 经 验 观测 的 研究 。 而 数理 经 济 学 则 是 把 数学 
应 用 于 经 济 分 析 的 纯 理论 方面 ,基本 不 涉及 或 不 关心 诸如 所 研究 
的 变量 的 度量 误差 这 类 统计 问题 。 

本 书 仅 限于 研究 数理 经 济 学 , 即 主 要 集中 于 将 数学 应 用 于 演 
绎 推理 而 非 归纳 研究 ,因而 ,我 们 将 主要 进行 理论 研究 而 非 经 济 分 
析 。 当 然 ,这 仅仅 是 一 个 研究 范围 的 选择 问题 , 决 不 意味 着 经 济 计 
量 学 不 如 数理 经 济 学 重要 。 

实际 上 ,经 验 研究 和 理论 分 析 是 相辅相成 .相互 促进 的 。 一 方 
面 , 理 论 在 有 把 握 地 应 用 之 前 ,必须 运用 经 验 数 据 对 其 有 效 性 进行 
检验 。 另 一 方面 ,要 确定 关系 最 为 密切 和 最 富有 成 效 的 研究 方向 , 
统计 工作 必须 有 理论 作为 指南 ,理论 研究 和 经 验 研究 互补 关系 的 
经 典 描述 在 总 消费 函数 的 研究 中 可 以 找到 。 凯 轧 斯 关于 消费 函数 
的 理论 研究 导致 对 消费 倾向 的 统计 估算 ,而 库 效 涅 蒋 和 苞 德 史 密 
斯 关于 消费 借 向 相对 长 期 的 稳定 性 (与 凯恩斯 理论 所 预期 的 结果 
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相 矛 盾 ) ,又 促进 了 杜 森 贝 里 . 弗 里 德 曼 等 人 对 总 消费 理论 的 完 
善 。9 

然而 ,从 某 种 意义 上 说 ,数理 经 济 学 在 这 两 者 之 中 更 具 基 础 
性 :因为 要 进行 有 价值 的 统计 和 经 济 计 量 研究 ,有 一 个 好 的 理论 框 
架 一 一 最 好 是 数学 公式 一 一 是 必 不 可 少 的 。 所 以 ,本 书 的 内 容 不 
仅 对 热衷 于 理论 经 济 学 的 人 有 所 帮助 ,而 且 对 那些 研究 经 济 计量 
学 而 又 缺乏 数学 基础 的 人 也 极 有 价值 。 


中 ” 约 输 *M. 凯 思 斯 :《 就 业 利 意 和 货币 通论 》, 哈 尔 科 特 、 布 赖 斯 出 版 公司 ,纽约 ， 
1936 年 版 ,第 三 卷 。 西 蒙 . 库 北 涅 芯 ;:《 国 民 收 入 :发 现 的 总 结 》, 国 家 经 济 研究 总 署 ， 
1946,p 53。 亚 此 : 蕊 德 史 密斯 :《 美 国 储蓄 研究 ), 第 一 卷 ;普林斯顿 大 学 出 版 社 , 普 林 斯 
顿 ,N.J.19S5 ,第 三 章 。 钴 姆 斯 .S. 杜 森 贝 里 :《 收 入、 储 著 和 消费 者 行为 理论 》?, 了 哈佛 大 
学 出 版 社 ,剑桥 ,马萨诸塞 州 。 米 尔 顿 . 弗 里 德 昌 :《 消 费 函 数理 论 》, 国 家 经 济 研究 总 
署 ,普林斯顿 大 学 出 版 社 ,N.J. ,1957。 
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第 2 章 经 济 模型 


如 前 所 述 ,任何 经 济 理论 都 是 对 现实 世界 的 必要 抽象 。 首 先 ， 
由 于 现实 经 济 的 极端 复杂 性 ,我 们 不 可 能 一 下 子 理解 其 全 部 内 在 
联系 ;其 次 ,这 些 内 部 关系 对 于 理解 我 们 所 研究 的 特殊 经 济 现象， 
也 并 不 具有 同样 的 重要 性 。 因 此 ,合理 的 研究 程序 应 当 是 ;根据 我 
们 的 目的 选择 与 我 们 研究 问题 相关 的 基本 因素 和 基本 关系 ,然后 
把 我 们 的 研究 集中 于 这 些 因素 和 关系 上 。 这 种 精心 简化 的 分 析 结 
构 被 称 作 经 济 模型 , 因为 它 只 是 现实 经 济 的 结构 性 的 粗略 性 的 表 
不 o。 


2.1 数学 模型 的 构成 


经 济 模型 仅仅 是 一 种 理论 框架 ,并 没有 必须 采用 数学 形式 的 
内 在 理由 。 然 而 ,如 果 模 型 是 数学 模型 ,那么 , 它 通常 包括 一 组 用 
以 描述 模型 结构 的 方程 。 这 些 方程 以 某 种 方式 把 一 定数 量 的 变量 
联系 在 一 起 ,并 给 出 所 采用 的 一 组 分 析 假 设 的 数学 形式 。 然 后 通 
过 对 这 些 方程 进行 相应 的 数学 计算 ,我 们 便 可 以 推导 出 一 系列 在 
逻辑 上 服从 这 些 假设 的 结论 。 


变量 、 常 数 和 参数 


变量 是 大 小 可 以 变化 的 量 , 即 可 以 取 不 同 值 的 量 。 经 济 学 中 
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经 常 使 用 的 变量 包括 价格 .利润 、 收益、 成本、 国民 收入 消费 、 投 
资 .进口 出口 等 等 。 因 为 这 些 变量 可 以 取 不 同 的 值 , 所 以 必须 用 
一 个 符号 而 不 是 特定 的 数字 表示 它 。 例 如 ,我 们 可 以 用 P 表示 价 
格 ,以 zx 表示 利润 ,以 R 表示 收益 ,以 C 表示 成 本 ,以 Y 表示 国 
民 收 入 等 等 。 但 是 当 我 们 写 出 P=3 或 C=18 时 (选择 适当 单 
位 ) ,我 们 就 把 这 些 变量 “固定 "在 这 些 具 体 的 数值 上 。 

通过 解 一 个 适当 构建 的 经 济 模型 ,我 们 可 以 得 到 一 组 变量 的 
解 值 ,如 市 场 出 清 时 的 价格 水 平 ,利润 最 大 化 时 的 产 出 水 平等 。 其 
解 值 可 以 通过 模型 求 出 的 变量 , 称 作 内 生变 量 ( 源 于 模型 内 部 ), 但 
模型 中 也 包含 一 些 由 模型 外 部 因素 所 决定 的 变量 ,其 大 小 仅 被 视 
为 给 定 的 数据 ,这样 的 变量 被 称 为 外 生变 量 ( 源 于 模型 之 外 )。 需 
要 指出 的 是 ,一 个 模型 中 的 内 生变 量 可 能 是 另 一 个 模型 的 外 生变 
量 。 例 如 ,在 分 析 小 麦 市 场 价 格 的 决定 时 ,变量 已 无 疑 是 内 生 的 ; 
但 在 消费 者 支出 理论 的 分 析 架 构 内 ,P 对 于 个 别 消费 者 而 言 是 一 
个 常数 ,因此 必然 被 视 为 外 生 的 。 

变量 常常 与 固定 的 值 或 常数 结合 出 现 , 像 表达 式 7P 或 
0.5 尺 。 常 数 是 一 个 大 小 不 变 的 值 ,所 以 它 恰 好 与 变量 相反 。 当 一 
个 常数 与 一 个 变量 结合 在 一 起 时 ,我 们 将 其 称 作 该 变量 的 系数 。 
但 系数 也 可 以 是 符号 而 非 数 字 。 例 如 ,为 了 获得 更 广泛 的 一 般 性 
(参见 2.7 节 ), 在 模型 中 我 们 可 以 用 a 代表 给 定常 数 , 以 表达 式 
aP 代表 7P。 这 个 符号 a 极为 特殊 ,一 一 我 们 假定 它 表示 给 定常 
数 ,但 因 我 们 未 赋予 其 具体 的 数值 , 它 实际 上 可 以 取 任 意 值 。 简 而 
言 之 , 它 是 一 个 可 变 的 常数 ! 为 便于 识别 其 特殊 身份 ,我 们 将 其 明 
确 命名 为 参 常 数 (或 简称 为 参数 ) 。 


必须 强调 指出 ,尽管 参数 可 取 不 同 的 值 , 但 在 模型 中 仍 要 将 其 
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视 为 已 知 数 。 正 是 由 于 这 个 原因 ,即使 常数 是 -一 个 参数 ,人们 还 是 
将 其 简称 为 "常数 。 在 这 方面 ,参数 与 外 生变 量 极为 相似 ,因为 二 
者 在 模型 中 均 被 视 为 “给 定 值 "， 这 可 以 解释 为 什么 许多 作者 为 了 
简便 ,将 二 者 用 一 个 术语 “参数 "来 表示 。 

按照 习惯 , 参 常 数 通常 以 字母 a、5、c, 或 者 相应 的 希腊 字母 
a、\B、\Y 表示 。 但 也 可 以 使 用 其 它 符 号 表示 ,至 于 外 生变 量 , 为 使 其 
与 内 生变 量 明显 区 别 开 来 ,我 们 用 对 选 定 的 符号 加 下 标 0 的 方式 
来 表示 。 如 已 表示 价格 , 则 Pu 表示 外 生 的 价格 。 


方程 各 恒等式 


变量 固然 可 以 独立 存在 ,但 只 有 通过 方程 或 不 等 式 将 其 联系 
起 来 才 具 有 实际 价值 。 在 这 里 , 我 们 只 讨论 方程 。 

在 经 济 学 的 应 用 范围 内 ,我 们 需要 区 别 三 种 类 型 的 方程 : 即 定 
义 方程 行为 方程 和 均衡 条 件 。 

定义 方程 是 在 两 个 具有 完全 相同 含义 的 不 同 表达 式 之 间 建立 
人 恒等式。 对 于 这 种 方程 ,我 们 通常 用 恒 等 符号 “三 ”( 读 作 “ 恒 等 
于 ) 代 替 通 常 的 等 号 "= ,尽管 后 者 也 是 可 以 接受 的 。 比 如 ,总 利 
润 被 定义 为 总 收益 与 总 成 本 之 差 , 因 此 我 们 可 以 写成 : 

三 RC 

而 行为 方程 则 规定 了 当 其 它 变量 变化 时 , 某 一 变量 相应 的 变 
化 方式 。 这 可 能 包括 人 类 行为 ,比如 当 国民 收入 变化 时 总 消费 模 
式 的 变化 ;也 可 能 不 包括 人 类 行为 ,比如 厂商 的 总 成 本 如 何 随 产 出 
的 变化 而 变化 。 从 广义 上 讲 ,行为 方程 可 以 用 于 描述 一 般 的 制度 
性 模型 ,包括 技术 方面 (如 生产 通 数 ) 的 模型 ,也 包括 法 律 方面 的 模 
型 (如 税收 结构 )。 但 在 写 出 行为 方程 之 前 ,必须 对 所 研究 的 变量 
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的 行为 模式 作出 明确 的 假设 。 考 察 下 面 两 个 成 本 函数 
C =75+10Q (2.1) 
C=110+Q’ (2.2) 
其 中 Q 表示 产量 。 由 于 两 个 方程 具有 不 同 的 形式 ,所 以 每 一 方程 
所 假设 的 生产 条 件 必然 与 男 一 个 方程 有 明显 不 同 。 在 (2.1) 式 中 ， 
固定 成 本 为 75( 当 Q@=0 时 的 C 值 ), 而 (2.2) 式 则 为 110。 成 本 
的 变化 也 不 同 。 在 (2.1) 式 中 ,产量 Q 每 增加 一 个 单位 ,C 固定 增 
加 10 单位 。 而 在 (2.2) 式 中 , 当 Q 一 个 单位 一 个 单位 增加 时 , C 
的 增加 越 来 越 大 。 很 明显 , 正 是 通过 对 行为 方程 形式 的 设 定 ,我 们 
才 给 出 模型 所 采纳 的 假设 的 数学 表达 式 。 
第 三 类 方程 ,均衡 条 件 , 只 有 当 我 们 的 模型 包含 均衡 这 一 概念 
时 才 会 涉及 。 如 果 模 型 中 包含 这 一 概念 , 则 均衡 条 件 就 是 描述 实 
现 均 衡 前 提 条 件 的 方程 。 经 济 学 中 人 们 最 为 熟悉 的 两 个 前 提 条 件 
是 : 
Qs = Q， | 需求 量 = 供给 量 ] 
和 S =JI [合意 储 车 = 合意 投资 ] 
它们 分 别 与 市 场 均衡 模型 和 最 简单 的 国民 收入 均衡 模型 有 关 。 因 
10 为 这 类 方程 既 非 定义 方程 ,也 非 行为 方程 ,所 以 它们 单独 构成 一 类 
方程 。 


2.2 实数 系 


方程 和 变量 是 数学 模型 的 基本 组 成 部 分 ,但 因 经 济 变量 的 取 
值 一 般 为 数字 ,因此 我 们 需要 简单 介绍 一 下 数 系 的 概念 。 这 里 我 
们 只 讨论 所谓 的 “实数 ”。 
14 
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像 12.3…… 这 类 整数 被 称 作 正 整 数 。 正 整数 最 常用 于 计 
数 。 其 对 应 的 负 值 ,如 一 1, 一 2, -3,…… 称 作 负 整数 ,例如 ,可 以 
用 其 表示 零度 以 下 的 温度 (单位 为 度 )。 而 数字 0, 既 非 正 数 ,也 非 
负数 ,在 此 意义 上 看 , 它 是 唯一 的 。 我 们 把 所 有 的 正 整 数 、 负 整数 
以 及 0 归 为 一 类 , 称 其 为 整数 集合 。 

当然 ,整数 并 未 穷尽 所 有 可 能 的 数 , 因 为 我 们 还 有 诸如 273， 
5/4,7/3 之 类 的 分 数 , 如 果 将 其 标 在 直 尺 上 ,它们 位 于 两 个 整数 之 
间 。 同 样 ,我们 还 有 负 分 数 ,如 一 1/2, 一 2/5 等 。 正 负 分 数 合 在 一 
起 ,构成 了 分 数 集合 。 

所 有 分 数 的 一 个 共性 是 可 以 将 其 表示 为 两 个 整数 之 比 。 这 
样 , 可 把 分 数 称 之 为 有 理 数 (在 这 里 “有 理 " 意 指 比值 )。 但 任何 一 
个 整数 都 是 有 理 数 ,因为 任意 整数 ”, 均 可 视 为 比率 n /1。 整 数 集 
合 与 分 数 集合 合 在 一 起 ,构成 了 有 理 数 集合 。 

当然 ,我们 一 旦 运用 了 有 理 数 这 个 概念 ,自然 会 引出 无 理 数 这 
个 概念 。 无 理 数 是 不 能 表示 为 两 个 整数 之 比 的 数 。 如 2 = 


示 圆 的 周 长 与 直径 之 比 ), 也 是 一 个 无 限 不 循环 小 数 ,其 小 数 部 分 
为 无 限 不 循环 的 ,这 是 所 有 无 理 数 的 特征 。 

如 果 将 一 个 无 理 数 标 在 尺 上 , 则 它 将 居于 两 个 有 理 数 之 间 。 
正如 分 数 可 以 填 满 两 个 整数 之 间 的 空隙 一 样 ,一 些 无 理 数 也 可 以 
填 满 两 个 有 理 数 之 间 的 空 阶 。 这 种 填充 的 过 程 会 产生 一 个 数 的 连 
续 统 , 它 被 称 作 “ 实 数 "。 连 续 统 构 成 全 部 实数 集合 , 常 以 符号 R 
表示 。 当 我 们 将 集合 R 标示 在 直线 上 时 (一 个 加 长 的 尺子 ) ,我们 
将 其 称 作 实 线 。 

在 图 2.1 中 ,我 们 根据 讨论 顺序 及 彼此 之 间 的 相互 关系 , 列 出 
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了 所 有 的 数 集 。 但 如 果 我 们 从 下 向 上 看 这 个 图 ,实际 上 我 们 得 到 
一 个 分 类 图 解 : 即 实数 集 可 以 分 
解 成 它 的 子 集 以 及 子 集 的 子 集 。 
了 所 以 这 个 图 是 实数 系 结构 的 一 
“个 概览 。 

实数 已 能 满足 本 书 前 14 章 
的 需要 ,但 它 并 非 数学 中 使 用 的 
全 部 的 数 。 事 实 上 ,使 用 “实数 ” 
图 2.1 这 个 概念 就 意味 着 有 “虚数 ”的 

存在 ,虚数 与 负数 的 平方 根 有 关 ,我们 将 在 第 15 章 中 讨论 。 











2.3 集合 的 概念 


我 们 已 多 次 使 用 “集合 "一 词 。 由 于 集合 这 一 概念 已 成 为 现代 
数学 各 分 支 的 基础 ,我 们 至 少 要 掌握 其 基本 内 容 ,才能 满足 我 们 的 
需要 


简 言 之 ,一 个 集合 就 是 不 同 对 象 的 集成 。 这 些 对 象 可 以 是 不 
同 的 数 ,也 可 是 别 的 什么 东西 。 因 此 ,如同 三 个 整数 2,3,4 可 以 构 
成 一 个 集合 一 样 ,所 有 选修 一 门 特定 经 济 学 课程 的 学 生 也 可 以 视 
为 一 个 集合 。 集 合 中 的 对 象 称 作 集 合 的 元 素 。 

有 两 种 书写 集合 的 方法 :列举 法 和 描述 法 。 如 果 令 S 表示 由 
2,3,4 三 个 数组 成 的 集合 ,用 元 素 列举 法 可 以 写成 : . 

S = {2,3,41 
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但 若 令 了 代表 所 有 正 整 数 的 集合 ,列举 便 很 困难 , 则 我 们 可 以 简 
单 地 描述 其 元 素 ,并 写成 . 

1= {x | x 为 一 任意 正 整数 | 
此 式 可 读 作 :“ 了 为 满足 x 为 一 个 正 整 数 的 所 有 <z 的 集合 注意， 
集合 两 边 均 使 用 大 括号 将 其 括 住 。 使 用 描述 法 ,一 定 要 在 代表 元 12 
素 的 一 般 符 号 和 所 描述 的 元 素 之 间 加 一 竖 杠 或 冒号 ,以 便 将 二 者 区 分 
开 来 。 再 举 一 例 ,大 于 2 小 于 5 的 实数 集合 本 可 以 用 符号 表示 为 

J={zx | 2<zx<5| 

这 里 ,描述 性 陈述 也 是 以 符号 表示 的 。 

一 个 具有 有 限 元 素 的 集合 ,如 上 例 中 的 集合 S, 称 为 有 限 集 
合 。 而 集合 和 J 均 有 无 限 个 元 素 , 称 为 无 限 集合 。 有 限 集合 总 
是 可 数 ( 或 可 计算 ) 的 , 即 其 元 素数 量 可 以 以 基数 1,2,3,…… 表 
示 。 但 无 限 集合 既 可 能 是 可 数 的 ,如 集合 了 ,也 可 能 是 不 可 数 的 ， 
如 集合 J。 我 们 无 法 将 后 者 中 的 元 素 与 基数 1,2 ,3 ,…… 等 联系 起 
来 ,所 以 是 不 可 数 的 。 

集合 中 的 成 员 以 符号 E (希腊 字母 s 即 epsilon 的 变形 ,表示 
元素 ) 表 示 , 读 作 “属于 … 的 元 素 "。 因 此 ,对 于 我 们 前 面 定 义 的 
集合 I 和 J ,我 们 可 以 写 出 

2ES,3ES,8ET,9ET 等 
但 显然 8 儿 S( 读 作 :8 不 是 集合 S 的 元 素 )。 如 果 我 们 使 用 符号 R 
表示 所 有 实数 集合 , 则 “x 是 某 些 实数 "可 简单 表示 成 

zE 民 


合 间 的 关系 


将 两 个 集合 加 以 比较 时 ,可 能 观测 到 几 种 可 能 的 关系 。 若 两 
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个 集合 S 和 S, 恰好 有 相同 的 元 素 : 
Si1 = {2,7,a,f| 和 S, = |2,a,7,f| 

则 称 S1 和 S, 相等 (Si 一 S,)。 注 意 集 合 中 元 素 出 现 的 次 序 是 无 
关 紧 要 的 。 但 只 要 其 中 有 一 个 元 素 不 同 ,两 个 元 素 便 不 相等 。 

另 一 种 关系 是 ,一 个 集合 可 能 是 另 一 集合 的 子 集 。 若 我 们 有 
两 个 集合 

S=11,3,5,7,91 和 了 人 = 13,7! 
则 工 是 S 的 子 集 , 因 为 集合 了 的 每 一 个 元 素 都 同时 是 集合 S 的 
元 素 。 对 这 种 情况 更 为 正式 的 表述 为 :” 当 且 仅 当 "zET 了 意味 着 
‘xzES' 时 , 丁 为 S 的 子 集 "。 使 用 集合 符号 CC( 包 含 于 ) 和 忆 ( 包 
含 ) , 则 我 们 可 以 写成 
TCS 或 S 沁 TT 

两 个 集合 恰好 互 为 子 集 也 是 可 能 的 。 但 这 必然 意味 着 两 个 集合 相 
等 。 我 们 可 以 将 此 正式 表述 为 : 当 且 仅 当 Si = S; 时 ,我 们 可 以 有 
SICS， 且 SCSi。 

13 需要 注意 的 是 ,符号 表示 个 别 元 素 与 集合 之 间 的 关系 ,而 符 
号 全 则 表示 子 集 与 集合 的 关系 。 我 们 可 以 运用 这 一 思想 对 图 2.1 
中 的 某 些 关系 进行 描述 :整数 集合 是 有 理 数 集合 的 子 集 ; 同 样 ,无 
理 数 集合 是 实数 集合 的 子 集 。 

具有 5 个 元 素 的 集合 S=11,3,5,7,9} 可 以 形成 多 少子 集 呢 ? 
首先 ,S 中 的 每 一 个 元 素 , 可 单独 构成 一 个 S 的 子 集 , 如 {11,1{3| 
等 。 同样,S 中 的 任意 两 个 ,三 个 、 四 个 元 素 , 均 可 构成 S 的 子 集 ， 
如 {1,31 ,11,51,… ,13,7,9} ,等 等 。 而 且 ,集合 S 本 身 (包括 全 部 
5 个 元 素 ) 也 可 视 为 其 自身 的 子 集 一 一 S 的 每 一 个 元 素 均 是 S 的 


元 素 ,因此 它 符 合子 集 的 定义 。 当 然 ,这 是 一 种 极端 的 情况 , 它 使 
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我 们 得 到 集合 S“ 最 大 的 " 子 集 , 即 S 自身 。 

另 一 种 极端 的 情况 是 S 的 “最 小 的 "可 能 的 子 集 , 即 它 本 身 不 
包含 任何 元 素 。 这 种 集合 被 称 作 零 集 ,或 者 空 集 , 以 符号 O 或 上 | 
表示 。 将 零 集 称 作 S 的 子 集 的 理由 非常 有 趣 : 如 果 零 集 并 非 S 的 14 
子 集 (OCS) , 则 0 必定 至 少 包含 一 个 元 素 使 得 zx 外 S ,但 根据 定 
义 , 零 集 不 含有 任何 元 素 ,所 以 我 们 不 能 说 OCS; 因此 零 集 为 S 
的 子 集 。 

计算 S 的 所 有 子 集 ,包括 两 种 极端 情况 S 和 0O, 我 们 知道 共 
有 25=32 个 子 集 。 一 般 而 言 , 若 一 个 集合 含有 n 个 元 素 , 则 它 共 
可 形成 2" 个 子 集 。0 

将 符号 @ 或 {| 明确 地 与 10} 区 别 开 来 是 至 关 重要 的 。 前 者 不 
含有 任何 元 素 ,而 后 者 则 包含 -个 元 素 0。 空 集 是 惟一 的 ,全 世界 
只 此 一 个 集合 , 它 可 以 是 我 们 可 以 构想 出 来 的 任何 一 个 集合 的 子 
集 。 

第 三 种 可 能 的 关系 类 型 是 :两 个 集合 不 含有 任何 共同 的 元 素 。 
在 这 种 情况 下 ,我 们 称 两 个 集合 不 相交 。 如 所 有 正 整 数 的 集合 与 
所 有 负 整 数 的 集合 是 不 相交 的 集合 。 第 四 种 关系 类 型 是 :两 个 集 
合 具 有 某 些 共同 的 元 素 ,但 另 一 些 元 素 分 属 不 同 的 集合 。 在 此 情 
况 下 ,两 个 集合 既 不 相等 ,也 并 非 不 相交 ;上 且 每 一 集合 也 不 是 另 一 
个 集合 的 子 集 。 


@ 给 定 一 个 具有 ?2 个 元 京 的 集合 fa, b,c,…,n|, 我 们 首先 可 将 其 子 集 分 为 
两 类 :一 类 包括 元 素 a, 另 一 类 不 包括 ec。 而 上 述 每 一 类 还 可 以 进一步 分 成 两 个 子 类 : 
一 类 含有 元 素 5 而 另 一 类 则 没有 ;注意 ,我 们 在 考察 第 二 个 元 素 5 时 ,我 们 已 把 类 别 的 
数量 增加 了 一 倍 , 即 从 2 增加 到 4(= 2)。 同 样 ,考察 元 素 ,将 使 类 别 总 数 增 至 
8(=2 )。 当 考察 到 x 个 元 素 时 ,类 别 的 总 数 将 等 于 子 集 的 总 数 ,其 数量 为 2"。 


19 


集合 的 运算 


当 我 们 对 某 些 数 进行 加 、 减 、. 乘 、 除 或 开 方 时 ,我 们 便 是 在 对 其 
进行 数学 运算 。 集 合 不 同 于 数 ,但 我 们 仍 可 对 其 进行 类 似 的 数学 
运算 。 这 里 讨论 三 种 基本 的 运算 , 即 并 集 .交集 和 补 集 。 

取 两 个 集合 的 并 集 就 是 构成 一 个 新 的 包含 且 仅 包含 属于 集合 
A.B 或 者 同时 属于 A 和 B 的 元 素 的 新 的 集合 。 并 集 以 符号 
AUB 表 示 , 读 作 “A 并 B”。 

例 1 车 A=13,5,7} 且 B= 12,3,4,8| 则 

AUB=12,3,4,5,7,8|} 
此 例 描述 了 这 样 一 种 情况 :两 个 集合 既 不 相等 ,也 非 不 相交 , 且 互 
不 为 对 方 子 集 。 

例 2 再 看 图 2.1, 我 们 知道 整数 集合 与 分 数 集合 的 并 集 是 有 
理 数 集合 ;同样 ,有 理 数 集合 与 无 理 数 集合 的 并 集 构 成 了 所 有 实数 
集合 。 

男 外 ,两 个 集合 A 和 如 的 交 是 一 个 新 的 集合 , 它 包 含 且 仅 包 
含 同时 属于 A 和 B 的 那些 元 素 。 交 和 集 以 符号 A 门 B 表示 , 读 作 
“A 交 B"。 

例 3 对 于 例 1 中 的 集合 A 和 B ,我 们 可 以 写成 

ANMB= {3| 

例 4 若 A=1-3,6,10},B=19,2,7,4}, 则 A 门 B=0, 即 
集合 4 与 B 不 相交 ,因此 其 交集 为 空 集 一 一 A 和 B 没有 任何 公 
共 元 素 。 

很 明显 ,交集 是 一 个 比 并 集 受到 更 多 约束 的 概念 ,只 有 共同 属 
于 A 和 B 的 元 素 , 才 被 前 者 所 接受 ;然而 无 论 属于 A 或 者 B 的 元 
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素 ,都 可 构成 并 集 的 元 不。 运算 符号 介 和 UU 一 一 顺便 说 一 句 , 它 们 
同 符号 V 、+ 二 等 具有 同样 的 地 位 一 一 分 别 具 有 “和 ”与 “或 ”的 
含义 。 比 较 下 面 两 个 交集 和 并 集 的 正式 定义 ,可 更 好 地 理解 这 一 点 : 

交集 

ANMB= {rir€EA 和 xE€EBi 
并 集 
4UB=lrlrEA4A 或 zE 了 | 

在 解释 补 集 的 概念 以 前 ,我 们 首先 引入 全 集 的 概念 ,在 所 讨论 
的 特定 范围 内 ,如 果 我 们 仅 把 前 7 位 正 整 数 作为 一 个 集合 ,并 将 其 
视 为 全 集 LU ,那么 ,对 于 一 个 给 定 集合 ,比如 A = 13,6,7+ ,我 们 可 
以 定义 另 一 个 集合 A , 它 由 包含 在 全 集 U 但 不 包含 在 集合 4 中 
的 所 有 元 素 构 成 , 读 作 “A 的 补 集 ”。 即 ， 15 

A=jzrlrxEU 和 zx A = 和 ,2,4,5| 

注意 ,符号 U 有 “或 "的 含义 ,符号 站 意味 着 “和 ”, 而 补 集 符 号 
一 则 有 “不 ”的 含义 。 

例 5 着 U=15,6,7,8,9| 和 A=15,6|1 ,那么 A =17,8,9|。 

例 6 何 为 全 集 U 的 补 集 ” 因 为 所 考察 的 每 一 对 象 ( 数 ) 均 
在 全 集 之 中 ,所 以 U 的 补 集 必定 为 空 集 。 即 U = 0。 

集合 的 三 种 运算 可 以 图 2.2 更 直观 地 表示 ,此 图 被 称 为 维 思 
图 。 图 a 中 ,上 面 圆 中 的 点 组 成 集合 A, 下 面 贺 中 的 点 组 成 集合 
B ,而 集合 A 和 B 的 并 集 则 由 覆盖 两 个 圆 的 阴影 部 分 所 组 成 。 在 
图 b 中 ,给 出 同样 两 个 集合 (两 个 圆 )。 因 为 两 集合 的 交 仅 包含 共 
属于 两 集合 的 部 分 ,所 以 只 有 两 个 集合 的 交叉 部 分 (阴影 ) 符 合 定 
义 要 求 。 在 图 c 中 , 令 和 矩形 内 的 所 有 点 为 全 集 , 圆 内 的 所 有 点 为 集 
合 A, 则 补 集 A 则 是 圆 以 外 的 阴影 区 域 。 

21 





集合 的 运算 法 则 


需要 指出 的 是 ,从 图 2.2 可 知 ,图 形 a 的 阴影 面积 不 仅 是 AU 
B ,而 且 也 是 BUA。 类 似 地 ,图形 5 中 的 小 阴影 面积 不 仅 直 观 地 
表示 AMB, 而 且 同 样 表示 B 站 A, 将 此 结果 规律 化 ,可 称 之 为 并 
16 集 和 交集 的 交换 律 
AUB=BUA AfIB=BfA 
这 些 关系 非常 类 似 于 代数 运算 法 则 a+5=b+a 及 aXb=6bXa。 
要 取 三 个 集合 A、B.C 的 并 集 ,可 以 先 取 任 意 两 个 集合 的 并 
集 , 再 将 其 与 第 三 个 集合 取 并 集 。 类 似 的 过 程 也 可 用 于 交集 的 运 
算 。 这 些 运算 结果 在 图 2.3 中 加 以 说 明 。 有 趣 的 是 ,运算 过 程 中 
集合 选择 的 次 序 是 无 关 紧要 的 ,这 一 事实 便 引 出 了 并 集 与 交集 的 
结合 律 : 
AU(BUC)=(AUB)UC 


ANMNM(BNANC)=(ANMNB)NC 
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图 2.3 


这 些 方程 极 易 使 我 们 想起 代数 运算 法 则 a+(6b+c)= (a+65b)+ 
c 以 及 ax(p6xc)=(axp)xcs 
在 联合 运用 并 集 和 交集 时 ,还 要 应 用 另 一 条 法 则 , 即 并 集 和 交 
集 的 分 配 律 
AU(BNMNC)= (AUB)N(AUCOC) 
ANMN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
它们 类 似 于 代数 运算 法 则 ax(b+c)= (axXxb)+(axXxc)。 
” 例 7 已 知 A=14,51,B=13,6,7| ,C=12,3|, 验 证 分 配 律 ， 
为 验证 此 规律 的 前 一 部 分 ,我 们 分 别 求 出 左边 和 右边 的 表达 式 
左 : AU(BNMC)=14,5!U131= 13,4,5|! 
右 : (AUB)NMN(AUC)= 13,4,5,6,7} 12,3,4,5| = {3,4,5| 
因 两 边 结果 相同 ,所 以 第 一 部 分 得 证 ,重复 此 过 程 ,可 验证 规律 的 
第 二 部 分 ,我 们 有 
左 。AN(BUC)=14,5:f112,3,6,7|=0 17 
右 (4mB)UCAnmnC)=OUO=O 
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所 以 分 配 律 得 证 。 
练习 2.3 


1 用 集合 符号 写 出 下 列 集 合 : 
(a) 大 于 27 的 所 有 实数 集 ; 
(6) 大 于 8 但 小 于 73 的 所 有 实数 集 。 
2 给 定 集合 S1 =12,4,6) ,S;=17,2,6|,S3= 14,2,6}, Ss = 12,41 ,下 面 
哪些 说 法 正确 ? 
(a) SI= S， (d) 3 S， (g) Si 站 94 
(5b) SI1=R (e)42 S4 (h) OCS， 
(c) 5ES, (f) SICR (1) S$;D11,21 
3 根据 上 题 给 出 的 四 个 集合 ， 
(a) Si1US, (c) SMS; (e) Sif1 Ss,f} S, 
(8) SIUS,; (da) SS, (f) S3U SIUS, 
4 下 述 哪 些 说 法 是 正确 的 ? 
(a)} AUA=A (e) AfID=0 
(5b) ANMNA=A (f)} ANMNU=A 
(c)AUG=A (g) A 的 补 集 是 A 
(d)AUU=U 
5 已 知 集合 A=14,5,6| ,B=|3,4,6,7| ,C= 12,3,6|, 验 证 分 配 律 。 
6 用 维 因 图 法 ,根据 逐次 形成 阴影 的 不 同 顺 序 ,验证 分 配 律 。 
7 列举 集合 la,8,cj 的 所 有 子 集 。 
8 列举 集合 S= 11,3,5,7| 的 所 有 子 集 。 共 有 多 少 个 ? 
9 例 6 表 明 @ 是 UU 的 补 集 , 但 因 空 集 是 任意 集合 的 子 集 ,所 以 它 必定 是 
U 的 子 集 。 因 为 ^ U 的 补 集 "这 个 术语 具有 “不 在 U 中 ”的 含义 ,而 U 的 子 
集 ” 这 一 术语 又 有 “包含 在 U 中 ”的 含义 。09 同时 具有 这 两 种 含义 ,似乎 是 自 
相 矛 盾 的 ,你 如 何 解释 这 个 谜 ? 
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2.4 关系 与 逊 数 


通过 使 用 数 系 中 各 类 数 的 概念 推进 了 我 们 对 集合 的 讨论 。 但 
集合 的 元 素 不 仅 可 以 是 数 ,也 可 以 是 其 它 对 象 。 特 别 地 ,我 们 可 以 
运用 “有 序 偶 " 集 合 这 一 术语 (下 面 将 定义 ), 引 出 关系 和 哺 数 的 重 


有 序 偶 


根据 定义 ja,b1= i165,al, 所 以 在 写 出 集合 ja,5b| 时 ,我 们 并 
不 关注 元 素 a .5 出 现 的 顺序 。 在 此 情况 下 ,这 对 元 素 a 和 6 是 无 
序 偶 。 但 是 当 a 和 ”的 顺序 具有 重要 意义 时 ,我们 可 以 写 出 两 对 
不 同 的 有 序 偶 ,以 (a,5b) 和 (65,a) 表 示 , 且 具有 (a,6b) 关 (65,a) 的 
性 质 ,a = 65 时 除外 ,类 似 的 概念 还 可 以 应 用 于 两 个 以 上 元 素 的 集 
合 ;在 此 情况 下 我 们 可 以 区 分 有 序 三 元 组 和 无 序 三 元 组 ,有 序 四 元 
组 和 无 序 四 元 组 ,有 序 五 元 组 和 无 序 五 元 组 等 。 有 序 偶 ,有 序 三 元 
组 等 统称 有 序 集合 。 

例 1 为 表示 某 班 学 生 的 年 龄 和 体重 ,我 们 可 以 构造 一 个 有 
序 偶 (a ,w), 其 中 第 一 个 元 素 表 示 学 生年 龄 (以 岁 为 单位 ), 第 二 
个 元 素 表 示 体 重 ( 以 磅 为 单位 )。 则 (19, 127) 和 (127,19) 具 有 明 
显 不 同 的 含义 。 且 后 一 有 序 价 几乎 不 可 能 适合 于 任何 一 个 学 生 。 

例 2 当 我 们 谈 及 一 场 竟 赛 的 五 个 决赛 选手 集合 时 ,其 顺序 
是 无 关 紧 要 的 ,所 以 我 们 有 一 个 无 序 五 元 组 ,但 当 他 们 经 过 决赛 ， 
排出 冠军 .亚军 等 名 次 后 ,这 种 排列 则 变 成 了 一 个 有 序 五 元 组 。 

同 其 它 对 象 一 样 ,有 序 组 可 以 作为 集合 的 元 素 。 考 察 图 2.4 中 
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的 直角 坐标 即 币 卡 尔 坐 标 平面 ,x 轴 和 y 轴 垂 直 相 交 ,将 一 平面 分 
成 四 个 象限 。 这 个 zy 平面 是 一 个 无 限 点 集 , 每 一 个 点 代表 一 个 有 
序 偶 ,其 中 第 一 个 元 素 代表 z 的 值 ,第 二 个 元 素 代表 y 的 值 。 显 然 ， 
标 以 (4,2) 的 点 不 同 于 标 以 (2,4) 的 点 ,在 这 里 顺序 是 重要 的 。 


第 二 象限 第 一 象限 
(2, 4) (4, 4) 
@ 者 @ 
@ 3 ® ® 
(2. 2) (4, 2) 
© S © 





根据 这 种 直观 的 理解 ,我们 准备 考察 有 序 偶 的 生成 过 程 。 候 
设 由 两 个 已 知 的 集合 += j1,21,y= {3,4| ,我 们 希望 形成 所 有 的 
有 序 偶 集 合 , 其 中 第 一 个 元 素 取 自 集合 x, 第 二 个 元 素 取 自 集 合 
y。 这 样 我 们 便 得 到 4 个 有 序 偶 构成 的 集合 (1,3),(1,4),(2,3) 
和 (2,4)。 此 集合 被 称 作 x 和 的 第 卡尔 积 (以 第 卡尔 名 字 命 
名 ) ,或 称 为 z 和 的 直 积 ,以 x Xy 表示 , 读 作 “z 叉 乘 y”。 需 要 
重点 记忆 的 是 , 当 x 和 y 是 数 集 时 , 笛 卡尔 积 便 是 有 序 偶 。 用 列 


举 法 或 描述 法 ,我 们 可 分 别 将 笛 卡 尔 积 表示 成 
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zxy=ji(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)| 

或 zxy=i(Ga:,po)laeExzrz 和 pbGEYy| 
后 者 实际 上 可 作为 任意 给 定 集合 x 和 y 的 笛 卡 尔 积 的 一 般 定 义 。19 

为 开拓 视野 ,现在 我 们 令 z 和 y 包括 所 有 的 实数 , 则 相应 的 
笛 卡 尔 积 为 

zxXy= |i(a,b)laER 和 pb € RI (2.3) 

将 表示 具有 实 值 元 素 的 全 部 有 序 偶 的 集合 。 此 外 ,每 个 有 序 偶 对 
应 图 2.4 笛 卡尔 坐标 平面 上 的 唯一 的 点 。 反 之 , 笛 卡 尔 坐标 平面 
上 的 每 一 个 点 也 对 应 于 集合 x x y 中 的 唯一 一 个 有 序 偶 。 根 据 这 
两 种 唯一 性 ,我们 说 笛 卡 尔 积 (2.3) 中 的 有 序 偶 集 与 平面 直角 坐标 
念 了 ,因为 我 们 可 以 将 其 与 图 2.4 中 工 轴 与 y 轴 的 交叉 联系 起 
来 。 表 示 (2.3) 中 的 集合 (z x y) 的 更 为 简洁 的 方式 是 将 其 直接 写 
成 RX 民 , 它 通常 也 表示 成 R*。 

拓展 这 一 思想 ,我 们 也 可 以 将 三 个 集合 zx,y 和 z 的 币 卡 尔 积 
定义 为 

ZXyxz= i(a,bc)laE rz,bE ycE 2z| 

这 是 一 个 有 序 三 元 组 的 集合 。 进 而 ,如果 集 合 z,y 和 z 均 由 全 部 
实数 构成 , 则 笛 卡 尔 积 将 对 应 于 三 维 空间 的 所 有 点 的 集合 ,这 可 以 
用 Rx R x R 表示 ,或 更 简单 地 表示 成 R*。 在 后 面 的 推广 中 ,所 20 
有 变量 均 取 实 值 ,因而 我 们 的 一 般 性 讨论 均 表 示 成 R’ ,或 R3,…， 
或 R”。 


关系 与 范 数 


因为 任意 有 序 偶 将 x 值 和 y 值 联系 起 来 ,任意 有 序 偶 的 集 
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聚 一 一 箔 卡尔 积 (2.3) 的 任意 子 集 一 一 将 包含 x 和 yy 的 关系 。 给 
定 一 个 过 值 ,将 根据 这 种 关系 确定 另 一 个 或 多 个 y 值 。 为 方便 起 
见 ,我 们 将 x X y 的 元 素 -- 般 写成 (z,y)。 不 像 (2.3) 中 那样 写成 
(a,5), 这 里 的 xz 和 y 均 为 变量 。 

例 3 集合 ji(z,y)ljy=2zji 是 一 个 有 序 偶 集合 ,比如 它 包 括 
(1,2),(0,0) 和 (一 1, 一 2)。 这 个 集合 包含 一 种 关系 ,其 对 应 的 图 
形 部 分 是 图 2.5 中 的 直线 y=2x 上 的 点 的 集合 。 

例 4 集合 |(z,y)1> 短 z| ,包含 如 (1,0),(1,1),(1, 一 4) 这 
样 的 有 序 偶 , 它 构 成 了 另 一 种 关系 。 在 图 2.5 中 ,这 个 集合 对 应 于 
满足 不 等 式 y 夺 xz 的 阴影 面积 的 所 有 点 的 集合 。 

当 工 值 给 定时 ,未 必 一 定 总 能 从 某 种 关系 中 确定 唯一 的 y 
值 。 在 例 4 中 ,三 个 典型 的 有 序 偶 表明 , 若 工 =1, 则 yy 可 以 取 ? 个 
不 同 的 值 ,如 0,1, 或 -4, 且 满足 给 定 的 关系 。 从 图 形 上 看 ,满足 
这 一 关系 的 两 个 或 多 个 点 落 在 zy 平面 中 的 一 个 垂 线 上 。 图 2.5 
可 以 说 明 这 一 点 。 图 中 阴影 区 域 ( 表 示 关 系 y 安 z) 中 的 许多 点 落 
在 标 有 x = ec 的 一 条 垂直 虚线 上 。 

然而 ,作为 一 个 特例 ,一 种 关系 可 以 使 得 给 定 的 z 值 , 仅 存在 
一 个 对 应 的 y 值 , 例 3 就 是 一 例 。 在 这 种 情况 下 , 称 y 为 x 的 一 
个 函数 ,并 以 y= 上 (z) 表 示 , 读 作 " > 是 z 的 函数 f”。|[ 注 意 f(z) 
并 不 意味 着 乘 以 zj 因此 ,一 个 函数 是 具有 这 种 性 质 的 有 序 偶 集 
合 :z 值 惟一 地 确定 一 个 y 值 2。 显 然 ,一 个 函数 一 定 是 一 种 关 
系 ,但 一 种 关系 未 必 是 一 个 函数 。 


D “函数 "这 一 定义 对 应 于 我 们 以 前 所 称 的 单 值 函 数 这 -- 术 语 ,这 里 所 指 的 关系 ， 
以 前 正式 的 名 称 是 多 值 函 数 。 
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到 2.5 
尽管 函数 的 定义 规定 对 于 每 一 个 z 有 一 -个 唯一 的 y, 但 并 不 
要 求 反 之 也 成 立 , 换 句 话 说 ,多 个 x 值 可 与 同一 个 y 值 相 联系 。 
图 2.6 描述 了 这 种 可 能 性 :图 中 根据 函数 y= f(x), 集 合 工 中 的 
zl 和 xz, 均 与 集合 y 中 的 同 -- 值 (yo) 相 联系 。 
函数 也 称 映射 或 变换 ,二 者 均 意味 着 将 一 对 象 与 男 一 对 象 联 
系 起 来 的 行动 。 表 达 式 y= f(x) 中 的 函数 符号 f 则 可 以 解释 成 
一 种 规则 : 依 此 规则 集合 z 被 “映射 "(或 变换 ) 到 集合 y。 因 此 我 
们 可 以 写成 : 
三 : 工 一 多 
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图 2.6 

22 其 中 第 头 表示 映射 ,字母 上 表示 映射 遵循 的 规则 。 因 为 f 表示 映 
射 的 特殊 规则 ,所 以 必须 用 不 同 的 函数 符号 去 表示 出 现在 同一 模 
型 中 的 另外 一 个 晴 数 。 习 惯 使 用 的 符号 还 有 g, 下,，G ,希腊 字母 
(phi) 和 pg(psi) ,以 及 它们 的 大 写 惠 和 更 。 例 如 ,两 个 变量 y 和 > 
可 能 都 是 xz 的 函数 ,但 若 一 个 函数 写成 y= f(z), 男 一 个 则 应 写 
成 z= g(xz) 或 者 z=(x)。 但 写成 y= y(z) 及 z= xz(z) 也 是 允 
许 的 ,这样 就 省 略 了 符号 f 和 gg。 

在 函数 y= f(z) 中 ,x 被 称 作 函数 的 自 变量 ,y 则 被 称 作 函 
数值 。 我 们 还 可 以 把 z 称 作 自 变量 ,把 y 称 作 因 变 量 。 在 给 定 的 
范围 内 ,x 能 够 取 的 所 有 值 的 集合 称 作 函 数 的 定义 域 , 它 可 能 是 所 
有 实数 集合 的 一 个 子 集 。z 所 映射 的 > 值 称 作 z 值 的 象 。 所 有 象 
的 集合 称 作 函数 的 值 域 , 它 是 变量 y 可 以 取 的 所 有 值 的 集合 。 所 
以 定义 域 与 量变 量 x 相 联 系 , 值 域 则 与 因 变量 y 相 联 系 。 


如 图 2.7a 所 示 ,我 们 可 以 将 函数 f 视 为 一 个 映射 规则 , 它 将 
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某 线段 (定义 域 ) 上 的 每 一 点 映射 到 巡 一 线段 ( 值 域 ) 上 的 某 点 。 如 
图 形 5 所 示 ,将 定义 域 置 于 x 轴 上 , 值 域 置 于 y 轴 上 ,我 们 马上 得 
到 熟悉 的 二 维 图 形 ,在 此 图 形 中 ,z 值 与 y 值 的 关系 是 由 诸如 (zl， 
y1) 和 (zz，yz) 等 有 序 偶 集合 规定 的 。 


TXT1 xX2 yY1 yy2 


(定义 域 ) ( 值 城 ) 





(oa) (6) 


图 2.7 

在 经 济 模型 中 ,行为 方程 通常 以 函数 形式 引入 。 由 于 经 
济 模型 中 的 大 多 数 变 量 因 其 性 质 所 限 ,一 般 取 非 负 实数 ,和 所 以 
其 定义 域 也 受到 同样 限制 。 这 就 是 为 什么 大 多 数 经 济 模 型 的 几何 
表示 仅 画 第 一 象限 的 原因 。-- 般 而 言 ,我 们 不 需 为 每 一 经 济 模型 
的 每 一 函数 设 定 定义 域 而 伤 脑筋 。 当 未 特别 设 定时 ,我 们 将 定义 
域 和 值 域 理解 为 仅 包 括 使 函数 具有 经 济 意 义 的 那些 数值 。 

例 5 厂商 每 日 的 总 成 本 C 为 其 日 产 出 Q 的 函数 :C=150+ 
7Q。 该 厂商 日 最 大 产 出 为 100 单位 。 那 么 ,成 本 函数 的 定义 域 和 23 
值 域 是 什么 ”因为 Q 可 在 0 与 100 之 间 变 化 ,所 以 定义 域 为 集合 
0 委 Q 委 100 ,或 更 正式 地 

定义 域 = |1Q 10 和 Q 委 100| 


中 ”如果 可 以 取 零 值 ,我 们 就 说 “ 非 负 "而 不 说 “ 正 ”。 
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至 于 值 域 , 因 函 数 的 图 形 为 一 条 直线 ,C 的 最 小 值 为 130( 当 Q = 
0) ,最 大 值 为 830( 当 Q=100) ,所 以 我 们 有 

值 域 = 1C11S0 委 C 委 85S0| 
但 要 注意 , 值 域 的 最 大 值 未 必 总 是 在 定义 域 的 最 大 值 时 达到 。 


练习 2.4 


1 给 定 S1=13, 6, 9 ,SJa,b|, 及 S3= ;m,n|, 求 第 卡尔 积 : 
(a) S11XS,, (6) S,XS3, (c) S3X SI 
2 根据 上 题 给 出 的 信息 , 求 稍 卡 尔 积 Si x S; x S;。 
3 一 般 而 言 ,S1 x Ss= S,X SI 是否 成 立 ” 在 何 条 件 下 ,这 两 个 向 卡 尔 
积 相 等 ? 
4 在 直角 坐标 系 内 画 出 下 列 图 形 ,它们 是 否 表 示 一 个 函数 ? 
(a) 疗 (5) 三 角形 (c) 矩形 
5 车 孔 数 y=5+3z 的 定义 域 为 集合 ix1i1 夺 xz 三 41, 求 此 函数 的 值 域 
并 以 集合 方式 将 其 表示 出 来 。 
6 对 于 函数 y= 一 xz’, 如果 其 定义 域 是 所 有 非 负 实 数 的 集合 ,那么 其 值 
域 是 什么 ? 


2.5 函数 的 类 型 


表达 式 y= f(z) 是 一 个 一 般 描述 , 它 表明 存在 映射 的 可 能 ， 
但 并 不 明确 映射 的 实际 规则 。 下 面 我 们 考察 几 种 特定 的 函数 类 


型 ,每 种 类 型 均 代表 不 同 的 映射 规则 。 
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营 值 函数 


值 域 仅 有 一 个 元 素 的 函数 , 称 作 常 值 函 数 。 我 们 拿 出 一 个 函 24 
数 作为 例子 
y= f(x7)=7 
也 可 将 其 表示 成 y=7 或 f(x)=7, 无 论 xz 取 何 值 ,其 值 始 终 为 7。 
在 坐标 平面 上 ,这样 的 函数 表现 为 一 条 水 平 线 。 在 国民 收入 模型 
中 , 当 投 资 (站 为 外 生 决 定 的 ,我 们 可 以 有 下 述 形 式 的 投资 函数 : 
1 二 1 亿美 元 ,或 1 一 了 1, 它 是 常 值 函 数 的 例子 。 


多 项 式 项 数 


常 值 滑 数 实际 上 是 我 们 所 说 的 多 项 式 函 数 的 一 种 “退化 "。 具 

有 一 个 变量 z 的 多 项 式 的 一 般 形式 为 
y=aoptalrt ar 十 十 Co (2.4) 

其 中 每 一 项 均 包 含 一 个 系数 和 变量 z 的 一 个 非 负 整 数 寡 。( 本 
节 后 面 将 说 明 , 一 般 我 们 可 以 写成 x'=x，,， x "=1, 所 以 上 式 前 
两 项 可 以 分 别 写成 aox” 和 alx!。) 注 意 ,我 们 使 用 标 有 下 标 
的 符号 ao，al，a，… a, ,而 不 用 符号 a, b,c… 来 表示 系数 。 这 
基于 两 方面 的 考虑 :(1) 我 们 可 以 节约 符号 ,因为 以 此 方式 表示 ， 
仅 有 一 个 符号 a 就 够 用 了 ;(2) 下 标 可 以 帮助 我 们 确定 一 个 特定 
系数 在 整个 方程 中 的 位 置 。 如 在 (2.4) 式 中 ,ez 是 x* 的 系数 ,等 
等 。 

依赖 于 整数 ”的 值 ( 它 设 定 了 x 的 最 高 军 数 ) ,我 们 可 以 有 以 
下 几 种 多 项 式 函 数 的 子 类 别 : 

当 n=0: y= an [ 常 值 函 数 ] 
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当 n=1: y=ao+air [线性 函数 ] 

当 n=2: y=aotalrt+ a [二 次 函数 ] 

当 交 =3: y=ao+alz+ar2+adz3 [三 次 函数 ] 

等 等 。z 的 宕 次 的 上 标 值 称 为 指数 。 函 数 的 最 高 宪 次 , 即 ” 值 ， 
被 称 作 多 项 式 函 数 的 次 数 ;比如 ,二 次 函数 称 作 二 次 多 项 式 ,三 次 
函数 称 作 三 次 多 项 式 等 9 等 号 右边 的 各 项 的 排列 顺序 是 无 关 紧 

25 要 的 ,也 可 以 将 其 降 震 排列。 尽管 方程 左边 我 们 运用 符号 y, 但 也 
可 以 用 F(z) 来 代替 。 

如 图 2.8a 所 示 , 在 直角 坐标 平面 内 ,线性 函数 是 一 条 直线 。 
当 z=0 时 ,线性 函数 得 到 y = ao, 有 序 偶 (0,ao) 位 于 此 直线 上 ， 
这 样 我 们 得 到 所 谓 的 “y 截 距 (或 纵 截 距 ) ,因为 它 是 纵 轴 与 直线 
的 交点 。 另 一 个 系数 ai ,测度 直线 的 斜率 (倾斜 的 程度 )。 这 意味 
着 z 增加 一 单位 ,将 会 导致 y 增加 al 单位 。 图 2.8a 所 描述 的 是 
a >0 的 情况 ,斜率 为 正 , 因 此 是 -- 条 向 上 倾斜 的 直线 ; 若 a<0, 则 
直线 将 向 下 方 倾斜 。 

另 一 方面 ,二 次 函数 的 图 形 为 抛物 线 一 一 或 粗略 地 讲 ,是 一 条 
内 部 只 有 一 个 折返 或 弯曲 的 曲线 。 图 2.86 所 描述 的 特定 情况 
中 ,a 为 负 ; 当 a,>0 时 ,曲线 向 另 一 方向 张 开 , 状 似 山谷 ,而 非 山 
峰 。 三 次 函数 的 图 形 如 图 2.8c 所 示 ,一 般 会 出 现 两 次 弯曲 。 这 些 
函数 在 下 面 讨 论 的 经 济 模型 中 要 经 常 使 用 。 





中 刚才 提 到 的 几 个 方程 ,最 后 一 项 的 系数 a, 总 是 假设 不 为 零 ,否则 此 函数 将 退 
化 为 低 次 多 项 式 。 
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二 次 消 数 


y=a0+ ox 二 aax2 


(az<0 的 情况 ) 








这 I 
(a) (6) 
y 
三 次 通 数 
y 一 ao 十 aizr 十 q2xz2 十 a3xz2 
苇 
(ec) (d) 
革 
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有 理 函 数 


下 面 这 样 一 个 函数 


TT—1 
XxX* +2x+4 


y 被 表示 成 变量 z 的 两 个 多 项 式 的 比率 , 称 作 有 理 函 数 ( 同 样 ,“ 有 
理 ” 仅 意味 着 比率 ) ,根据 这 一 定义 ,任何 多 项 式 函 数 本 身 必 定 为 有 
理 函 数 ,因为 它 总 可 以 表示 成 该 式 与 常 值 函 数 1 之 比 。 

在 经 济 学 中 有 重要 应 用 的 一 个 特殊 有 理 函 数 是 


Y 二 


a 
一 9 二 
y 或 zy = a 


如 图 2.8d 所 示 , 绘 出 的 图 形 是 等 轴 双 曲线 。 因 为 在 此 情况 下 ,两 
个 变量 之 积 总 为 一 固定 常数 ,此 函数 可 以 用 于 表示 一 种 特定 的 需 
求 曲 线 ,一 一 价格 P 和 需求 量 Q 作为 两 轴 一 一 在 所 有 价格 水 平 
上 ,总 支出 不 变 。( 这 种 需求 曲线 是 一 种 在 曲线 的 每 一 点 都 有 单一 
需求 弹性 的 曲线 。) 另 一 个 应 用 是 平均 固定 成 本 曲线 (4AFC)。 令 
AFC 为 坐标 系 的 一 轴 , 产 出 Q 为 另 一 轴 , AFC 曲线 一 定 是 条 等 
轴 双 曲线 ,因为 AFC x Q(= 总 固定 成 本 ) 是 一 个 固定 常数 。 

等 轴 双 曲线 zy= a 即使 无 限 向 上 和 向 右 延 伸 ,也 不 会 与 两 轴 
相交 。 或 者 说 ,曲线 将 逐渐 趋 近 于 两 轴 : 随 着 y 的 增 大 ,曲线 将 越 
27 来 越 接 近 y 轴 ,但 实际 上 永远 不 可 能 与 之 相交 ;对 于 zx 轴 来 说 ,也 
是 同 理 。 这 两 轴 构 成 函数 的 渐 近 线 。 


非 代 数 函 数 


任何 以 多 项 式 和 (或 ) 多 项 式 的 根 ( 如 平方 根 ) 表 示 的 函数 , 均 
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是 代数 函数 。 因 此 ,我 们 到 目前 为 止 所 讨论 的 函数 均 为 代数 函数 。 
诸如 y= /TZT3 这 文 样 的 函数 并 非 有 理 函 数 ,但 是 代数 函数 。 

然而 , 像 y= b” 这 样 的 指数 函数 ,其 自 变量 出 现在 指数 上 , 称 
数 函 数 。 这 两 类 函数 将 在 第 10 章 中 详细 讨论 ， 但 在 图 2.8e 和 图 
2.8f 中 我 们 绘 出 其 一 般 图 形 。 其 它 类 型 的 非 代 数 函 数 有 三 角 函 
数 ,我 们 将 在 第 15 章 与 动态 分 析 相 关 的 内 容 中 讨论 。 我 们 还 要 加 
上 一 名 ,更 为 深奥 的 超越 代数 也 是 非 代 数 函 数 。 


关于 指数 的 额外 解释 


在 讨论 多 项 式 函 数 时 ,我 们 引入 了 指数 这 一 术语 ,用 以 表示 一 
个 变量 (或 者 数 ) 的 自 乘 寡 数 。 表 达 式 6 表示 6 自 乘 到 二 次 赛 , 即 
6 被 其 自己 相 乘 ,或 6* 二 6 Xx6=36。 一 般 而 言 ,我 们 定义 

AX 
n 项 

且 作 为 特殊 情况 ,我 们 要 注意 xr! = x。 由 此 一 般 定义 ,指数 服从 
以 下 法 则 : 

法 则 工 z”x z” = x”'"( 例 如 x3?x x1= 工 7) 


证 明 zx”xx”= (xXzxxxr)(rxrx.…xr) 
一 一 一 一 一 


唐 项 于 项 
=rXzrX::Xr=r™ tt" 
一 

mi 二 1 项 
rx” _ r4 

法 则 II = x” "(x 关 0) (例如 3 工 ) 


天 


.让 
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mr 项 
”- 人 





ni 
、 人 TXTX'"*'XxXII 
28 证 明 汪 -= 一 OC XXXIX' Xr= x” ”" 
x TXZXX*Xrx 一 一 ~- ~ 
NN m- n 项 


项 


因为 分 母 中 的 2 项 消去 了 分 子 中 的 m 项 。 注 意 当 z=0 时 ,该 法 
则 不 成 立 。 因 为 当 x=0 时 ,表达 式 x”"/zx" 以 零 作 除数 ,没有 意义 。 

如 果 mx 之 1, 比如 m= 二 2,n=5, 会 如 何 ? 在 此 情况 下 ,依法 则 
I1,zx” ”= 二 ,Z 的 寡 次 为 负 。 这 意味 着 什么 呢 ? 答案 仍 由 法 则 
II 自己 给 出 : 当 m =2,2=S 时 ,我们 有 


XX 1 1 
TXTZXZXZXTXX TXTXIX rx’ 





并 
rx) 
因此 z “=1/zx”。 可 以 将 其 推广 为 男 一 法 则 : 


法 则 II zi"*=- (zx¥0) 


nm 


一 个 非 零 数 的 负 n 次 震 等 于 该 数 n 次 宕 的 倒数 。 

应 用 法 则 II 时 的 另 一 种 特殊 情况 是 m = n, 它 使 得 表达 式 
xz" "= zm-m= x9。 为 解释 z 的 零 次 短 的 含义 ,我 们 可 以 按 法 则 
I 写 出 zm-m 项 ,会 得 到 zx"/z" =1。 因 此 我 们 可 以 得 出 这 一 结 
论 :任何 非 零 数 的 堆 次 宕 等 于 1。( 表 达 式 0" 无 意义 。) 可 将 此 表 
示 成 另 一 法 则 

法 则 IV z=1 (z 关 0) 

只 要 我 们 仅 涉及 多 项 式 函 数 ,z 的 ( 非 负 ) 整 数 次 宕 已 足以 满 
足 需 要 。 但 在 指数 函数 中 ,指数 是 一 个 也 可 取 非 整数 的 变量 。 为 
解释 像 zx12 这 样 的 数 的 含义 ,我 们 考察 这 样 一 个 事实 :由 法 则 1， 
我 们 有 
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因为 z" 被 自 乘 等 于 x ,zx'” 一 定 是 x 的 平方 根 , 类 似 地 ,z'2 一 
定 是 z 的 立方 根 。 因 此 ,一 般 而 言 ,我 们 可 表述 下 列 法则 : 


法 则 V 人 工人 一 ”Ar 

指数 服从 的 另 两 个 法 则 是 

法 则 VI (xm yn = pm 

法 则 VII zx = (zxy)” 2 
练习 2.5 


1 用 图 形 表 示 下 列 沙 数 
(a) y=8+37z7 (b) y=8-3zr (cc) y=3zx+12 
(每 题 仅 考察 定义 域 为 非 负 实数 的 情况 ,) 
2 上 面 (a) 题 与 (6) 题 的 主要 区 别 是 什么 ? 这 种 区 别 在 图 形 上 如 何 反 
映 出 来 ? (a) 与 (c) 的 主要 区 别 是 什么 ”这 种 区 别 在 图 形 上 如 何 反 映 出 来 ? 
3 用 图 形 表 示 下 列 上 函数 。 其 定义 域 为 -5 过 xz 委 5 的 值 的 集合 。 
(a) y= -+Sz 一 2 (56) y= x*+5zx—2 
我 们 已 经 知道 xz? 的 系数 的 符号 决定 二 次 肾 数 的 图 形状 似 “ 山 峰 " 或 似 “ 山 
谷 "。 就 现在 这 两 个 问题 而 言 , 哪 一 个 符号 与 山峰 有 联系 ”给 出 直观 解释 。 
4 假设 + 和 y 仅 取 正 值 , 用 图 形 表 示 函 数 y=36/z, 然 后 再 假设 两 变量 
也 可 取 负 值 ,图 形 要 作 何 调整 以 反映 假设 的 变化 ? 
5 简化 下 列 各 式 : 
(a) xixzx! (6b) rxrixr (cc) rxy x 
6 求 :(a) zz (6) (xl xr ll )/r 
7 证 明 zx””= (Vr)”。 指 明 在 每 一 步骤 所 应 用 的 法 则 。 
8 证明 法 则 VI 和 法 则 VII。 
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2.6 两 个 或 两 个 以 上 目 变 量 的 函数 


迄今 为 止 ,我 们 仅 考 察 了 只 有 一 个 自 变量 的 情况 ,y= F(z)。 
但 函数 的 概念 极 易 推广 到 具有 两 个 及 两 个 以 上 自 变量 的 情况 。 给 
定 函 数 : 

z= g(x,y) 

一 对 给 定 的 x 值 和 y 值 将 惟一 地 确定 一 个 因 变 量 z 的 值 。 这 样 的 
函数 例子 有 

z=azr+pby 或 xz= ago+alz+az2+Biy 二 3 

函数 y= f(z) 把 定义 域 中 点 映射 到 值 域 中 的 点 ,函数 g 也 同 
样 如 此 。 但 是 这 里 的 定义 域 不 再 是 一 个 数 集 ,而 是 有 序 偶 (zy) 
的 集合 ,因为 只 有 同时 给 定 x 和 y 值 之 后 ,才能 确定 = 值 。 因 而 
函数 g 是 从 二 维 空间 中 的 点 映射 到 线段 上 的 点 ( 即 -一 维 空间 上 的 
点 )。 如 图 2.9a 所 示 , 从 点 (xi,， yi1) 映 射 到 点 zl, 从 点 (zz，y2) 
映射 到 z, 等 等 。 

如 图 2.92 所 示 ,如 果 作 纵 轴 = 垂直 于 zy 平面 , 则 产生 一 个 
三 维 空 间 。 我 们 在 这 个 三 维 空 间 中 给 出 函数 g 的 如 下 几何 解释 : 

30 函数 的 定义 域 是 zy 平面 上 的 点 的 某 个 子 集 , 定 义 域 中 给 定点 , 比 
如 (zz1，y1) 的 函数 值 (z 的 值 ) ,由 该 点 垂直 线段 的 高 度 表示 。 三 
个 变量 之 间 的 联系 可 通过 一 个 有 序 三 元 组 (zj ，y ，zi) 来 概括 ， 
它 是 三 维 空间 中 的 一 个 特定 的 点 。 有 序 三 元 组 的 轨迹 是 一 个 曲 
面 ,构成 了 函数 g 的 图 形 。 函 数 y= f(z) 是 一 个 有 序 偶 的 集合 ， 
而 函数 z= g(x,y) 是 一 个 有 序 三 元 组 的 集合 。 在 经 济 模型 中 ,这 


类 函数 我 们 将 经 常用 到 。 一 个 现成 的 应 用 是 在 生产 函数 领域 。 假 
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设 产 量 由 资本 (K) 和 劳动 (L ) 的 数量 决定 , 则 我 们 可 以 将 生产 少 





图 2.9 


数 的 一 般 形式 写成 :Q = Q(K ,LL)。 31 
进一步 将 函数 推广 到 三 个 或 多 个 自 变 量 的 可 能 性 是 不 言 自 央 
的 。 例 如 ,对 于 函数 = h(twu,v,w), 我 们 可 以 将 三 维 空 间 中 的 点 
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(zi v1，w1) 映 射 到 一 维 空间 的 点 % 上 ,这 样 的 函数 可 以 用 于 表 
示 消 费 者 效用 函数 , 即 消费 者 的 效用 是 其 消费 的 三 种 不 同 商品 的 
函数 ,其 映射 是 从 三 维 商品 空间 到 一 维 效 用 空间 。 但 此 时 不 可 能 
下 出 基数 的 图 形 ,因为 画 出 四 维 图 形 要 下 出 有 序 四 元 组 ,但 我 们 生 
活 的 这 个 世界 仅 是 三 维 的 。 但 无 论 如 何 ,凭借 直观 的 几何 推理 ,我 
们 仍 可 以 将 有 序 四 元 组 (ul， vi，w1i，y1) 视 为 四 维 空间 中 的 一 个 
点 。 这 些 点 的 轨迹 给 出 铺 数 y= 一 h(u,v,w) 的 图 形 ( 不 能 画 出 )， 
我 们 称 其 为 超 平面 。 这 些 术语 , 即 点 和 超 平面 ,也 可 推广 到 nn 维 
空间 的 一 般 情 况 。 

一 个 以 上 自 变 量 的 函数 也 可 以 分 成 不 同类 型 。 如 下 述 形式 的 
函数 

yy 二 QIZ1I 十 CQ272 十 "十 CrZn 

是 线性 函数 ,其 特点 是 每 一 个 自 变量 均 为 一 次 畴 。 而 二 次 函数 则 
包含 一 个 或 多 个 自 变 量 的 一 次 宕 和 二 次 夭 , 但 任何 一 项 的 变量 的 
指数 和 不 能 超过 2。 

注意 ,我 们 不 用 x ,u,v,w 等 表示 自 变 量 , 而 用 符号 x1，x， 
… ,Xn 表示 自 变量 。 后 一 种 符号 , 像 系 数 的 下 标 一样 , 具 有 节省 
符号 ,易于 计算 函数 中 包含 的 变量 的 数量 等 优点 。 


2.7 一 般 性 水 平 


在 讨论 各 种 类 型 的 消 数 时 ,我 们 没有 明确 关注 所 介绍 函数 例 
子 的 一 般 性 水 平 变化 的 有 关 情 况 。 在 有 些 例 子 中 ,我 们 曾 写 出 下 
述 形式 的 顺 数 : 
y=7 y=6zx+4 y 二 Xx” 一 3x + 1( 等 ) 
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这 些 函 数 不 仅 都 以 数字 系数 表示 ,而且 也 都 具体 指明 了 每 个 郴 数 
是 第 值 函 数 .线性 函数 还 是 二 次 男 数 。 以 图 形 看 ,每 个 这 样 的 函数 
都 给 出 了 一 明确 定义 的 唯一 的 曲线 。 鉴 于 这 些 函 数 的 数字 性 质 ， 
以 此 为 基础 的 模型 的 解 也 将 以 数值 形式 发 现 。 这 些 函 数 的 缺点 在 
于 :如 果 我 们 想 知 道 当 出 现 不 同 的 数值 系数 集合 时 我 们 的 分 析 结 
论 会 如 何 变 化 ,我 们 必须 每 次 都 重新 进行 我 们 的 推理 过 程 。 因 而 ,32 
从 特定 函数 得 到 的 结果 缺乏 一 般 性 。 

在 更 一 般 水 平 的 讨论 和 分 析 中 ,有 下 列 形式 的 函数 

y=a y=a+bx y=a+pr+cz< 等 。 
由 于 使 用 了 参数 ,每 个 函数 不 是 代表 一 条 曲线 ,而 是 代表 一 族 曲 
线 。 例 如 y= a ,不仅 代表 一 些 特定 的 情况 ,如 y=0,y=1 及 y= 


2 等 ,而 且 也 表示 y= 地,y = - 5,… 等 无 穷尽 的 情况 。 运 用 参数 
函数 ,数学 运算 的 结果 也 可 以 参数 表示 。 在 下 述 意 义 上 ,这 个 结果 
更 具有 一 般 性 :赋予 模型 解 中 的 参数 以 不 同 的 值 ,不 必 再 重复 推理 
过 程 ,就 可 以 得 到 所 有 具体 答案 。 

为 获得 更 高 水 平 的 一 般 性 描述 ,我 们 可 以 运用 一 般 函 数 形 式 
y= F(z) 或 zx=g(z,y)。 当 运用 这 种 形式 时 ,函数 就 不 再 局 限于 
线性 函数 、 二 次 函数 .指数 函数 或 者 三 角 函 数 。 所 有 这 些 函 数 均 可 
纳入 这 个 概念 的 框架 内 。 因 此 ,基于 这 种 一 般 公 式 的 分 析 结论 最 
具 一 般 性 。 然 而 ,为 了 获得 具有 经 济 意义 的 结果 , 常 需要 对 纳入 模 
型 的 一 般 函 数 施加 某 些 性 质 上 的 限制 ,比如 限定 需求 函数 的 斜率 
应 当 为 负 ,消费 函数 具有 小 于 1 的 正 的 斜率 等 。 

概括 一 下 本 章 的 内 容 , 数 学 经 济 模型 的 结构 已 经 清楚 了 。 一 
般 而 言 , 它 由 方程 组 构成 ,这 些 方程 可 能 是 行为 方程 .定义 方程 或 
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者 具有 均衡 条 件 性 质 的 方程 ,2 行为 方程 通常 以 函数 形式 存在 ， 
晒 数 可 能 是 线性 的 或 非 线 性 的 ,可 能 是 数值 的 或 参数 的 ,还 可 能 有 
一 个 目 变 量 或 多 个 自 变量 等 等 。 正 是 通过 这 些 函 数 ,模型 所 采纳 
的 分 析 假 设 才 得 以 给 出 数学 表达 。 

因此 ,开始 分 析 问 题 的 第 一 步 是 为 模型 选择 合适 的 内 生变 量 
和 外 生变 量 。 第 二 步 我 们 必须 把 所 选 定 的 关于 环境 中 人 类 组织 、 
技术 、 法 律 以 及 其 它 有 关 方 面 的 行为 的 分 析 假 设 转 化 为 方程 。 这 
些 环境 影响 着 变量 的 运动 。 自 此 以 后 ,我 们 便 可 以 通过 有 关 的 数 
学 运算 和 处 理 推导 出 一 系列 的 结论 ,并 给 出 合适 的 经 济 解释 。 


@ 不等式 也 可 能 是 模型 的 重要 组 成 部 分 ,但 此 时 我 们 不 予以 考虑 。 
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第 二 篇 


衣 仿 (或 均衡 ) 分 析 


” 第 3 章 经 济 学 中 的 均衡 分 析 


我 们 将 上 一 章 介绍 的 分 析 程序 首先 应 用 于 静态 分 析 或 均衡 分 
析 。 为 此 ,我 们 必须 先 明确 地 理解 “均衡 "的 含义 。 


3.1 均衡 的 含义 


像 其 它 经 济 术语 一 样 ,均衡 这 一 概念 也 可 以 不 同方 式 来 定义 。 
有 一 个 定义 将 均衡 定义 为 “ 选 定 的 一 组 具有 内 在 联系 的 变量 经 过 
彼此 调整 ,从 而 使 这 些 变量 所 构成 的 模型 不 存在 内 在 变化 倾向 "9 
的 一 种 状态 。 在 此 定义 中 ,有 几 个 词 需要 特别 加 以 注意 。 首 先 ， 
“ 选 定 的 ”一 词 强调 了 这 样 一 个 事实 :确实 存在 一 些 变量 ,由 于 分 析 
者 的 选择 而 未 被 包含 于 模型 之 中 。 因 此 ,这 里 所 讨论 的 均衡 仅 与 
选 定 的 特定 变量 集合 有 关 。 如 果 模型 扩大 ,包含 了 额外 的 变量 , 适 
合 于 较 小 模型 的 均衡 状态 便 不 再 适用 于 这 种 新 的 状态 。 

其 次 “内 在 联系 "一 词 意味 着 为 了 实现 均衡 状态 ,模型 中 的 所 
有 变量 必须 同时 处 于 静止 状态 ;而 且 , 每 一 变量 的 静止 状态 必须 与 
36 所 有 其 它 变量 的 静止 状态 相 一 致 。 否 则 某 一 ( 些 ) 变 量 将 会 变化 ， 
并 引起 其 它 变量 的 连锁 反应 ,均衡 便 不 再 存在 。 


中 弗 里 菊 : 马 克 卢 普 :“ 均衡 与 非 均 衡 : 错 位 的 愈合 和 造作 的 政治 ", 载 《经 济 杂 
志 》,1958 年 3 月 ,第 9 页 。( 重 印 于 马克 卢 普 人 《经济 语 义学 文集 》,Prentice-Hall 出 版 公 
司 ，Englewood Cliffs，N. ]. 1963.,) 
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第 三 ,“ 内 在 的 ”一 词 意 指 在 定义 均衡 时 ,所 涉及 的 静止 状态 仅 
以 模型 内 部 力量 的 平衡 为 基础 ,而 假定 外 部 因素 不 变 。 从 运算 角 
度 说 ,这 意味 着 参数 和 外 生变 量 被 视 为 常数 。 当 外 部 因素 实际 变 
化 时 ,将 会 导致 定义 在 新 参数 值 基础 上 的 新 均衡 ;但 在 定义 新 均衡 
时 ,还 要 假设 新 参数 值 保持 不 变 。 

从 本 质 上 看 ,一 个 特定 模型 的 均衡 ,是 以 缺乏 变化 趋势 为 特征 
的 一 种 状态 , 正 是 因为 如 此 ,均衡 分 析 (更 确切 地 说 ,研究 什么 是 均 
衡 状 态 ) 被 称 之 为 静态 学 。 均 衡 意味 着 缺乏 变化 趋势 这 一 事实 , 易 
使 人 们 得 出 这 一 结论 :均衡 是 事物 的 一 种 理想 的 或 合意 的 状态 , 因 
为 只 有 理想 状态 才 会 缺乏 变化 动力 。 这 个 结论 是 缺乏 依据 的 。 尽 
管 某 些 均衡 代表 了 某 种 理想 状态 和 可 值得 追求 的 东西 一 一 如 从 厂 
商 角度 来 看 的 利润 最 大 化 状态 一 一 可 另 一 些 均衡 却 是 不 理想 的 需 
加 以 回避 的 状态 ,如 非 充分 就 业 的 国民 收入 均衡 水 平等 。 唯 一 合 
理 的 解释 是 :均衡 一 旦 达到 且 外 力 不 发 生变 化 时 ,就 有 维持 不 变 的 
倾向 。 

我 们 将 称 之 为 目标 均衡 的 那 种 理想 均衡 ,将 在 第 四 篇 和 第 六 
篇 中 作为 最 优化 问题 加 以 讨论 。 本 章 的 讨论 仅 限于 非 目标 均衡 ， 
这 种 均衡 并 不 是 由 于 对 特定 目标 的 刻意 追求 ,而 是 由 于 非 个 人 的 
或 超 个 人 的 经 济 力量 相互 作用 与 调节 所 致 。 例 如 ,在 给 定 供求 条 
件 下 的 市 场 均衡 和 给 定 消费 与 投资 方式 下 的 国民 收入 均衡 , 均 属 
此 例 。 





3.2 局 部 市 场 均衡 一 一 线性 模型 


在 静态 均衡 模型 中 ,标准 的 问题 是 求 出 满足 模型 均衡 条 件 的 
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一 组 内 生变 量 的 值 。 这 是 因为 我 们 一 旦 确定 了 这 组 值 ,实际 上 也 
就 确定 了 均衡 条 件 。 下 面 我 们 描述 所 谓 的 “局 部 均衡 市 场 模 型 ， 
即 在 一 个 孤立 市 场 中 的 价格 决定 模型 。 


模型 的 构建 


因为 仅 考察 一 种 商品 ,所 以 模型 中 只 需 包 括 三 个 变量 :商品 的 
需求 量 (Qu ) ,商品 的 供给 量 (Q.) ,及 该 商品 的 价格 (P)。 商 品 的 
37 需 求 量 可 以 用 每 周 多 少 磅 等 来 度量 ,价格 可 用 美元 等 来 度量 。 选 
择 完 变量 后 ,下 一 步 的 任务 就 是 要 对 市 场 运 行 作 出 若干 假设 , 首 
先 ,我 们 必须 设 定 市 场 均 衡 模 型 必 不 可 少 的 市 场 均衡 条 件 。 标 准 
的 假设 是 : 当 且 仅 当 超额 需求 为 零 (Qu 一 Q:=0), 即 当 且 仅 当 市 场 
出 清 时 ,市 场 就 实现 均衡 。 但 这 马上 提出 一 个 问题 :供求 数量 Qs 
和 Q, 本 身 是 如 何 决定 的 ? 要 回答 此 问题 ,我 们 需 假 设 Qu 是 P 的 
递减 线性 函数 ( 当 PP 增加 时 ,Qu 减少 ); 而 Q, 被 假定 为 P 的 递增 
线性 函数 (P 增加 时 ,Q, 也 随 之 增加 ), 并 满足 这 个 条 件 : 除 非 价 格 
超过 某 一 特定 的 正 的 价格 水 平 , 否 则 不 会 有 商品 供给 。 这 样 ,模型 
将 包括 一 个 均衡 条 件 ,两 个 行为 方程 。 这 两 个 行为 方程 分 别 决定 
着 市 场 供给 和 需求 两 个 方面 。 
将 其 转化 为 数学 表述 ,模型 可 以 写成 : 


Qs = Q, 
Qa =a — bP (a,b > 0) 
Q, =—-c+dadP (c,d > 0) (3.1) 


两 个 线性 函数 中 出 现 的 四 个 参数 a、b5、c 和 qd, 均 设 定 为 正 。 当 画 
出 需求 函数 曲线 时 ,如 图 3.1 所 示 , 它 与 纵 轴 相交 于 a ,其 斜率 正 


如 所 要 求 的 那样 ,为 负 , 即 一 5。 供 给 范 数 也 具有 符合 要 求 的 斜 
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率 ,qd 值 为 正 ,但 它 与 纵 轴 交 于 一 c ,为 什么 我 们 要 设 定 这 样 一 个 负 
的 截 距 呢 ?因为 只 有 这 样 做 ,我 们 才能 使 得 供给 曲线 与 模 轴 相交 
于 正 值 Pi ,从 而 满足 我 们 前 面 所 述 的 附加 条 件 : 只 有 价格 为 正 且 
足够 高 ,否则 就 不 会 有 供给 。 


Qua, Q; 





图 3.1 

读者 应 注意 到 ,在 图 3.1 中 ,与 通常 将 价格 作为 纵 轴 的 画 法 相 38 
反 ,数量 被 作为 纵 轴 。 但 这 与 数学 上 将 因 变 量 置 于 纵 轴 上 的 习惯 
是 一 致 的 。 在 下 面 的 有 关内 容 中 ,从 厂商 的 角度 考虑 ,需求 曲线 用 
于 代表 平均 收益 曲线 , AR 三 已 = A(Qvz ) ,我 们 将 把 两 轴 的 位 置 颠 
倒 过 来 ,让 纵 轴 代 表 价格 。 

建 模 完毕 ,下 一 步 就 是 求解 , 即 解 出 三 个 内 生变 量 Qu , Q, 和 
P 的 值 。 解 值 分 别 以 Q4,Q,,P 表 示 , 它 们 必须 同时 满足 (3.1) 中 
的 三 个 方程 ,即将 这 些 解 值 代入 方程 时 ,必须 使 这 三 个 方程 同时 成 
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立 。 在 与 均衡 模型 相关 的 内 容 中 , 解 值 也 被 称 作 刚才 所 提 到 变量 
的 均衡 值 。 然 而 ,因为 Qi= Q、., 它 们 也 可 以 用 一 个 符号 Q@ 来 表 
示 。 因 此 模型 的 均衡 解 可 以 有 序 偶 (P ,Q) 表 示 。 当 解 不 唯一 ,有 


几 个 有 序 偶 同 时 满足 联 立 方程 组 , 则 存在 一 个 不 只 包含 一 个 元 素 
的 解 集 。 但 像 本 例 这 样 的 线性 模型 中 不 可 能 出 现 多 个 均衡 解 的 情 
况 。 

用 变量 消去 法 求解 


解 方程 组 的 一 个 办 法 是 通过 代 换 逐步 消去 变量 和 方程 。 在 
(3.1) 中 ,模型 包括 三 个 方程 ,三 个 变量 。 但 考虑 到 由 均衡 条 件 可 
知 Qa 与 Q,; 相等 ,我 们 可 令 Qu=Q:= Q, 将 模型 等 价 地 改写 为 : 

Q =a — bP 

Q=-c+dP 
这 样 模 型 便 简化 为 两 个 变量 ,两 个 方程 。 进 而 通过 将 (3.2) 中 的 第 
一 个 方程 代入 第 二 个 方程 ,模型 可 进一步 简化 为 含有 一 个 变量 的 
一 个 方程 。 


(3.2) 


a— bP=-c+daP 
39 或 者 ,在 方程 两 边 同 时 减 去 (a + bP), 并 通 乘 一 ] ,有 
(b+d)P=a+t+c (3.3) 
在 (3.1) 中 直接 将 第 二 和 第 三 个 方程 直接 代入 第 一 个 方程 ,也 可 以 
得 到 此 结果 。 
因 &5+d 关 0, 所 以 可 将 (3.3) 两 边 同 时 除 以 (5 + d), 其 结果 便 
是 价格 的 解 值 。 


P= 





(3.4) 


Sa 
十 
SS 
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注意 , 同 所 有 解 值 一 样 ,P 是 完全 以 参数 表示 的 ,参数 代表 模型 的 
给 定 值 , 所 以 巨 是 一 个 确定 的 值 。 另 外 ,已 是 一 个 正 值 一 一 它 也 应 
当 是 一 个 正 值 ,因为 模型 设 定 四 个 参数 均 为 正 值 。 

要 求 出 对 应 于 P 的 均衡 数量 Q(= Qi=Q.), 仅 需 将 (3.4) 代 
和 人 (3.2) 的 任 一 方程 ,并 解 此 方程 , 便 可 以 得 到 。 例 如 将 (3.4) 代 人 
需求 函数 ,我 们 可 以 得 到 


6 = bl(at+ec) al(bp+t+d)- blat+ec) ad 一 pc 
本 b+d b+d b+t+ad 


(3.5) 
此 式 也 是 一 个 参数 表达 式 。 因 为 分 母 (d + 5) 为 正 ,要 使 Q 为 正 ， 
则 分 子 (ad - pc) 也 需 为 正 。 因 此 ,要 使 此 模型 具有 经 济 意义 ,还 
需 包 含 额外 的 约束 条 件 cd >pc。 
在 图 3.1 中 可 以 看 出 这 个 约束 的 含义 。 我 们 知道 市 场 模型 的 
解 P 和 Q 在 图 形 上 由 供求 曲线 的 交点 决定 ,要 使 Q >0, 供 求 曲线 
的 交点 必需 位 于 图 3.1 横 轴 的 上 方 , 这 就 要 求 两 曲线 的 斜率 和 纵 
截 距 的 相对 大 小 受到 某 些 约 东 。 根 据 (3.5), 给 定 5 和 4 为 正 ,这 
些 约 束 就 是 ad > pc。 
顺便 说 一 句 ,图 3.1 中 供求 曲线 的 交点 与 维 恩 图 2.220 中 的 
交点 并 无 概念 上 的 不 同 。 唯 一 的 差别 是 : 维 思 图 是 位 于 两 圆 内 的 
点 ;而 本 例 则 是 位 于 两 条 直线 上 的 交点 。 令 需求 曲线 和 供给 曲线 
上 的 点 集 分 别 以 D 和 S 表示 。 则 通过 利用 符号 Q(= Q,= Qu )， 
两 个 集合 及 其 交点 可 以 写成 : 
D=1(P,Q)1Q= a- bP 
S={(P,Q)IQ=-c+dP| 
和 DNMNS=(P,Q) 
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在 本 例 中 ,交集 仅 包含 一 个 元 素 , 即 有 序 偶 (P,Q)。 市 场 均衡 是 
唯一 的 。 


40 练 习 3.2 
1 给 定 市 场 模型 
Q, =Q, 
Q, =24 ~ 2P 
Q,=—53+7P 
分 别 运用 下 述 方法 求 出 互 和 Q : 
(a) 变量 消去 法 ; 


(56) 运用 公式 (3.4) 和 (3.5)。( 结 果 以 分 数 表示 ,不 要 用 小 数 。) 

2 令 需 求 和 供给 函数 取 下 述 形式 : 

(a) Qi=51-3P (6) Qu=30-2P 

Q,=6P—10 Q.=—-6+5P 

用 变量 消去 法 求 巨 和 Q 。( 用 分 数 表示 结果 ,不 要 用 小 数 。) 

3 根据 (3.5) ,要 使 Q 为 正 , 一 个 必要 条 件 是 式 (ad - pc) 与 (5+d) 的 
代数 符号 相同 。 验 证 习题 1 .2 的 模型 确实 满足 这 一 条 件 。 

4 若 在 线性 市 场 模型 中 ,(8 + d )=0, 能 够 利用 (3.4) 和 (3.5) 求 出 均衡 
解 吗 ? 解释 为 什么 。 

5 在 线性 市 场 模型 中 , 若 (5+ 4d)=0, 对 于 图 3.1 中 供求 曲线 的 位 置 ， 
你 能 得 出 何 结论 ? 关于 均衡 解 ,你 能 得 出 何 结论 ? 


3.3 局 部 市 场 均衡 一 一 非 线 性 模型 


在 孤立 的 市 场 模型 中 ,用 二 次 需求 函数 代替 线性 需求 活 数 ,而 
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供给 函数 仍 为 线性 孔 数 ,如 果 系 数 用 数值 而 非 参 数 , 则 可 有 下 面 
的 模型 : 


Q, 一 Q, 
Q, =4— P’ (3.6) 
Q, =4P-1 


同 以 往 一 样 ,这 个 含有 三 个 方程 的 方程 组 可 以 用 变量 消去 法 (代入 
法 ) 简 化 为 一 个 方程 : 

4—-P"=4P-1 
或 者 

P*+4P-5=0 (3.7) 
这 是 一 个 二 次 方程 ,因为 方程 左 侧 的 表达 式 是 变量 P 的 二 次 也 
数 。 一 般 而 言 ,二 次 方程 和 线性 方程 的 主要 区 别 在 于 前 者 有 两 个 
解 值 。 


二 次 方程 与 二 次 函数 


在 讨论 二 次 方程 的 解法 以 前 ,应 对 两 个 术语 二 次 方程 和 二 次 
晒 数 加 以 明确 区 分 。 根 据 前 面 的 讨论 ,表达 式 P*+4P-5 包 含 了 
一 个 二 次 函数 ,比如 说 f(P)。 因 此 ,我 们 可 以 写成 : 
f(P)= P*+4P~-5 (3.8) 
(3.8) 式 规定 了 PP 到 f(P) 的 一 个 映射 规则 ,例如 : 








尽管 我 们 在 表 中 仅 列 了 九 个 P 值 ,实际 上 函数 定义 域 中 所 有 的 P 
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值 都 可 以 列 出 来 。 也 许 正 是 由 于 这 一 原因 ,我 们 很 少 谈 到 “ 解 " 方 
程 f(P)=P*+4P 一 5, 因 为 我 们 一 般 期 望 “ 解 值 " 仅 是 有 限 的 几 
个 数值 ,但 这 里 却 包括 所 有 的 P 值 。 当 然 , 人 们 可 以 合理 地 将 
上 表 中 的 每 一 个 有 序 偶 , 如 (一 6,7),( 一 5,0) 等 视 为 (3.8) 的 解 ， 
因为 每 一 个 这 样 的 有 序 偶 确实 满足 方程 。 由 于 有 无 数 这 样 的 有 
序 偶 (每 一 个 P 值 对 应 一 个 有 序 偶 ) ,所 以 ,(3.8) 式 有 无 数 个 解 。 
把 这 些 有 序 偶 联 在 一 起 绘 出 一 条 曲线 ,可 以 得 到 图 3.2 的 抛物 
线 。 


f (P) 





1(P)}=P’?-+4P 一 5 


42 在 (3.7) 中 ,由 于 二 次 方程 fA(P)=0, 情 况 便 产生 了 根本 性 的 
变化 。 因 为 变量 f(P) 现 在 不 再 存在 ( 它 被 赋值 为 零 ), 结 果 二 次 
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方程 只 有 一 个 变量 P。9 既然 fF(P) 仅 限 取 零 值 ,那么 只 有 有 数 的 
P 值 可 以 满足 (3.7) ,并 可 以 作为 此 方程 的 解 。 这 些 P 值 也 就 是 
图 3.2 中 抛物 线 与 横 轴 的 交点 (在 横 轴 上 f(P) 为 零 )。 注 意 ,此 
时 的 解 值 仅仅 是 尸 值 ,而 非 有 序 偶 。 方 程 的 解 已 值 通常 被 称 作 二 
次 方程 fA(P) = 0 时 的 根 ,或 者 说 当 二 次 函数 为 零 时 的 根 。 

在 图 3.2 中 ,有 两 个 这 样 的 交点 即 (1,0) 和 ( -5,0)。 正 如 所 
要 求 的 那样 ,有 序 侦 的 第 二 个 元 素 (对 应 点 的 纵 坐 标 ) 在 两 种 情况 
下 均 表明 F(P ) 为 零 , 而 每 一 个 有 序 偶 的 第 一 个 元 素 ( 点 的 模 坐 
标 ) , 则 是 解 值 P。 这 里 我 们 得 到 两 个 解 : 


Pi=1 和 P,= —5 
但 因为 负 的 价格 被 舍弃 掉 , 仪 有 第 一 个 值 在 经 济 上 是 可 接受 的 。 


二 次 公式 


方程 (3.7) 已 通过 图 解法 解 出 ,但 也 可 以 用 代数 法 求解 。 一 般 

而 言 ,给 定 下 述 形式 的 二 次 方程 
ar*+6br+c=0(a 关 0) (3.9) 

它 的 两 个 根 可 通过 二 次 公式 得 到 


-b+t+(b: -4ac)'® 
2a 


其 中 取 正 号 得 到 zz) , 取 负 号 得 到 zz。 
这 个 得 到 广泛 运用 的 公式 是 通过 “配方 ”的 过 程 推 导出 来 的 。 
首先 ,(3.9) 的 每 一 项 除 以 a 得 到 方程 


(3.10) 


X11,X? 一 


外 ”这 里 讨论 的 二 次 函数 与 二 次 方程 的 区 别 也 可 以 拓展 到 非 二 次 的 多 项 式 的 情 
况 。 因 此 , 令 三 次 函数 为 等 时 ,就 得 到 三 次 方程 。 
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b C 
7 :+ 一 r+ 一 =0 
a a 


方程 两 边 同 时 减 去 c/a, 加 上 65 /4a”, 得 到 
b b*” pc 


I ++ = 


a 4a* 4a* a 
43 方 程 左 侧 现在 是 “完全 平方 ,因此 方程 可 以 表示 成 
pb 六 一 4ac 
(ao) 7 4a 
或 者 两 边 开 平方 后 
bb _ (bp* -4ac)!® 
T+ 2a | + 2a 


最 后 ,方程 两 边 同 时 减 去 5b/2a , 则 可 得 到 (3.10) 的 结果 。 
将 此 公式 应 用 于 (3.7), 其 中 a=1,5=4,c= 一 5 及 z=P, 求 
得 其 根 为 


可 将 其 与 图 3.2 的 结果 加 以 比较 验证 。 基 于 经 济 意义 上 的 考虑 ， 
我 们 拒绝 P= -5。 合 弃 下 标 1, 简 写 为 P=1。 

有 了 这 个 结果 已 =1, 再 利用 (3.6) 的 第 二 个 或 第 三 个 方程 ， 
可 很 容易 地 求 得 均衡 数量 Q =3。 
另 一 种 图 解法 

此 模型 图 解法 的 一 种 方式 已 在 图 3.2 中 给 出 。 但 是 ,因为 数 


量变 量 在 推导 二 次 方程 时 被 消去 ,在 此 图 中 只 能 求 出 已 。 如 果 我 


44 们 旨 在 从 图 形 中 同时 求 出 已 和 Q ,必须 使 用 以 类 似 于 图 3.1 的 Q 
为 一 轴 ,以 卫 为 另 一 轴 的 图 形 。 图 3.3 描述 了 这 种 方法 ,当然 我 
$6 





们 的 问题 还 是 要 求 出 两 个 点 集 的 交集 , 即 
D =iCP,Q)IQ=4-P-I 
和 S={(P,Q)IQ=4P-1| 
如 果 定 义 域 和 值 域 没 有 约束 ,交集 应 包含 两 个 元 素 , 即 
DNMS= 1(1,3),(— 5, ~ 21)} 
前 者 位 于 第 1 象限 ,后 者 (未 画 出 ) 位 于 第 III 象限。 但 如 果 定 义 域 
和 值 域 限定 为 非 负 , 则 只 有 第 一 个 有 序 偶 (1,3) 可 被 接受 。 于 是 此 
均衡 又 是 一 个 唯一 的 均衡 。 
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高 次 多 项 式 方程 


如 果 联 立方 程 组 不 能 化 简 成 如 (3.3)2 那样 的 线性 方程 ,或 
者 像 (3.7) 那 样 的 二 次 方程 ,而 是 化 简 成 三 次 (三 次 多 项 式 ) 方 程 或 
者 四 次 (四 次 多 项 式 ) 方 程 等 , 求 根 则 更 为 困难 。 一 种 行 之 有 效 的 
方法 是 对 函数 进行 因 式 分 解 。 例 如 表达 式 z3 - z? 4x +4 可 以 
写成 三 个 因子 (xz 一 1),(x+2),(z 一 2) 的 乘积 。 因 此 ,三 次 方程 

rr”—- x -4r+4=0 

经 因 式 分 解 后 可 写成 

(zx-1)(zxz+2)(zrz-2)=0 
要 使 方程 左 侧 的 积 为 零 ,乘积 中 至 少 必 有 一 项 为 零 。 依 次 令 每 一 
项 为 零 ,我 们 得 到 

zr-1=0 或 z+12=0 或 -2=0 

这 三 个 方程 给 出 三 次 方程 式 的 三 个 根 , 即 

X11=1, Xx; 二 -2 及 x3=2 

当然 ,这 种 方法 的 关键 在 于 找到 因 式 分 解 的 适当 方式 。 但 遗 
憾 的 是 不 存在 一 般 的 准则 ,因此 , 试 错 法 仍 是 核心 方法 。 然 而 ,一 
般 而 言 ,给 定 n 次 多 项 式 方程 f(xz)=0, 可 以 预期 怡 有 2 个 根 。 
根 的 求法 如 下 :首先 试 找 出 常数 cl ,使 得 f(z) 可 被 (x + ci) 除 。 

45 商 F(z) A(x+ci) 是 一 个 低 次 即 (n -1) 次 多 项 式 函 数 。 我 们 称 
其 为 g(x)。 由 此 得 
f(z)= (r+ci)g(zr) 
现在 , 试 找 出 常数 c, 使 得 g(x) 可 被 (z+c;) 除 。 商 g(x)/(zxt+ 


QD 方程 (3.3) 可 视 作 令 线 性 函数 (5+ 4)P (a+c) 等 于 零 的 结果 。 
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c2) 是 一 个 再 低 一 次 的 多 项 式 , 即 (n 一 2) 次 多 项 式 ,以 h(x ) 表 示 。 
因为 g(x)= (x+c2)h(x), 由 此 得 : 

f(r)= (r+ce)g(r) = (r+i+e) (r+es) hl(r) 
通过 重复 这 一 过 程 , 就 可 以 将 原来 的 n 次 多 项 式 f(x ) 简 化 为 正 
好 是 n 项 的 乘积 : 

f(x)= (rtce) (rt ce2)(r+ ec,) 

当 令 其 为 零 时 ,将 会 产生 n 个 根 。 例 如 令 第 一 个 因 式 为 零 ,得 到 
Zi= 一 Cl。 类似 地 ,由 其 它 各 个 因 式 可 得 +，= -cz,z3= 一 c3 等 
等 。 使 用 下 标 i, 可 以 将 这 些 结果 简洁 地 表示 为 


X;=—C. (i = 1,2,.…,n) 


尽管 这 里 只 写 出 一 个 方程 ,但 下 标 i 可 以 取 n 个 不 同 的 值 ,这 意味 
着 包含 了 所 有 n 个 方程 。 所 以 下 标 提供 了 一 种 非常 简洁 的 表达 
方式 。 


练习 3.3 


1 用 图 解法 求 出 下 列 函 数 为 零 时 xz 的 值 。 
(a) f(x)=7x -Tz+10 
(6) g(x)=27x*—4r—16 
2 用 二 次 公式 法 求解 上 述 问 题 。 
3 运用 因 式 分 解法 求解 下 列 多 项 式 : 
(a) P+4P-5=0 [参见 (3.7)] 
(5) z+2x*—4x-8=0 
(c) zx ~7x:+14x-8=0 
(d) x —3r ~4r=0 
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4 求 出 一 个 根 为 7,-2 和 5 的 三 次 方程 。 
5 求 出 下 列 每 一 模型 的 均衡 解 : 


(a) Qu = Q， (2) Qs = Q: 
Qs, =3- 了 Q, =8-P? 
Q, =6P-4 Q, =P*—-2 


6 市 场 均衡 条 件 Qu = Q, 也 常 以 另 一 种 形式 Qz - Q,=0 来 表示 ,其 经 
济 解释 为 “超额 需求 为 零 。(3.7) 式 代表 均衡 条 件 的 后 一 种 形式 吗 ? 如 果 不 
是 ,给 出 (3.7) 式 的 恰当 的 经 济 解释 。 


3.4 一 般 市 场 均 稀 


46 ”上 两 节 讨论 了 孤立 的 市 场 模型 ,在 那里 商品 的 Qs 和 Q, 仅仅 
是 该 商品 价格 的 函数 。 然 而 在 现实 世界 中 ,没有 一 种 商品 是 这 样 
孤立 存在 的 ,每 一 种 商品 都 有 许多 替代 品 和 互补 品 。 因 此 ,对 一 个 
商品 需求 函数 的 更 为 实际 的 描述 不 但 应 考虑 到 商品 自身 价格 的 影 
响 , 还 应 考虑 到 大 部 分 (如 果 不 能 做 到 全 部 ) 相 关 产 品 价格 的 影响 。 
供给 函数 也 应 如 此 。 但 是 ,一 旦 其 它 商品 价格 被 纳入 考虑 范围 , 模 
型 的 结构 必须 加 以 扩大 ,以 便 能 求 出 其 它 商品 价格 的 均衡 值 。 因 
此 ,多 种 商品 的 价格 和 数量 变量 必须 一 并 以 内 生变 量 纳入 模型 。 

在 孤立 市 场 模型 中 ,均衡 条 件 仅 包含 一 个 方程 Q = Q, ,或 
E= Q, Q,=0, 其 中 下 代表 超额 需求 。 当 同时 考虑 几 种 相互 关 
联 的 商品 时 ,均衡 要 求 模型 中 的 每 一 个 商品 都 不 存在 超额 需求 。 
因为 只 要 有 一 种 商品 存在 超额 需求 ,该 商品 的 价格 调整 就 会 影响 
到 其 它 商 品 的 需求 数量 和 供给 数量 ,从 而 导致 所 有 商品 的 价格 变 


化 。 总 之 ,n 种 商品 市 场 模型 的 均衡 条 件 将 包含 个 方程 ,每 个 方 
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程 代 表 一 种 商品 ,其 形式 为 : 
上 ; = Qu - Qs =0(i= 1,2, 人 7 ) (3.11) 


如 果 存 在 均衡 解 , 它 将 是 一 个 价格 P; 集合 和 数量 Qi 集合 ,使 得 
均衡 条 件 中 的 所 有 2 个 方程 同时 得 到 满足 。 


两 种 商品 市 场 模 型 


为 了 说 明 问 题 ,我 们 讨论 一 种 仅 包 含 两 种 相互 关联 的 商品 的 
简单 模型 。 为 简化 起 见 ,两 种 商品 的 需求 函数 和 供给 范 数 均 假 设 
为 线性 的 。 用 参数 形式 ,这 种 模型 可 以 写成 

Qu -Qi=0 

Qi=aotaiPl+a,P; 

Q1= bo+ b1Pi+ b,P, 

Qa — Qs =0 

Quy =ao toaPit+oP, 

Qs2= B+ BPit P,P, 
其 中 系数 a 和 2 属于 第 一 种 商品 的 需求 和 供给 函数 ,a 和 8B 属于 47 
第 二 种 商品 的 需求 和 供给 函数 。 我 们 没有 设 定 系 数 的 符号 ,但 在 
分 析 过 程 中 为 使 结果 具有 经 济 意 义 , 要 施加 某 些 限制 以 作为 先决 
条 件 。 在 后 面 的 数值 系数 的 例子 中 ,对 于 某 些 系数 的 特定 符号 还 
要 予以 说 明 。 

作为 求解 此 模型 的 第 一 步 ,我 们 再 次 利用 变量 消去 法 。 通 过 
将 第 二 个 、 第 三 个 方程 代 和 人 第 一 个 方程 (描述 第 一 个 商品 的 方程 )， 
第 五 、 第 六 个 方程 代入 第 四 个 方程 ( 找 述 第 二 个 商品 的 方程 ) ,模型 
可 以 简化 为 含有 两 个 变量 的 两 个 方程 : 


(3.12) 
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(ao— bo)+(a1—- 6b1)Pi+(as— 6b2)P2=0 
(ao 一 Bo) +(a -Bi) Pit+ (mw -BB) P=0 
将 需求 和 供给 困 数 代 人 两 个 均衡 条 件 方程 之 后 ,就 得 到 了 (3.11) 
式 的 两 种 商品 的 形式 。 
尽管 这 是 一 个 仅 含 有 两 个 方程 的 简单 方程 组 ,但 所 包含 的 参 
数 达 12 个 ,如 果 不 引 入 一 些 简写 符号 ,代数 处 理 将 是 极其 麻烦 的 。 
因此 ,我 们 定义 简写 符号 : 


Cs; = 以 一 b; 


(3.13) 


(21 = 0,1,2) 
Yi; 三 ai - B; 


将 co 和 Yo 移 至 方程 等 号 右 侧 后 ,(3.13) 式 变 成 : 
cP + csP, — C0 
(3.13 ) 
YiP1i + YP, =-— Yo 
通过 进一步 使 用 变量 消去 法 ,此 式 可 解 。 由 第 一 个 方程 可 得 P, = 
—- (co+ cP1)/ C2o 将 其 代入 第 二 个 方程 并 解 之 ,我们 得 到 


Pi 一 C2yY0 ~ CoY2 (3.14) 


C1Y2 — C2Y1 


注意 Pi 是 完全 以 模型 中 的 数据 (参数 ) 表 示 的 ,作为 解 值 , 它 也 应 
当 如 此 。 通 过 类 似 的 过 程 , 求 得 第 二 种 商品 的 均衡 价格 为 : 


P; 一 coNi ~ CiYo (3.15) 
C17Y2 C271 


为 使 这 两 个 解 值 有 意义 ,对 模型 需 施加 某 些 限 制 。 首 先 , 因 为 用 零 
去 除 没有 意义 ,我们 要 求 (3.14) 和 (3.15) 中 的 相同 的 分 母 不 为 零 ， 
即 c172 了 关 c2Y1。 第 二 ,为 保证 P 为 正 ,分 子 、 分 母 的 符号 应 相同 。 
求 出 均衡 价格 后 ,通过 将 (3.14) 和 (3.15) 代 入 (3.12) 的 第 二 
(或 第 三 ) 个 方程 和 第 五 (或 第 六 ) 个 方程 ,可 以 求 出 均衡 数量 Qi 
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和 Q，, 其 解 值 自然 也 应 以 参数 表示 。( 实 际 计 算 过 程 留 给 读者 作 
为 练习 。) 


数值 例子 


假设 需求 和 供给 函数 取 下 述 数 值 形 式 : 
Qa =10—2P1+P, 
Q,,= -2+3P， 
Q,=15+ P,P, (3.16) 
Q»,=—1 +2P, 
何谓 其 均衡 解 ? 

在 回答 此 问题 前 ,我 们 先 考察 一 下 数值 系数 。 对 于 每 一 商品 ， 
Q;: 仅 取决 于 P; ,但 Qu 是 两 种 商品 价格 的 函数 。 注 意 , 尽 管 在 Qu 
中 ,Pi 的 系数 为 负 ,但 正如 我 们 期 望 的 那样 , P; 的 系数 为 正 。P， 
上 升 使 Qu 增加 这 一 事实 意味 着 这 两 种 商品 互 为 蔡 代 品 。 在 Qa， 
中 P| 的 作用 也 有 类 似 的 解释 。 

运用 上 述 系数 ,简写 符号 C; 和 7, 将 取 以 下 值 : 

co=10-(-2)=12 c=-2-3=-5 c=1-0=1 
%=15-(-1)=16 7%=1-0=1 » =~1-2=-3 
直接 将 其 代入 (3.14) 和 (3.15) ,我们 得 到 


再 进一步 将 Pl 和 P， 代 和 人 (3.16) ,有 
Qi= 和 = 了 和 G@Gs= 汪 =12 了 
于 是 所 有 均衡 值 均 如 所 要 求 的 那样 ,都 是 正 值 。 为 了 保留 P， 和 
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忆 ; 的 精确 值 以 便 在 进一步 计算 Qi 和 Qs 时 使 用 ,以 分 数 而 非 小 
数 表示 已 ; 和 P, 是 明智 的 。 

我 们 能 用 图 解法 解 出 均衡 价格 吗 ? 答案 是 肯定 的 。 由 (3. 
13) ,很 显然 两 商品 模型 可 以 由 具有 两 个 变量 P, 、.P, 的 两 个 方程 
概括 而 成 。 运 用 已 知 数值 系数 ,在 P,P, 坐标 平面 中 可 绘 出 两 个 


方程 的 曲线 ,两 条 曲线 的 交点 则 可 准确 地 确定 P， 和 P2，。 
498 种 商品 的 情况 


上 面 对 多 种 商品 市 场 模型 的 讨论 仅 限 于 两 种 商品 的 情况 ,但 
很 明显 我 们 已 由 局 部 均衡 分 析 向 一 般 均 衡 分 析 转 变 。 当 更 多 的 商 
品 进 入 模型 时 ,变量 和 方程 的 数量 也 随 之 增加 ,方程 也 会 变 得 更 长 
和 复杂 。 如 果 综 合 市 场 模型 包括 一 个 经 济 的 所 有 商品 , 则 此 模型 
便 是 瓦尔 拉 斯 一 般 均衡 模型 。 在 此 模型 中 ,每 一 商品 的 超额 需求 
被 视 为 该 经 济 中 所 有 商品 价格 的 函数 。 
当然 , 当 某 些 商 品 的 价格 对 某 个 特殊 商品 的 超额 需求 不 产生 
作用 时 ,其 系数 可 取 值 为 零 。 例 如 在 钢琴 的 超额 需求 函数 中 ,花生 
价格 的 系数 可 以 取 零 值 。 但 一 般 而 言 ,具有 ”种 商品 的 需求 函数 
和 供给 沙 数 可 以 表述 成 如 下 形式 (使 用 Qu 和 Q, 作 为 函数 符号 以 
代替 ff 和 &g): 
Qa; = Qa (Pi,P,,*…, P,) 
Qs; = Qs( P1,P2,*…, P,) 
根据 下 标 可 知 ,这 两 个 方程 代表 了 模型 所 包含 的 所 有 2n 个 方程 。 
(这 些 方程 不 必 都 是 线性 的 。) 而 且 , 均 衡 条 件 本 身 由 ”个 方程 的 
集合 组 成 : 


(i1=1,2,…,n) (3.17) 


Qa — Qs: = 0(i= 1,2,…,n) (3.18) 
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把 (3.17) 和 (3.18) 辑 在 一 起 , 便 成 为 完整 的 模型 , 共 含 有 3n 个 方 
程 。 

然而 ,把 (3.17) 代 入 (3.18) ,模型 可 以 简化 为 仅 含 有 ?2 个 方 
程 的 联 立 方程 组 : 

Qa(Pi,P2,°%,P,) — Qs(Pi,P2,*% ,Ps) =0 (i= 1,2,.…,n) 
此 外 ,由 于 E, = Qs; 一 Q,; ,其 中 下; 必然 也 是 ”种 商品 价格 的 函 
数 ,上 述 方程 组 还 可 以 写成 

FEi(P,P ,PN)=0 (i= 1,2,,n) 


如 果 确 实 有 和 解 , 联 立 求解 ,n 个 方程 将 决定 个 价格 P;, 而 Q, 风 
可 从 需求 函数 或 供给 函数 推导 出 来 。 


一 般 方 程 组 的 解 


若 一 模型 具有 数值 系数 ,如 (3.16) 式 , 则 变量 均衡 值 也 将 是 数 
值 的 。 在 较 高 的 一 般 性 水 平 上 ,如 果 一 模型 像 (3.12) 那 样 ,以 参 常 
数 表 示 , 则 均衡 值 也 由 参数 表示 ,并 如 (3.14)、(3.15) 那 样 ,以 “ 公 50 
式 形式 出 现 。 但 如 果 为 了 获得 更 广泛 的 一 般 性 ,比如 像 (3.17) 那 
样 ,对 模型 中 函数 的 形式 也 不 作 设 定 , 那 么 , 解 值 的 表示 方式 也 必 
然 有 更 为 广泛 的 一 般 性 。 

根据 参数 模型 中 的 经 验 ,我 们 知道 解 值 总 是 以 参数 表示 的 。 
因此 ,对 于 一 般 函 数 模型 ,比如 含有 m 个 参数 (al,a,,… ,a,) 的 
一 般 函 数 模型 (mm 不 一 定 等 于 ”), 可 以 预期 x 种 均衡 价格 取 如 下 
一 般 分 析 形 式 : 


忆 = Pi(ala…an) (i=1,2,.…n) (3.19) 


此 式 是 对 每 一 变量 (这 里 是 价格 ) 的 解 值 是 模型 所 有 参数 集合 的 函 
65 





数 这 一 结论 的 符号 表述 。 因 为 这 是 一 个 极 一 般 化 的 描述 , 它 确实 
没有 给 出 解 的 详细 信息 。 但 是 正如 我 们 在 后 面 的 章节 中 将 要 看 到 
的 那样 ,在 对 此 类 问题 的 一 般 分 析 与 处 理 方式 中 ,即使 这 种 对 解 的 
不 含 信息 的 表达 方式 也 是 有 益 的 。 

写 出 这 样 的 解 是 一 个 轻松 的 工作 ,但 还 存在 一 个 意外 的 困难 : 
当 且 仅 当 只 存在 唯一 解 时 ,表达 式 (3.19) 才 有 意义 ;对 于 每 一 个 价 
格 P;, 当 且 仅 当 (3.19) 式 有 意义 时 ,我 们 才能 把 m 元 数组 (al， 
az，…，an ) 映 射 到 每 一 个 确定 的 值 。 但 遗憾 的 是 ,我 们 并 无 先 验 
的 理由 认为 每 一 个 模型 会 自动 产生 一 个 唯一 解 。 在 这 方面 ,需要 
强调 的 是 ,“ 计 算 方程 和 未 知 数 的 个 数 ” 不 足以 作为 一 种 检验 方法 。 
下 面 一 些 简 单 的 例子 足以 证 明 ,方程 数量 和 未 知 数 (内 生变 量 ) 相 
等 不 足以 保证 唯一 解 的 存在 。 

考察 下 面 三 个 联 立 方程 组 ; 

T+y=8 


(3.20) 
T+y=9 
2T+ y=12 
(3.21) 
4xX+2Yy =24 
2T+3y = 58 
y=18 (3.22) 
TX+y=20 


在 (3.20) 中 ,尽管 两 个 未 知 数 确实 通过 两 个 方程 联系 起 来 ,但 方程 
组 无 解 。 因 为 这 两 个 方程 是 不 相 容 的 ,因为 x 加 y 车 等 于 8, 则 二 


者 之 和 不 可 能 同时 还 等 于 9。(3.21) 则 给 出 了 两 变量 两 方程 的 另 
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一 种 情况 :这 两 个 方程 是 函数 相关 的 , 即 可 以 从 一 个 函数 中 推导 出 
另 一 个 函数 ,或 一 个 函数 中 隐 含 着 另 一 个 函数 。( 这 里 ,第 二 个 方 
程 为 第 一 个 方程 的 二 倍 。) 因 而 ,一 个 方程 是 多 余 的 ,可 从 方程 组 中 
去 掉 ,结果 只 留 下 含有 两 个 未 知 数 的 一 个 方程 ,其 解 可 以 是 y= 1251 
-2z, 由 它 不 能 得 到 一 个 唯一 的 有 序 偶 (z,y ) ,而 是 一 组 无 穷 的 
数 ,包括 (0,12)、(1,10)、(2,8) 等 等 ,所 有 这 些 均 使 方程 成 立 。 最 
一 个 例子 (3.22) 则 给 出 了 方程 数 多 于 未 知 数 个 数 的 情况 ,但 有 
序 偶 (2,18) 确 实 构成 了 此 方程 组 的 唯一 解 。 其 原因 是 ,由 于 方程 
组 中 存在 函数 相关 (第 一 个 方程 等 于 第 二 个 方程 与 第 三 个 方程 二 
倍 之 和 ), 我 们 实际 上 只 有 两 个 变量 ,两 个 独立 的 相 容 的 方程 。 
这 些 简单 的 例子 足以 表明 相 容 性 和 函数 非 相关 性 作为 应 用 计 
算 方程 和 未 知 数 个 数 方法 的 先决 条 件 的 重要 性 。 一 般 而 言 ,应 用 
这 种 方法 应 确保 :(1) 变 量 满足 模型 中 任 一 方程 必须 满足 模型 中 其 
它 方程 ;(2) 模 型 中 无 多 余 方程 。 如 在 (3.17) 中 ,无 疑 可 以 假设 n 
个 需求 函数 入 个 供给 函数 是 彼此 无 关 的 ,因为 每 个 函数 均 有 不 
同 的 来 源 : 每 一 需求 函数 源 于 一 组 消费 者 的 决策 ,而 每 一 供给 函数 
源 于 一 组 厂商 的 决策 。 因 此 ,每 一 函数 用 于 描述 市 场 状况 的 一 个 
侧面 ,没有 一 个 函数 是 多 余 的 。 我 们 还 可 以 假设 (3.17) 具 有 相 容 
性 。 此 外 ,均衡 条 件 方程 (3.18) 也 是 非 相关 的 , 且 可 假设 它们 是 相 
容 的 。 因 此 ,写成 如 (3.19) 那 样 的 分 析 解 一 般 认为 是 有 道理 的 9 


@ ”这 实质 上 是 瓦尔 拉 斯 分 析 一 般 市 场 均衡 存在 问题 所 采用 的 方法 。 在 现代 文献 
中 ,可 以 看 到 在 某 些 假定 条 件 下 ,对 竞争 市 场 均衡 存在 的 复杂 的 数学 证 明 。 但 他 们 所 
运用 的 数学 是 深奥 的 。 其 中 最 盟 理 解 的 可 能 是 罗伯特 “多 夫 曼 ,保罗 " 萨 弓 尔 森 和 罗 伯 
特 . 索 洛 在 《线性 规划 与 经 济 分 析 》 中 的 证 明 (麦克 劳 一 希 尔 出 版 公司 ,纽约 ,1958 年 版 ， 
第 13 章 ) ,读者 在 学 完 本 书 第 六 编 后 可 以 阅读 该 书 。 
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对 于 联 立 方程 组 ,有 系统 方法 检验 其 唯一 (或 定 值 ) 解 的 存在 。 
对 于 线性 模型 ,还 可 以 运用 将 于 第 五 章 中 介绍 的 行列 式 的 概念 。 
在 非 线性 模型 情况 下 ,这 种 检验 要 运用 “ 偏 导数 ”的 知识 以 及 雅 可 
比 行列 式 这 类 特殊 类 型 的 行列 式 。 后 者 我 们 将 要 在 第 7、8 章 中 讨 
论 。 


练习 3.4 


1 逐步 求解 (3.13'), 由 此 验证 (3.14),(3.15) 的 结果 。 
2 用 模型 (3.12) 中 的 原始 参数 重 写 (3.14) 和 (3.15) 式 。 
3 两 商品 市 场 模型 的 需求 和 供给 函数 如 下 : 
Qn = 18 -3P; + P， Q = 12 + Pi -2P， 
Q, =-2+4P) Q,» =— 2 +3P, 
求 忆 ;, Q;(i =1,2)。( 使 用 分 数 ,不 要 使 用 小 数 。) 


3.5 国民 收入 分 析 中 的 均衡 


尽管 静态 分 析 迄 今 为 止 仅 限于 讨论 各 类 市 场 模型 ,比如 线性 
的 和 非 线 性 的 ,一 种 商品 和 多 种 商品 ,特殊 的 和 一 般 的 等 等 , 它 当 
然 还 可 以 应 用 于 经 济 分 析 的 其 它 领 域 。 我 们 引用 熟悉 的 凯恩斯 国 
民 收 入 模型 作为 一 个 简单 的 例子 : 
Y=C+Io+G,o 
C=at+bY 
其 中 Y 和 C 分 别 表示 内 生变 量 国 民 收 入 和 消费 支出 ,To 和 Go 分 
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(a>0,0<b<1) (3.23) 





别 表示 外 生 决 定 的 投资 和 政府 支出 。 第 一 个 方程 是 均衡 条 件 ( 国 
民 收 入 等 于 总 支出 )。 第 二 个 方程 即 消费 函数 ,是 行为 方程 。 消 费 
陋 数 中 的 两 个 参数 a 和 2 分 别 代表 上 自发 消费 支出 和 边际 消费 倾 
问 。 

很 明显 ,这 两 个 方程 中 包含 两 个 内 生变 量 ,它们 既 不 存在 函数 
相关 ,也 非 互 不 相 容 。 因 此 ,我们 可 以 求 出 以 参数 a、b5 和 外 生变 


量 fo 、G 表示 的 收入 与 消费 支出 的 均衡 值 Y 和 C 。 
将 (3.23) 的 第 二 个 方程 代 人 第 一 个 方程 ,可 将 其 简化 为 仅 包 
含 一 个 变量 Y 的 一 个 方程 : 
Y=at+bY+Iot+ Go 
或 (1 - b)Y =at+ lot+ Go 
因而 Y 的 解 值 (均衡 国民 收入 ) 为 


5 uu + Io+ Go 
Y= (3.24) 


需要 指出 的 是 ,此 式 完全 是 以 模型 给 定 的 数据 , 即 参 数 和 外 生变 量 
表示 的 。 将 (3.24) 代 入 (3.23) 的 第 二 个 方程 , 则 得 到 均衡 的 消费 
支出 水 平 : 


C=a+pr=a + blet TIo+ Go) + hot Go) 


1—5&5 
a(l—-6)+b(lat+Io+Go) a+b(lo+ Go) 
和 1-5 1 一 如 
(3.25) 
此 式 也 是 完全 以 给 定 参 数 表 示 的 。 


Y 和 C 的 分 母 均 具有 表达 式 (1-5), 因 此 ,限定 6 天 1 是 必要 
的 ,以 避免 被 零 除 。 因 为 边际 消费 倾向 已 被 假设 为 一 个 正 分 
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53 数 ,所 以 5 和 1 的 限制 自然 满足 。 因 为 要 使 Y 和 C 为 正 , 则 
(3.24)、 3.2S) 的 分 子 也 必须 为 正 。 由 于 外 生 文 出 fo 和 Go 通常 
为 正 ,参数 a( 消 费 函 数 的 纵 截 距 ) 为 正 , 所 以 分 子 表 达 式 的 符号 也 
就 确定 了 。 

作为 对 我 们 计算 的 一 项 检验 ,我 们 可 以 把 C 表达 式 (3.25) 加 
上 (To+ Go) ,看 此 和 是 否 与 Y 表 达 式 (3.24) 相 等 。 如 果 相 等 , 则 
C 和 Y 值 满足 均衡 条 件 ,此 解 有 效 。 

很 明显 ,此 模型 是 极为 简单 、 粗糙 的 。 但 其 它 复杂 性 和 完备 性 
不 同 的 国民 收入 决定 模型 ,也 可 以 建立 起 来 。 而 建立 和 分 析 这 些 

”模型 的 原理 同 前 面 的 讨论 是 一 致 的 ,所 以 我 们 不 在 此 作 进 一 步 说 
明 。 货 币 市 场 和 产品 市 场 同 时 处 于 均衡 状态 的 更 为 综合 的 国民 收 
人 和 模型 ,将 在 第 8 章 第 6 节 中 讨论 。 


练习 3.5 


1 给 定 下 列 模型 
Y=C+1lo+ Gb 
C=atb(Y-T) (a>0,0<5b<1)[T: 税 收 ] 
T=ad+iY (d >>0,0<zt<1)[z: 所 得 税率 ] 
(a) 有 几 个 内 生变 量 ? 
(5) 求解 Y,T,C。 
2 令 国 民 收 入 模型 为 


Y=C+ilotG 
C=at+b(Y- TT,) (a>0, 0<6b<1) 
G=gY (0O<g<1) 


(a) 识别 内 生变 量 ? 
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〈6) 解释 参数 g 的 经 济 意义 ; 

(c) 求 均衡 国民 收入 ; 

(qd) 要 使 解 存 在 ,对 参数 要 施加 何 种 限制 。 

3 由 下 述 模型 求解 了 和 C : 
Y=C+ilot+GCGo 
C =25 + 6Yl14 
Io = 16 
Go =14 
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第 4 章 线性 模型 与 矩阵 代数 


仅 有 一 种 商品 的 模型 (3. 1) 的 解 分 别 以 (3.4) 和 (3.5) 表 示 。 
尽管 解 中 包含 若干 参数 ,但 还 是 相对 简单 的 。 随 着 越 来 越 多 的 商 
品 纳入 模型 , 解 的 公式 变 得 越 来 越 庞杂 ,难于 应 用 。 这 就 是 我 们 之 
所 以 寻求 简化 表达 的 原因 。 即 使 对 于 两 种 商品 的 情况 ,我 们 仍 寻 
求 简化 的 表达 方式 ,以 使 其 解 (3.14) 和 (3.15) 能 以 相对 简洁 的 方 
式 表示 出 来 。 我 们 并 不 谋求 解决 三 种 或 四 种 商品 的 模型 ,即使 是 
线性 模型 ,这 主要 是 因为 我 们 还 没有 掌握 处 理 复杂 的 联 立方 程 组 
的 合适 方法 。 这 种 方法 可 在 矩阵 代数 中 找到 ,这 是 本 章 和 下 一 章 
的 主题 。 

矩阵 代数 可 使 我 们 得 以 处 理 很 多 问题 。 首 先 , 它 提供 了 一 种 
描写 方程 组 一 一 即使 是 非常 庞大 的 方程 一 一 的 简洁 方式 。 其 次 ， 
它 引 出 一 种 通过 估计 行列 式 (与 矩阵 密切 相关 的 一 个 概念 ) 来 检验 
解 的 存在 的 一 种 方法 。 第 三 , 它 提供 一 种 求解 的 方法 ( 若 解 存在 的 
话 ) 。 因 为 方程 组 不 仅 在 静态 分 析 中 要 遇 到 ,而 且 在 比较 关 态 分 
析 、 动 态 分 析 和 最 优化 问题 中 也 要 遇 到 ,所 以 读者 将 会 看 到 矩阵 代 
数 在 本 书 以 后 各 章 中 几乎 都 有 应 用 。 

然而 在 本 章 开 始 还 要 提 到 一 个 小 小 的 “困难 ” :矩阵 代数 仅 可 
应 用 于 线性 方程 组 。 当 然 ,线性 方程 能 在 多 大 程度 上 描述 实际 经 
济 关系 ,取决 于 所 研究 问题 的 关系 的 性 质 。 在 很 多 情况 下 ,即使 由 


于 线性 假设 可 能 使 真实 性 蒙受 某 些 损失 ,但 假设 的 线性 关系 仍 能 
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与 实际 的 非 线 性 关系 产生 足够 充分 的 近似 ,从 而 保证 其 使 用 。 在 
为 外 一 些 情况 下 ,对 非 线 性 关系 采用 分 段 线性 近似 的 方法 可 以 提 
高 近似 的 精确 度 , 如 图 4.1 所 示 。 在 图 4.1 中 ,车 实 曲 线 表 示 实 际 55 
非 线 性 关系 ,一 个 单一 线性 近似 取 实 直线 形式 ,由 此 可 见 直线 上 的 
某 些 点 与 曲线 有 极 大 的 偏离 。 但 若 我 们 将 定义 域 分 为 三 个 区 域 
ri;72,73, 在 每 一 区 域内 我 们 可 以 得 到 更 精确 的 线性 近似 ( 折 直 


线 )。 


—~ 


| 非 线性 曲线 


SS 
™ 


图 4.1 
还 有 一 种 情况 ,尽管 模型 中 保留 非 线性 关系 ,我 们 可 以 通过 变 
量变 换 , 以 得 到 可 以 处 理 的 线性 关系 。 例 如 , 非 线 性 函数 


YY 一 一 are 


可 通过 对 两 边 取 对 数 ,变换 成 了 旺 数 
log y = log a + blog x 


它 是 一 个 具有 两 个 变量 的 线性 函数 (log > 和 log x )。( 对 数 将 在 
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第 10 章 中 详细 讨论 。) 

总 之 ,在 某 些 情 况 下 经 济 学 中 经 常 采 用 的 线性 假设 可 能 是 非 
常 合理 和 有 意义 的 。 通 过 这 样 的 解释 ,我 们 便 可 以 着 手 学 习 和 矩阵 
代数 。 


4.1 矩阵 与 向 量 


两 种 商品 市 场 模型 (3.12) 在 消去 数量 变量 之 后 ,可 以 写成 如 
(3.13 ) 那 样 的 由 两 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 ， 
ciP1+ cP;=~ co 
YiPi + YP,=— Yo 
此 处 参数 co 与 yo 出 现在 等 号 右边 。 一 般 而 言 ,含有 x 个 变量 
(zi, TX2，"… ,Xi) 的 mx 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 可 以 整理 成 这 种 
形式 : 
CQ11Z1 + Aart + aintn = di 
QZ21IZ1 + a2z2 十 … 十 Co 一 Ca (4.1) 
QZ1 二 QZ 十 十 Co = dm 
在 (4.1) 中 ,zi 仅 出 现 于 最 左 侧 的 一 列 。 一 般 而 言 ,x 仅 出 现 于 
等 号 左 侧 第 ; 列 。 双 下 标 参 数 符号 a 表示 第 i 个 方程 第 ; 个 变量 
的 系数 。 例 如 az 表示 第 2 个 方程 第 1 个 变量 zi 的 系数 。 而 参数 
di , 它 不 与 任何 一 个 变量 相 联 ,表示 第 i 个 方程 的 常数 项 。 例 如 ， 
di 表示 第 1 个 方程 的 常数 项 。 因 此 ,所 有 的 下 标 都 表示 变量 和 参 


数 在 (4.1) 中 的 特定 位 置 。 
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作为 阵列 的 矩阵 


在 方程 组 (4.1) 中 主要 有 三 种 类 型 的 成 份 。 第 一 种 为 系数 a; 
的 集合 ;第 二 种 是 变量 zx) ,… , x 的 集合 ;最 后 一 种 则 是 常数 项 
4d1,…, dm 的 集合 。 若 我 们 将 此 三 个 集合 排 成 三 个 矩阵 列 ,并 分 
别 以 A,z 和 d( 无 下 标 ) 标 示 , 则 我 们 有 


all Qi2 0 ln | di1 


Qt Adm? Qnr Tn dm 
作为 一 个 简单 的 例子 ,给 定 线性 方程 组 
6zl + 3Zz2+ Za =22 
zj 十 4z ~ 27x;3 三 12 (4.3) 
4z1 一 x+Sza =10 


我 们 可 以 写 出 


6 3 1 | 并 1 2 
A = ， 4 一 2 T= |z» d= |12 
-1 SJ x3 10 


(4.2) 或 (4.4) 中 三 个 阵列 中 的 每 一 个 阵列 , 均 构成 一 个 矩阵 。 

矩阵 定义 为 数字 、 参 数 或 变量 的 矩形 阵列 。 阵 列 中 的 成 员 ,也 
指 矩 阵 中 的 元 素 , 通 常 如 (4.2) 式 ,以 括 弧 括 之 ,有 时 也 用 小 括号 或 5 
双 竖 线 围 之 。 注 意 ,在 逢 阵 A (方程 组 系数 矩阵 ) 中 ,元 素 不 以 到 
号 分 开 ,而 仅 以 空格 分 开 。 作 为 一 种 简写 方式 ,矩阵 A 中 的 阵列 
还 可 以 更 简单 地 写成 


(4.4) 
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A = [a; ] 





i= 1,2,.…,m 
j= 1,2,.…,n | 

由 于 和 矩阵 中 每 一 元 素 的 位 置 由 下 标明 确 确 定 , 所 以 每 一 矩阵 均 是 
一 个 有 序 集合 。 


作为 特殊 矩阵 的 向 量 


和 矩阵 中 的 行 数 和 列 数 一 起 定义 为 矩阵 的 维 数 。 因 为 (4.2) 中 的 
甜 阵 A 包括 zm 行 ,n 列 , 所 以 称 其 为 mxzm 维 矩阵 ( 读 作 “mm 乘 
n”)。 记 住 行 数 总 是 在 列 数 的 前 面 是 重要 的 。 这 与 ao; 下 标的 硕 序 
是 一 致 的 。 当 m= n 时 的 特殊 情况 ,矩阵 被 称 作 方 阵 ; 所 以 (4.4) 中 
的 矩阵 A 为 3x3 方 阵 。 

有 些 矩 阵 可 能 仅 包 含 一 列 , 如 (4.2) 或 者 (4.4) 中 的 zx 和 dz。 
这 样 的 矩阵 有 一 个 特别 的 名 称 列 向 量 。 在 (4.1) 中 ,z 的 维 数 为 
nX1,d 的 维 数 为 m x1。 在 (4.4) 中 ,xz 和 aqa 的 维 数 均 为 3x1。 
如 果 我 们 将 变量 x ; 排 成 横 的 阵列 , 则 会 得 到 1 x nn 阶 和 矩阵, 我 们 
称 其 为 行 向 量 。 我 们 通常 使 用 撤 号 : 

ZX = [zi 2 x | 
以 使 行 铅 量 和 列 向 量 区 别 开 来 。 读 者 应 注意 到 无 论 行 向 量 还 是 列 
向 量 , 只 是 一 个 有 序 ”元 数组 ,因此 它 可 以 解释 为 n 维 空间 中 的 
一 个 点 。 进 而 ,m Xn 维和 矩阵 A 可 以 解释 为 mm 个 行 向 量 的 有 序 集 
合 , 或 者 个 列 向 量 的 有 序 集合 。 这 种 思想 以 后 还 要 继续 应 用 。 

一 个 更 令 人 感 兴趣 的 问题 是 :矩阵 这 个 概念 如 何 能 像 我 们 承 
诺 的 那样 ,以 更 简洁 的 方式 表示 方程 组 。 运 用 (4.4) 定 义 的 矩阵 ， 
我 们 可 以 将 方程 组 (4.3) 表 示 成 

Ar = 
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事实 上 , 若 A ,zx,d 的 意义 与 (4.2) 相 同 , 则 一 般 方 程 组 (4.1) 也 可 
以 写成 Az = d。 所 以 矩阵 概念 的 简洁 性 是 上 毫 无 疑问 的 。 

然而 ,方程 Az = 4 至 少 会 引起 两 个 问题 :我们 如 何 将 两 个 矩 
阵 A 和 x 相 乘 ? 因为 矩阵 包括 整个 的 数 块 ,我 们 熟悉 的 对 单个 数 
定义 的 代数 运算 难以 直接 应 用 ,所 以 需要 新 的 运算 规则 。 


练习 4.1 


1 按 (4.1) 方 式 改写 方程 组 (3.1) ,并 证 明 : 若 三 个 变量 的 顺序 重 排 为 
Qu ,Q: 和 忆 , 则 系数 矩阵 将 为 : 


1 -i 0 
1 ~d 
如 何 写 出 常数 向 量 ? 


2 变量 按 下 列 顺序 Ca Qi Qn Qn, P,;， P;, 按 (4.1) 方 式 改 写 方程 
组 (3.12)。 写 出 系数 矩阵 ,变量 向 量 和 常数 向 量 。 


4.2 ”矩阵 运算 


作为 基础 ,我 们 先 定 义 矩 阵 “ 相 等 "。 两 个 矩阵 A= {fat 和 8B 
= | 6, 当 且 仅 当 二 者 有 相同 的 维 数 , 且 阵列 中 对 应 位 置 的 元 素 
相同 ,我 们 才 称 二 者 相等 , 换 句 话说 ,对 于 所 有 的 i 和 j, 当 且 仅 当 
ajs=b;; 则 A=B。 因此 ,我 们 有 此 例 : 
4 31 [4 3 2 0 
|; 0]= |2 0|* [4 3 | 
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TXT]  f「71 、 加 
又 如 , 若 | ”| = | ;| ,这 意味 着 + = 7, 且 y=4。 
和 矩阵 的 加 法 和 减法 

当 且 仅 当 两 个 矩阵 具有 相同 维 数 时 ,二 者 才 可 以 相 加 。 当 这 
种 维 数 要 求 得 到 满足 时 , 则 称 矩 阵 是 可 相 加 的 。 在 此 情况 下 ,矩阵 
A=[a] 和 B=[6b;j] 相 加 定义 为 每 一 对 对 应 元 素 相 加 。 

例 1 


2 1] bo 7] -2ro 1+7] [2 8 


59 例 2 


Qil 412 pi 21? QI 十 pl al 十 Di2 
al al 二 + 122 p2| = la t+ pz CC2 + D22 
Q31 432 bs: ba a3t + b31 Q32 + Da32 


一 般 情 况 下 ,我 们 可 将 这 一 规则 表述 成 
[a;;] + [6;] = [ci 其 中 cy = ai + 0 
注意 ,和 和 矩阵 [cy ] 与 其 分 量 和 矩阵 La, ] 和 [5 的 维 数 一 定 相同 。 
类 似 地 ,两 个 矩阵 的 减法 运算 A - B 的 条 件 可 以 定义 为 , 当 
且 仅 当 A 与 B 具有 相同 维 数 时 , 才 可 以 进行 减法 运算 。 运 算 产 生 
结果 
[asj — lL6;] = [di] 其 中 d; = as - 65 
例 3 
-2 
减法 运算 A - B 还 可 以 视 为 矩阵 A 与 另 一 矩阵 (-1)8 相 加 。 但 


这 又 引出 了 和 矩阵 如 何 与 一 个 单个 数 ( 这 里 为 一 1) 相 乘 的 问题 。 
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标量 乘法 


一 个 数 ,或 者 用 和 矩阵 代数 的 语言 来 说 ,一 个 标量 与 一 个 矩阵 相 
乘 ,就 是 用 这 个 给 定 标 量 与 该 矩阵 的 每 一 个 元 素 相 乘 。 


例 4 
1。 一 | 基 到 
7 一 
0 S 0 35 
例 5 
1 1 
1 本 A |- 2°1 2 1 
2 |1 1 
21 ®22 2 421 2 422 








由 这 些 例子 ,我们 可 以 明了 标量 这 个 术语 的 合理 性 了 。 因 为 
它 按 一 定 的 乘 数 “ 按 比 例 扩大 (或 缩小 )" 和 矩阵 。 当 然 , 标 量 也 可 以 


是 负数 。 
例 6 
_ 1 20 21 =| ~a12 一 di 
a2 422 d2 -ca 一 az 一 da 
注意 , 兰 左 侧 的 矩阵 表示 下 列 联 立 方程 组 60 


ailZl 二 al2z2 = di 

C211 十 G2272 = d, 
中 的 系数 和 常数 项 , 则 以 标量 -1 相 乘 等 价 于 在 方程 两 侧 同 时 以 
一 1 相 乘 ,因而 改变 了 方程 组 每 一 项 的 符号 。 


算 阵 乘法 


尽管 标量 可 与 任意 维 数 的 矩阵 相 乘 ,但 两 个 矩阵 能 否 相 乘 则 
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要 视 不 同 的 维 数 要 求 能 否 得 到 满足 而 定 。 

给 定 两 个 矩阵 A 和 ,假设 我 们 要 求 乘积 AB。 和 矩阵 可 相 乘 
的 条 件 是 A 矩阵 (表达 式 AB 中 的 “前 "一 个 矩阵 ) 的 列 维 数 , 一定 
等 于 B( 后 一 秆 阵 ) 的 行 维 数 。 例 如 ,车 


b b b 
A 一 | aii a12 | B 一 1! 上 | (4.5) 


(1x2) (2x3) O21 bb 023 

乘积 AB 符合 定义 , 因 A 具有 两 列 ,B 有 两 行 ,二 者 恰好 相等 。? 
将 表示 和 矩阵 A 的 维 数 (1 x2) 的 第 二 个 数 和 表示 B 的 维 数 (2 x 3) 
的 第 一 个 数 比 较 一 下 ,就 可 以 检验 这 一 点 。 男 一 方面 ,颠倒 乘积 
BA 没有 意义 ,因为 B( 现 在 为 前 一 个 矩阵) 具有 3 列 ,而 A( 后 一 
和 矩阵 ) 仅 有 一 行 ,因此 违背 可 相 乘 条 件 。 

一 般 而 言 ,车 A 为 m xx 维和 矩阵 , 忆 为 xo 维 矩阵 , 当 且 仅 
当 n=p 时 ,矩阵 积 AXxB 有 定义 。 若 其 有 定义 , 则 和 矩阵 积 AXB 
的 维 数 为 mx x 9g 一 一行 数 与 前 一 矩阵 A 相同 , 列 数 与 后 一 矩阵 B 
相同 。 对 于 在 (4.5) 中 给 出 的 矩阵 ,AB 的 维 数 为 1 xX 3。 

还 需要 准确 定义 乘法 的 计算 步 邓 。 为 此 ,我 们 以 (4.5) 中 的 和 矩 
阵 A 和 日 为 例 来 加 以 说 明 。 因 为 矩阵 积 AB 有 定义 , 且 预 期 其 维 
数 为 1x3, 我 们 一 般 可 写成 (使 用 符号 C 而 非 c 表示 行 向 量 ) : 

AB = C = [cr cz C13] 

积 矩 阵 C 中 的 每 一 元 素 以 6 表示 , 它 定义 为 前 一 矩阵 A 中 第 i 行 
的 元 素 与 后 一 矩阵 B 中 的 第 j 列 的 乘积 之 和 。 例 如 ,为 求 cil ,我 
们 应 取 和 矩阵 A 中 的 第 1 行 ( 因 i =1), 和 矩阵 B 中 的 第 1 列 (j =1) 


中 和 矩阵 A 为 行 向 量 时 , 常 以 a 表示 。 我 们 运用 符号 A 是 为 了 强调 这 里 解释 的 
乘法 法 则 不 仅 适 用 于 一 向 量 与 一 矩阵 相 乘 ,也 适用 于 一 般 矩 阵 相 乘 。 
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(如 图 4.2 上 半 部 分 所 示 ) 再 顺序 将 这 些 元 素 对 偶 在 一 处 ,将 每 一 6 


对 于 C1: 








图 4.2 
对 相 乘 ,然后 再 对 乘积 之 结果 求 和 ,得 到 
C11 = aiibi + Ql2021 (4.6) 


类 似 地 ,对 于 c12, 我 们 可 取 A 中 第 1 行 ( 因 i=1) 和 B 中 第 2 列 
( 因 ) =2) ,计算 指定 的 乘积 和 一 一 如 图 4.2 的 下 半 部 分 所 示 
结果 如 下 : 





c12 = Qi1b12 + a12022 (4.6 ) 
以 同样 方法 ,我 们 还 有 
c13 = CI1p13 + a12023 (4.6”) 
在 乘积 运算 能 够 完成 前 , 正 是 在 此 过 程 中 的 配对 要 求 必 须 使 得 前 
一 矩阵 的 列 维 数 与 后 一 矩阵 的 行 维 数 相 匹配 。 
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图 4.2 所 描述 的 乘积 运算 过 程 还 可 以 用 两 个 向 量 内 积 的 概 
念 来 表达 。 已 知 两 个 向 量 x 和 w, 每 个 向 量具 有 nn 个 元 素 , 如 
(xd1，x2，…，zn) 和 (zw zh) 将 其 排 成 两 行 , 或 两 列 ,或 者 
一 行 和 一 列 ,其 内 积 以 wu 、v 表示 ,可 以 定义 为 

UUvU= UvV1+t wrv2 二 Wnvn 
它 是 对 应 元 素 的 积 的 和 ,因而 两 个 向 量 的 内 积 为 一 标量 。 例 如 ,我 
62 们 在 一 次 购物 后 ,把 采购 的 ”种 物品 数量 和 其 对 应 顺序 的 价格 作 
成 问 量 , 则 其 内 积 给 出 了 全 部 采购 成 本 。 注 意 ,内 积 的 概念 不 受 可 
相 乘 条 件 的 约束 ,因为 两 个 向 量 排 成 行 或 列 是 无 关 紧 要 的 。 

运用 这 一 概念 ,我 们 可 以 将 矩阵 积 C= AB 中 的 元 素 c; 简 单 
地 描述 为 前 一 矩阵 A 中 的 第 i 行 与 后 一 矩阵 中 的 第 7 列 的 内 积 。 
通过 检查 图 4.2 ,我们 可 以 很 容易 验证 这 一 描述 是 正确 的 。 

当 和 矩阵 A 和 B 的 维 数 与 上 述 例子 不 同时 ,前 面 描述 的 乘法 法 
则 同样 有 效 。 唯 一 的 前 提 条 件 是 满足 可 相 乘 条 件 。 

例 7 已 知 


-la 6] 和 B=-[ 4 7 
求 AB。 乘 积 AB 显然 有 定义 ,其 维 数 为 2x 2: 
3(~— 1)+5(4) 3(0) + 5(7) 17 35 
CD) ed oo- 网 
例 8 已 知 


(3x2) 





1 3 
> 
so 
(2x1) 9 
4 0 


求 Ab5。 积 矩阵 维 数 应 为 3x1, 即 它 是 一 个 列 向 量 
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1(S)+3(9) 2 
Ab = avao| = = 





4($) +0(9) 20 

例 9 给 定 
1 3 
3 -1 2 1 
| 1 了 
dl ， 8, 1 5 171 
4 0 2 2 1 
5 10 


求 AB。 应 用 同样 的 运算 法 则 ,这 次 得 到 一 个 极 特殊 的 积 矩 阵 


3 1 4 9 7 2 
0+1+0 -5-51+35 10 10 1 1 0 0 
_ 1 6 3 | 
AB= |I0+0+0 5 +0+ 10+0 10 | 三 0 1 0 
4 4 12 2 0 1 
0+0+0 -+0+ 10+0-10 


最 后 一 个 矩阵 一 一 主 对 角 线 ( 从 西北 到 东南 的 对 角 线 ) 上 的 元 素 为 
1 ,其 余 为 0 的 方 阵 一 -给 出 了 一 种 重要 的 矩阵 类 型 , 即 单位 矩阵 。 
后 面 还 要 对 其 进行 进一步 的 讨论 。 

例 10 ”现在 我 们 取 如 (4.4) 所 定义 的 矩阵 A 和 向 量 xz, 求 





4z。 积 矩阵 为 一 个 3x1 列 回 量 63 
6 3 1 | zi 6Z1 十 372 十 工 3 
Az = | 4 一 211z2|1= 三 17zl1 十 4z2 一 273 
一 荆 3J [x3 4Z1 一 并 ?十 3 
(3 x 3) (3x1) (3x1) 


重 述 一 遍 : 尽 管 右 侧 的 矩阵 外 形 脆 肿 ,但 仍 是 一 个 向 量 。 因 此 , 当 
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我 们 写 出 Az = d 时 ,我 们 有 : 
GZz1l+37Zz2 十 工 3 2 
T1 十 472 一 273 | 三 2 
4T1— X22+5xs 10 
根据 矩阵 相等 的 定义 ,上 式 与 (4.3) 的 整个 方程 组 的 表述 是 相等 
的 。 
注意 ,运用 和 矩阵 概念 4Az = d ,由 于 可 相 乘 条 件 , 将 变量 zi 排 
成 列 向 量 是 必要 的 ,尽管 在 原 方程 组 中 这 些 变量 被 排 成 横 的 顺序 。 


例 11 包含 两 个 内 生变 量 Y 和 C 的 简单 国民 收入 模型 
Y=C+l1o+Go 





CC 一 CT 二 BY 
可 以 重 排 成 如 (4.1) 那 样 的 标准 形式 
Y-C=To+GI 
~ bY+C=a 
因此 系数 和 矩阵 A ,变量 向 量 xz ,常数 向 量 4 为 : 


1 一 上 J +CG 
S| | 
(2x2) -bp 1 (2X1) C (2x1) a 


现在 我 们 验证 可 以 通过 方程 Ax = 4 来 表示 该 给 定 方程 组 。 
根据 和 矩阵 乘法 法 则 ,我 们 有 
| 1 > HUrr1 fr li)+(-DC)1 TY-C 
[= 
因而 和 矩阵 方程 Ax = 4 将 使 我 们 得 到 
Y—-C 0 十 Go 
[=| 


64 因 为 矩阵 相等 意味 着 对 应 元 素 相等 ,很 明显 方程 Ax = d 确实 代 
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表 了 以 上 面 (4.1) 形 式 表示 的 原 方程 组 。 
除法 问题 


尽管 矩阵 像 数 一 样 ,可 以 进行 加 \ 减 、. 乘 (当然 要 满足 可 相 乘 条 
件 ) 运 算 , 但 却 不 可 能 用 一 个 矩阵 去 除 另 一 个 矩阵 , 即 我 们 不 能 写 
出 A/B。 

对 于 两 个 数 a 和 5, 商 a/6b(b 隆 0) 还 可 以 写 出 ab ! 或 5 'a， 
其 中 b 表示 65 的 北 或 倒数 。 因 为 ab =6 "a, 商 式 a/b 既 可 
用 于 表示 ab !, 也 可 用 于 表示 5-!c。 而 矩阵 的 情况 则 不 同 ,把 逆 
的 概念 应 用 于 和 矩阵 ,我 们 可 以 在 某 些 情况 下 (下 面 将 要 讨论 ) 定 义 
矩阵 B 的 逆 和 矩阵 B '。 但 由 前 面 矩 阵 可 莱 条 件 的 讨论 可 知 , 若 
AB -1 有 定义 ,但 不 能 保证 B 'A 也 有 定义 。 即 使 AB !' 和 B-1'A 
均 有 定义 ,但 二 者 未 必 表 示 同 样 的 积 。 所 以 A/B 不 能 做 到 明确 
无 误 地 应 用 ,因而 应 避免 使 用 这 种 表达 方式 。 若 道 和 矩阵 B 确实 
存在 , 且 所 讨论 的 矩阵 积 有 定义 ,必须 指明 所 指 的 是 AB ! 还 是 
B A。 逆 和 矩阵 后 面 还 要 进一步 讨论 。 

对 "2" 符号 的 题 外 探讨 

运用 下 标签 号 不 仅 有 助 于 标明 参数 和 变量 的 位 置 ,而 且 有 利 
于 灵活 地 简化 加 和 项 的 表示 ,正如 在 矩阵 积 运算 过 程 中 出 现 的 那 
样 。 

运用 希腊 字母 > (sigma, 表 示 “ 和 ”) 表 示 和 的 简写 形式 。 例 
如 ,要 表示 xi,za,xza 的 和 ,可 以 写成 
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此 式 读 作 :“ 当 j 取 1 至 3 时 ,zx, 的 和 ”。 符 号 ;, 称 作 求 和 指数 , 仅 
取 整 数值 。z， 表示 被 加 数 (即将 要 被 加 的 数 ), 它 实际 上 是 ) 的 郴 
数 。 除 了 字母 1 外 , 求 和 指数 也 常 以 i 或 k 表示 ,比如 


Dx =rx3t rat rt ret xr 
3 


DE 0 十 | 十 "十 Tn 
2 符号 的 应 用 可 极 易 推广 到 以 下 情况 :z 项 前 具有 系数 或 和 
中 各 项 具有 整数 笑 。 例 如 ,我 们 可 以 写 : 
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Da =azxi+ azz + azi = a(xi+ X22 + x3) = a Vy, 


了 = 


(La 


Yaz; 二 GZC1I 十 Go 十 dt, 
=1 


2 air 一 Co 十 Q1 工 十 CD 十 … 十 QZ 
fi = 0 


Ld 


=aog 二 QI 二 aaz + + Ce 


特别 地 ,最 后 一 个 例子 说 明 ,表达 式 > ri 实际 上 可 以 用 作 一 般 多 
项 式 (2.4) 的 简写 形式 。 

顺便 提 一 句 , 当 所 讨论 问题 的 求 和 范围 在 上 下 文中 非常 明确 
时 ,符号 忆 可 以 单独 使 用 ,无 需 附 上 求 和 指数 (如 了 zx; ) ,或 者 在 
下 面 仅 标 上 一 个 指数 字母 (如 > )z, )。 

我 们 将 简写 符号 忆 应 用 于 矩阵 积 。 在 (4.6)、(4.6') 及 (4.6") 
中 , 积 矩阵 C= AB 的 每 一 元 素 被 定义 为 各 项 和 。 现 在 可 将 其 改 


写成 如 下 形式 : 
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2 
~ 

ci1l = ib + a12021 = Dj ab 
二 二 1 
2 

cl2 = G1b12 + 412022 = > a nbe2 
A=1 


c13 = al t al12023 = Da 

在 每 一 种 情况 下 ,ci 的 第 1 个 下 标 在 之 表达 式 中 反映 在 at 的 第 
I 个 下 标 上 ,cu 的 第 2 个 下 标 在 之 表达 式 中 反映 在 bi 的 第 2 个 下 
标 上 。 为 外 ,指标 & 是 一 个 “ 哑 " 下 标 , 它 用 于 表示 哪 一 特定 的 元 
素 偶 相 乘 ,但 并 未 在 符号 cij 中 出 现 。 

将 这 种 简写 方式 拓展 到 m x n 维和 矩阵 A 一 [ai] 和 nxp 维 
矩阵 B= [bi |] 相 乘 的 情况 。 现 在 我 们 可 以 将 m x p 积 矩 阵 AB = 
C=[cij 中 的 每 一 元 素 写 成 


Cll 一 > ClAOR C12 一 > aisbi2 四 
哟 一 了 下 一 1 
或 者 更 一 般 地 
na 、 i = | cc 
Ci 一 公关 加 | 
| 之 ]= 1,2,.…,p 


最 后 一 个 方程 还 为 前 面 所 定义 的 矩阵 乘法 法 则 给 出 了 为 一 种 表达 
方式 。 


练习 4.2 
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(a)A+B (5) C-A (c) 3A (d) 4B+2C 


8 
2 0 7 2 
ma ol ac 3] 
-3 8 6 3 


5 1 

(a) AB 有 定义 吗 ? 计算 AB。 可 以 计算 BA 吗 ? 为 什么 ? 

(5) BC 是 否 有 定义 ? 计算 BC。CB 是 否 有 定义 ? 车 有 ,计算 之 。BC 
= CB 成 立 吗 ? 

3 在 例 9 给 出 的 矩阵 的 基础 上 ,判断 BA 是 否 有 定义 ? 车 有 ,计算 其 
积 。 在 此 例 中 ,我 们 是 否 有 AB = BA? 

4 求 下 列 积 矩 阵 ( 在 每 一 积 和 矩阵 下 面 标 上 维 数 ): 


1 





0 1 0||18 0 3 2 1 
(a) [3 0 4|10 1 CO | 
4 2 -7 
2 3 0|13 5 
4 -1 7 0 
6 5 1 
| | 2| (cfra pc]jl0 2 
3 0 4 
0 1 1 4 


5 展开 下 列 和 表达 式 : 
5 4 3 
(a) > 1; (c) 2 bz; (e) 2 (r+) 


(b) Dy ai, (ad) Da 
6 用 之 符号 改写 下 列 各 式 : 
(a) ri(z1—1)+2z2(7x2 -1)+3zr3(z3™1) 
(56) as(x3+2)+as(rat+3)+as(rs+4) 
(c) 二 + 广 + 和 + (天 0) 
下 .人 


(4d) 1+ 二 + 三 +…+ 二 (x0) 
7 证 明 下 列 各 式 成 立 : 

(a) (zi)+ Tntl = DE 

(5) 2 abjy; = a2 by; 
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Ei 


、 一 i 
(c) D(x + Yj) 一 x, + Dy 
了 i = 1 := 1 


= 1 


4.3 ”对 向 量 运 算 的 注释 se 


在 前 面 , 问 量 被 视 为 矩阵 的 一 种 特殊 类 型 。 因 此 ,它们 适用 于 
所 讨论 的 所 有 代数 运算 。 然 而 ,由 于 向 量 维 数 的 特殊 性 ,对 其 作 额 
外 的 讨论 是 有 益 的 。 


向 是 乘法 


一 个 和 2X1l1 列 向 量 x 与 -=--1Xxa 行 向 量 相 乘 ,得 到 轨 X2m 维 
积 和 矩阵 xz 。 


例 1 已 知 w=[>| 和 w=[1451, 可 以 得 到 
,|[3(1) 3(4) 3(5) 3 12 15 
2 2(4) ,0 ; 8 0 
因为 矩阵 w 中 的 每 一 行 仅 有 一 个 元 素 ,v 中 每 一 列 也 仅 有 一 个 元 
素 ,结果 uv 中 的 每 一 元 素 仅 是 一 个 单 积 而 非 积 的 和 。 尽 管 我 们 
仅 用 两 个 向 量 相 乘 ,但 积 矩阵 uv 却 是 一 个 2x3 维和 矩阵 。 
男 一 方面 ,已 知 一 个 1Xxn 行 向 量 ww 和 和 一 个 n X1 列 同 量 v， 
积 x 将 是 -- 个 1x1l 维 矩阵 。 


例 2 己 知 w=[3 4] 和 w= [7 ] ,我 们 有 
uv = [3(9) + 4(7)] = [55] 


u v 尽管 只 有 一 个 元 素 ,但 正如 上 面 所 写 出 的 那样 , 它 仍 是 一 个 矩 
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阵 。 然 而 ,1 Xx1 和 矩阵 就 加 法 和 乘法 而 言 ,完全 类 似 于 标量 : [4] + 
[8j=[12j] 恰 如 4+8=12;L3][71=[21] 恰 如 3(7)=21。 此 外 ， 
1x1 和 撼 阵 并 不 具有 标 量 所 不 具备 的 性 质 。 事 实 上 ,所 有 标量 集合 
与 元 素 为 标量 的 所 有 1 x1 和 矩阵 集合 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 。 
因此 ,我们 可 以 将 uw wv 定义 为 对 应 于 1x1l 积 窍 阵 的 标量 。 对 于 
上 面 的 例子 ,我 们 可 相应 地 写成 xm = 55。 这 样 的 积 称 作为 标量 
集 。? 但 要 记 住 ,尽管 1 x 1 矩阵 可 以 看 作 标量 ,但 在 矩阵 进一步 
计算 过 程 中 ,不 能 随意 以 1x1 和 矩阵 代替 标量 ,除非 其 满足 可 相 乘 
条 件 。 

例 3 已 知行 向 量 wu =[369], 求 u'u。 因 为 w 仅 是 一 个 将 
wu 的 元 素 纵 排 的 列 向 量 ,我 们 有 


2 UL 一 |369| 
9 


这 里 我 们 省 略 了 右 侧 1xl 积 和 矩阵 中 的 括号 []。 注 意 , 积 wx 给 
出 了 的 元 素 的 平方 和 。 

一 般 而 言 , 若 uu = [xyzx，…，z], 则 xx 将 是 元 素 w 的 
平方 和 (一 个 标量 ): 


= (3) + (6)° + (9)° 





n 


7 = 1 


若 我 们 计算 内 积 wx (或 过 zx) ,当然 会 得 到 完全 相同 的 结果 。 


中 标量 积 的 概念 类 似 于 两 个 元 素数 量 相同 向 量 的 内 积 概念 ,后 者 也 得 到 一 个 标 
量 。 但 读者 回忆 一 下 ,内 积 是 不 要 求 下 相 乘 条 件 的 ,所 以 可 写成 wu。 另 一 方面 ,在 标 
量 积 情况 下 (两 个 向 量 符号 之 间 无 小 圆 点 ) ,我 们 仅 能 将 其 表示 为 一 个 行 向 量 被 列 向 量 
乘 , 行 向 量 居 前 。 
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总 之 ,区 分 ww (大 于 1X1 的 和 矩阵) 与 xmw( 一 个 1Xx1l1 和 窍 阵 或 69 
标量 ) 的 含义 是 重要 的 。 特别 要 注意 ,标量 积 一 定 有 行 向 量 居 前 ， 
列 向 量 居 后 ,否则 积 和 矩阵 不 可 能 是 1x1 和 矩阵 。 


向 量 运 算 的 几何 解释 


前 面 已 提 到 ,具有 n 个 元 素 的 行 向 量 或 列 向 量 ( 以 后 称 作 
n 一 向 量 ) 可 视 作 n 元 数组 ,并 还 可 视 作 nn 维 空间 中 的 (以 后 称 
n 一 空间 ) 一 个 点 。 下 面 我 们 来 详细 讨论 这 一 思想 。 在 图 4. 3a 
中 ,一 个 点 (3,2) 被 画 在 二 维 空间 中 并 标 以 wu。 这 是 向 量 u = 


[> | 或 向 量 =[3 2] 的 几何 表示 。 在 这 里 这 两 个 向 量 代表 同 一 


个 相 辣 的 有 序 伪 。 夺 从 原点 (0,0) 向 点 x 画 一 箭头 (方向 线段 )， 
则 它 规 定 了 从 原点 到 u 点 的 唯一 一 条 直线 。 因 为 对 于 每 一 点 有 唯 
一 的 方向 线段 ,所 以 在 图 形 上 ,我 们 既 可 以 把 向 量 x 以 点 (3,2) 表 
示 , 也 可 以 相应 的 方向 线段 表示 。 这 样 从 原点 (0,0) 发 出 的 方向 线 
段 , 像 表 的 指针 ,有 确定 的 长 度 和 方向 ,被 称 作 矢 经 

由 这 个 对 向 量 的 新 的 解释 ,可 以 给 出 下 列 运 算 的 几何 含义 ; 
(a) 癌 量 的 标量 积 ; (5 ) 向 量 的 加 减法 ,以 及 更 一 般 地 ,(c) 所 谓 向 
量 的 ”线性 组 合 。 


首先 , 若 我 们 在 图 4.3a 中 画 出 向 量 | 4 |= 2u ,相应 的 方向 线 


段 将 覆盖 原 有 方向 线段 并 为 其 两 倍 长 。 事 实 上 ,向 量 u 被 任意 标 
量 相 乘 将 产生 一 重 番 的 方向 线段 ,但 除非 = 1, 否 则 箭头 的 位 置 70 
将 重新 确定 。 若 标量 乘 子 上 > 1, 则 方向 线段 会 延长 (比例 扩大 ); 


咎 0<&<1, 则 方 回 线段 会 缩短 (比例 缩小 )。 若 &=0, 则 方向 线 
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(ec) (d) 


图 4.3 


段 会 缩 回 到 原点 一 一 它 表示 零 向 量 ,|0 |。 负 的 标量 乘 子 甚至 会 
倒转 方向 线段 的 方向 。 例 如 ,向 量 ， 被 -1 乘 ,我 们 得 到 -， =- 


[二 >] ,将 其 在 图 4.36 中 画 出 , 它 是 一 条 与 x 长度 相 同 ,但 方向 完 


全 相反 的 方向 线段 。 


1 


4 | | > | 的 加 法 。 其 和 w+ 


其 次 ,我 们 考察 两 个 向 量 v=| 
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u = | < | 可 直接 在 图 4.3c 中 以 虚 方 向 线段 画 出 ， 若 以 向 量 wx 和 
( 实 线 ) 为 两 边 作 平行 四 边 形 ,此 平行 四 边 形 的 对 角 线 恰 是 表示 向 
量 和 mm+ yw 的 方向 线段 。 一 般 而 言 , 向 量 和 在 几何 上 可 由 平行 四 
边 形 得 到 。 进 而 ,这 种 方法 还 可 以 使 我 们 得 到 向 量 差 vw。 因 
为 后 者 等 价 于 wv 与 (一 1)u 之 和 。 在 图 4.3d 中 ,我 们 首先 由 图 形 
b 和 < 分 别 重新 画 出 了 向 量 * 和 一 4, 然后 再 画 出 平行 四 边 形 ,其 
对 角 线 便 表示 向 量 差 vy 一 4。 

将 上 述 结论 作 简单 的 推广 便 可 以 对 向 量 的 线性 组 合 ( 即 线性 
和 或 差 ) 作 出 几何 解释 ， 考 察 下 面 的 简单 例子 ， 

Vt eu = 3 3]+212]= 6 

这 个 运算 的 标量 乘法 分 别 使 两 向 量 v 和 w 的 箭头 重新 定位 ,加 法 
则 要 求 作 出 平行 四 边 形 。 除 了 这 些 基本 的 图 解 运算 外 ,向 量 的 线 
性 组 合并 无 新 内 容 ; 即 使 线性 组 合 涉及 更 多 的 项 也 同样 如 此 。 比 
如 ， 


Dv, = kivl +t kov> 十 十 到 
其 中 有; 为 标量 集合 ,而 w 则 表示 向 量 集 合 。 要 想 求 得 此 和 和 ,应 首 
先 将 前 两 项 相 加 ,然后 将 其 和 再 与 第 三 项 相 加 ,这 样 不 断 相 加 ,就 
可 以 求 出 各 项 和 。 


线性 相关 


当 且 仅 当 一 组 向 量 v1，w,,…,v 中 任 一 向 量 可 以 表示 为 其 
它 向 量 的 线性 组 合 时 ,我 们 称 这 组 向 量 为 线性 相关 的 ,否则 便 是 线 
性 无 关 的 。 
元 » 





2 1 4 
71 例 4 三 个 向 量 v= 四 ,U2 二 四 以 及 vs 二 电线 性 相关 
的 ,因为 U3 是 Ul 与 Uy 的 线性 组 合 : 


"os 


注意 ,上 一 个 方程 也 可 以 表示 成 


3v!— 2v,— v3=0 


0 
其 中 0 二 四 ,表示 零 门 量 。 


例 5 两 个 行 向 量 v1 = [5 12] 和 v = [10 24] 是 线性 相关 

的 ,因为 
2v] = 2[5 12] = [10 24] = wv, 
事实 上 ,一 个 向 量 是 另 一 个 向 量 的 倍数 是 向 量 线性 组 合 的 最 简单 
的 情况 。 再 提醒 一 下 ,上 一 个 方程 可 以 等 价 地 写成 
2zp — vs =10 

其 中 0 表示 0 行 向 量 [0 0]。 

运用 零 向 量 的 概念 ,线性 相关 可 以 重新 定义 如 下 :一 组 mx 一 
回 量 vi ,vv 为 线性 相关 的 当 且 仅 当 存在 一 组 标量 开 | ， 天 > ， 
… ,k,( 不 全 为 0) 使 得 


Dm, mx) 
为 一 方面 , 寿 对 所 有 的 i, 仅 当 ; =0 时 ,上 述 方程 才 成 立 , 则 这 些 
回 量 是 线性 无 关 的 。 
线性 相关 的 概念 也 可 以 很 容易 给 出 几何 解释 。 两 个 向 量 


和 2z ,一 一 一 个 为 另 一 个 的 倍数 一 一 明显 是 线性 相关 的 。 在 图 
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4.3a 中 ,从 图 形 上 看 ,其 往 头 位 于 同一 条 直线 上 。 图 4.365 中 的 两 
个 相关 向 量 x 和 一 也 同样 如 此 。 相 反 , 图 4.3c 中 的 两 个 辐 量 zx 
和 wv 是 线性 无 关 的 ,因为 不 可 能 将 其 中 一 个 表示 成 为 一 个 的 倍 
数 。 从 几何 上 看 ,其 第 头 并 不 位 于 同一 条 直线 上 。 

在 二 维 空 间 中 考察 两 个 以 上 的 向 量 ,可 以 得 出 这 样 一 个 重要 
结论 :在 2 一 空间 中 ,一 旦 我 们 找到 两 个 线性 无 关 的 向 量 ( 比 如 
和 w) ,该 空间 中 所 有 其 它 向 量 均 可 表示 为 这 两 个 向 量 (w 和 w) 的 
线性 组 合 。 在 图 4.3c 和 dz 中 ,我 们 已 经 说 明了 如 何 求 出 两 个 简单 
的 线性 组 合 v+w 和 wu。 进而 ,通过 延长 ,缩短 ,旋转 已 知 向 量 72 
u 和 wv, 然后 将 其 构造 成 各 种 平行 四 边 形 , 可 以 得 到 无 数 新 的 向 
量 ,将 所 有 的 2- 向 量 包罗 无 遗 。 因 此 ,任意 三 个 或 更 多 的 2- 向 
量 (2 一 空间 中 三 个 或 三 个 以 上 的 向 量 ) 必 定 是 线性 相关 的 。 其 中 
的 两 个 向 量 可 能 是 线性 无 关 的 ,但 第 三 个 必定 是 前 两 个 的 线性 组 


A 
加 所 


问 量 空 间 


两 个 线性 无 关 的 向 量 wx 和 w 的 各 种 线性 组 合生 成 的 所 有 2 - 
向 量 的 全 体 称 为 二 维 向 量 空间 。 因 为 我 们 现在 仅 考察 具有 实 值 元 
素 的 向 量 ,而 该 向 量 空间 恰好 是 Rz, 即 我 们 一 直 所 说 的 2 - 空间 。 
2- 空间 不 能 由 单个 2 -向 量 生成 ,因为 单个 2 - 向量 的 “线性 组 
合 " 只 能 生成 位 于 一 条 直线 上 的 向 量 集合 。2 - 空间 的 生成 也 无 需 
两 个 以 上 线性 无 关 的 2 - 向 量 一 一 无 论 如 何 ,不 可 能 找到 两 个 以 
上 线性 无 关 的 2- 向 量 。 

我 们 说 ,两 个 线性 无 关 的 向 量 x 和 w 生成 了 2 - 空间 ,还 可 以 
说 二 者 构成 了 2 空间 的 某 个 基 。 注 意 ,我 们 说 二 者 构成 2 一 空间 
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的 “ 某 个 基 ” ,而 不 说 二 者 构成 2- 空 间 的 “ 基 ”" ,是 因为 任何 一 对 
2 一 向 量 , 只 要 它们 是 线性 无 关 的 ,都 可 以 构成 2 一 空间 的 一 个 基 。 
特别 地 ,考察 两 个 单位 向 量 [1 0] 和 [0 1]。 前 者 可 画 成 一 个 位 于 
横 轴 上 的 一 个 箭头 (方向 线段 ), 后 者 可 画 成 一 个 位 于 纵 轴 的 方向 
线段 。 因 为 它们 是 线性 无 关 , 所 以 可 作为 2 空间 的 一 个 基 , 而 且 
我 们 通常 确实 认为 2- 空 间 由 两 个 轴 生 成 ,而 两 轴 不 过 是 两 个 单 
位 向 量 的 延伸 。 

类 似 地 ,三维 向 量 空间 是 3- 向量 的 全 体 , 它 由 三 个 线性 无 关 
的 3 一 向 量 生 成 。 作 为 一 个 说 明 ,考察 三 个 单位 向 量 集 


1 0 
| .= e3 三 10 
| 0 1 


其 中 e; 为 第 i 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 零 的 向 量 。 这 三 个 向 量 显 
然 是 线性 无 关 的 。 事 实 上 ,其 方向 线段 位 于 图 4.4 三 维 空间 的 三 
个 轴 上 。 因 而 他 们 生成 了 3 一 空间 。 这 意味 着 整个 3 一 空间 (在 我 
们 的 分 析 框 架 中 为 R?) 可 由 这 些 单位 向 量 生 成 。 例 如 ,向 量 


: 


用 平行 四 边 形 法 将 el 和 2e, 在 图 4.4 中 相 加 ,在 xizx; 平面 上 得 
到 以 点 (1,2,0) 表 示 的 向 量 ,然后 再 将 此 向 量 与 2e; 相 加 一 一 在 阴 
影 垂 直 平 面 上 作 平 行 四 边 形 在 点 (1,2,2) 得 到 了 所 希望 的 最 
终结 果 。 
问 n ~ 空间 推广 也 是 显然 的 。n 一 空间 可 以 定义 为 n 向 量 的 
全 体 。 尽 管 难以 画 出 图 形 ,我 们 仍 可 想象 n ~ 空间 由 全 部 线性 无 
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(4.7) 











可 视 为 e1+2es+2e3 的 线性 组 合 。 在 几何 上 ,我 们 可 以 首先 











X3 






el 十 2ez 十 2e3 
(1, 2, 2) 


el 十 Ze2 
《1 2,0) 


图 4.4 

关 的 n(n -元 素 ) 个 单位 向 量 的 全 体 所 生成 。 每 一 个 n - 向量， 
作为 一 个 有 序 元 数组 ,代表 n - 空间 中 的 一 个 点 ,或 者 由 原点 73 
( 即 n 一 元 素 零 向 量 ) 延 伸 至 该 点 的 方向 线段 。 事 实 上 ,任意 给 定 
的 nn 个 线性 无 关 的 一 向 量 的 集合 ,都 能 生成 整个 ”- 空间 。 因 
为 在 我 们 的 讨论 中 ,n -向 量 的 每 一 元 素 限定 为 一 个 实数 ,该 n - 
空间 实际 上 是 R”。 

上 面 所 指 的 n - 室 间 有 时 更 特别 地 称 作 欧 几 里 得 ”一 空间 
(以 欧 几 里 得 名 字 命 名 ) 。 为 对 后 一 概念 进行 解释 ,我们 首先 简要 
地 介绍 一 下 两 个 向 量 点 之 间 的 距离 的 概念 。 对 于 给 定 空间 中 任意 
一 对 向 量 点 w 和 wv,w 到 wv 的 距离 是 某 个 具有 下 述 性 质 的 实 值 函 
数 
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d = d(u,v) 
(1) 当 w 和 w 重合 时 ,其 距离 为 零 ;(2) 当 两 个 点 不 重合 时 ,从 zx 
和 的 距离 和 从 vw 到 w 的 距离 由 同一 正 实数 表示 ;(3)u 到 ww 的 距 
离 永 不 会 长 于 zx 到 也 (一 个 与 gw 和 ww 不同 的 点 ) 的 距离 与 ww 到 vw 
的 距离 之 和 。 以 符号 表示 ， 


.d(u,v) =0 ( 因 w = vw) 
d(u,v) =d(v,u) >0 ( 因 w 了 关 wv) 
d(u,v) Sd(u,w)+d(w,v) ( 因 w 关 ,2v) 


74 最 后 一 个 性 质 被 称 作 三 角形 不 等 式 ,因为 这 个 点 u,v,w 通常 可 
定义 一 个 三 角形 。 

当 一 个 向 量 空间 定义 了 一 个 满足 上 述 三 个 性 质 的 距离 函数 
时 , 则 称 其 为 一 个 度量 空间 。 但 要 注意 ,前面 只 是 对 距离 d (u,v) 
作 了 一 般 意义 的 讨论 。 当 d 函数 取 各 种 特定 形式 时 ,能 够 产生 各 
种 度量 空间 。 所 谓 “ 欧 几 里 得 空间 ”是 度量 空间 中 的 一 种 特殊 形 
式 , 它 具 有 如 下 定义 的 距离 函数 : 令 点 为 n 元 数组 (a1，a2，…， 
au) ,点 为 n 元 数组 (61,62,…,b,), 则 欧 几 里 得 距离 画 数 为 


d(u,v0) = Var— b+ (a — 6b2) + 7 + (a 一 加) 
这 里 取 正 和 平方根。 容易 验证 ,这 个 特殊 距离 函数 满足 上 述 三 个 性 
质 。 将 其 应 用 于 图 4.3a 中 的 二 维 空间 ,可 求 得 点 (6,4) 与 (3,2) 
间 的 距离 为 
VO 3 +t) ~- VT VI3 
这 一 结果 与 举 达 哥 拉 斯 定理 是 一 致 的 。 此 定理 表明 ,直角 三 角形 


的 斜 边 等 于 另外 两 边 平 方 和 的 ( 正 ) 平 方 根 。 因 为 若 我 们 将 点 


(6,4) 和 (3,2) 看 作 zx 和 w, 并 在 (6,2) 画 出 一 个 新 的 点 w, 则 我 们 
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得 到 一 个 直角 三 角形 ,其 横 直 角 边 和 纵 直角 边 分 别 为 3 和 2, 斜 边 
长 度 (w 和 w 的 距离 ) 等 于 V35+27 -= V13。 

欧 几 里 得 距离 函数 也 可 以 用 两 个 向 量 的 标量 积 的 平方 根来 表 
示 。 因 为 wx 和 w 表示 两 个 元 数组 (a1,4a2,… ,a ) 和 (61,b2，…， 
b,) ,所 以 我 们 可 以 写 出 列 向 量 w - v ,其 元 素 为 wj - b1，as 二 六， 
…,as - bs。 欧 几 插 得 距离 函数 中 平方 根 号 下 的 数 当 然 就 等 于 这 
n 个 元 素 的 平方 和 ,参照 上 面 例 3, 可 将 其 写成 标量 积 (w - wv)'(w 
-zx) ,因此 我 们 有 


d(u,v)= V(uw—-v)(u— wv) 





练习 4.3 


1 已 知 u =[523],v’ =[319],w’=[758], 和 x’ =[zxi x x3], 
写 出 列 向 量 w,，v,，w 和 x, 并 求 
(a) uv (c) zz (e)juwv (g)u'u 
(buw (dvu (fjwxr (hh)rr 


3 
2 已 知 w= 2 | | = |, 和 ==| | 75 
2 »2 之 2 


16 

(a) 下 列 乘积 哪些 有 定义 ? 

WwW I TY XY YY 2 MY, Ty? 

(5) 求 出 有 定义 的 所 有 积 。 

3 ”购买 x 种 商品 ,数量 为 Qi ，Q;,…,Q,; ,价格 P,P;,…,P, ,如 何以 
(a) 符 号 之 和 (2) 向 量 概念 表示 全 部 采购 成 本 ? 

4 给 定 两 个 非 零 向 量 wl 和 w,; ,二 者 间 形 成 的 角 QI(0 委 Q< 和 过 180?) 以 
直列 方式 与 标量 积 zl w2( = w，w1) 相 联系 : 





99 





锐角 > 
Q alan sat “| - 
钝 角 < 


通过 计算 下 面 每 一 对 问 量 的 标量 积 验证 这 一 结论 ， 


(a) w= |2 1 =|4 | oo 
wal [a] Ou 


ou] 


2 
5 eB 和 nu= | ;| ,， = | 3 | , 求 下 列 向 量 的 图 形 解 
(a) 2m (c)u-wv (e) 2u +3v 
(b)ut+w (d) uv- (f) 4u—-2%v 


6 因为 3-- 空 间 由 (4.7) 定 义 的 三 个 单位 向 量 所 生成 ,任意 其 它 3 一 向 
量 均 可 表示 成 ej ,ez,e3 的 线性 组 合 。 证 明 下 列 3 一 向 量 可 表示 为 ej]， es， e3 


的 线性 组 合 : 
4 15 :1 
(a) 上 (5) 四 (c) : (ad) | 
1 9 


7 在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 ,下 列 两 点 之 间 的 距离 为 多 少 ? 
(a) (3,2,8) 和 (0, 1,5) (5) (9,0,4) 和 (2,0, 一 4) 
8 三 角形 不 等 式 以 弱 不 等 式 符号 达 表 示 , 而 非 以 严格 不 等 号 < 表示 。 
在 何 情况 下 弱 不 等 式 中 “= ”部 分 能 够 应 用 。 
9 分 别 用 


(a) 标量 (646) 标量 积 (c) 内 积 
表示 欧 儿 里 得 n - 空间 向 量 半径 的 长 度 ( 即 从 原点 到 vw 点 的 距离 )。 
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4.4 交换 律 结合 律 、 分 配 律 r 


在 普通 标量 代数 中 ,加 法 和 乘法 运算 满足 下 列 交换 律 、 结 合 


律 .分配 律 
加 法 的 交换 律 at+b=b+a 
乘法 的 交换 律 ab = ba 


加 法 的 结合 律 (a + 56)+c=a+t+(b+c) 

乘法 的 结合 律 (ab )c= albc) 

分 配 律 a(b+ce)=abt+ac 

在 类 似 的 具有 同样 名 称 的 定律 应 用 于 并 集 和 交集 的 讨论 时 ， 
也 涉及 到 上 述 定律 ,这 些 定律 的 大 多 数 均 可 应 用 于 和 矩阵 运算 一 一 
乘法 的 交换 律 除外 。 


矩阵 加 法 


和 矩阵 加 法 不 仅 可 运用 结合 律 ,也 可 运用 交换 律 。 从 下 述 事 实 
可 知 :和 矩阵 加 法 仅 要 求 两 个 对 应 元 素 相 加 ,但 相 加 的 顺序 无 关 紧 
要 。 对 此 ,顺便 说 一 句 ,减法 运算 A 一 B 可 简单 视 为 加 法 运算 A+ 
(一 B)。 这 样 就 没有 必要 单独 讨论 减法 运算 了 。 

交换 律 A+B=B+A 

证 明 A+B=[a;]j+[6b;]=[a;+6;)]=[6b; +a;j]=B+A 


3 1 6 2 

例 1 3 知 A-| | | 本 
(0 2 3 4 

9 3 

A+B=B+rA-| | 


6 
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结合 律 : (A+B)+C=A+(B+C) 
证 明 :; (A+B)+Cp=[aj;+6]+ [ce]= .ayt+ byt cs] 
=[as]j+l6b;y+cjy)j=A+(B+C) 


3 9 2 
例 2 已 知 vi= 贱 |。 ,来 
4 1 S 
12 2 [10 
(vl + v2)— v3 = 一 一 
5 5 L 0 


"mld Lo 


律 应 用 于 向 量 线 性 组 合 El zl +… + 有 um ,使 我 们 得 以 选择 
任意 两 项 首先 相 加 ( 减 ) ,不必 遵从 线性 组 合 中 ”项 的 排列 顺序 。 


77 它 也 等 于 


和 矩阵 乘法 


矩阵 乘法 不 服从 交换 律 , 即 
AB BA 
如 前 面 所 解释 的 那样 ,即使 AB 有 定义 , BA 也 未 必 有 ;即使 AB， 
BA 均 有 定义 ,一般 的 规律 仍 是 AB 关 BA。 


W3 4-[s 4] 和 B-[5 7] 


AB = ne "|= 区 | 
[3(0) + 4(6) 3(- 1) +4(7) 24 25 
i oe Mw | 
但 BA = = 
6(1)+7(3) 6(2)+7(4) 27 40 
例 4 令 z 为 1x3( 行 向 量 ), 则 相应 的 列 向 量 必定 为 3X1l。 
积 w 2 必定 为 1xX1 和 矩阵 ,但 积 uu 将 是 3x3 和 抢 阵 。 因 此 很 明显 ， 
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wa 天 za。 
鉴于 一 般 规律 4B 尖 BA 成 立 ,我 们 常用 术语 左 乘 和 右 乘 来 规 
定 乘 积 的 顺序 。 在 积 AB 中 ,我 们 说 和 矩阵 B 被 矩阵 A 左 乘 ,矩阵 
A 被 B 右 乘 。 
然而 ,规律 AB 关 BA 确实 存在 令 人 感 兴趣 的 例外 。 一 种 情况 
是 A 为 方 阵 ,B 为 单位 矩阵 ; 另 一 种 情况 是 A 是 B 的 道 矩 阵 , 即 
A=B '。 这 两 种 例外 我 们 后 面 还 要 讨论 。 这 里 我 们 还 要 强调 算 
阵 的 标量 积 确实 服从 交换 律 。 因 此 ， 
kA = Ak 
车 为 一 标量 。 
结合 律 (AB)C= A(BC)= ABC 
在 形成 乘积 ABC 时 ,每 一 相 邻 的 矩阵 偶 必 须 自然 满足 可 相 
乘 条 件 。 若 A 为 m Xx n 矩阵,C 为 P xg 和 矩阵 , 则 可 相 乘 条 件 要 
求 和 矩阵 B 为 x Xp: 78 
A B C 


(mxn) (nxp) (px og) 


注意 ,n 和 jp 在 维 数 标 示 中 出 现 两 次 。 若 可 相 乘 条 件 得 以 满足 , 结 
合 律 表明 ,任何 相 邻 的 一 对 矩阵 必然 可 首先 相 乘 ,只 要 假设 敢 积 准 
确 地 插 在 初始 矩阵 伪 的 恰当 位 置 上 。 
Xl all 0 
例 5 wn 果 =| | | ,于 


7 0 他 22 


41l1 之 1 
xz Ar= 工 (4Ar)= [x x = CIZT1 十 a 272 .73 
| 4 22 2 
与 x x 的 简单 平方 和 不 同 , 此 式 给 出 了 一 个 加权” 平方 和 。 完 全 
相同 的 结果 源 于 
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一 1 


(x A)x = [atzi az 国 = Qi1ZT + a x 


矩阵 来 法 也 服从 分 配 律 。 
分 配 律 A(B+C)=AB+AC 以 A 左 乘 
(B+C)A=BA+CA 以 A 右 乘 
在 每 一 情况 下 ,可 加 性 条 件 和 可 相 乘 条 件 均 得 满足 。 


练习 4.4 


b : 且 | 4 | 
1 已 知 A= ,B= ,和 C= | 
2 4d 8 4 1 9 


(a) (A+B)+C=A+(B+C) 
(5b) (A+B)-C=A+(B-C) 
2 减 去 矩阵 妃 可 视 作 加 上 和 撼 阵 (- 1)383。 加 法 的 交换 律 允 许 我 们 作 下 
述 表 述 吗 ? 
A-B=B-A 
若 不 能 ,如 何 作 出 正确 表述 ? 
3 用 下 列 和 矩阵 验证 乘法 的 结合 律 ; 


5 3 -8 0 7 
de 
79 4 对 任意 两 个 标量 g 积 ,证 明 下 式 成 立 : 
(a)k(A+B)=EkA+EkB 
(b)(g+k)A=gA+RkA 
5 证 明 : (A+B)(C+D)=AC+AD+BC+ BD, 
6 若 例 S$ 中 的 矩阵 A 的 全 部 四 个 元 素 为 非 零 ,x Ax 仍 能 给 出 加 权 平 
方 和 吗 ? 结合 律 仍 适用 吗 ? 


Lo nn 
十 
LL .| 
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4.5 单位 矩阵 与 零 矩 阵 


单位 矩阵 


前 面 已 经 提 到 单位 矩阵 这 一 术语 。 它 被 定义 为 主 对 角 线 元 素 
为 1, 其 余 元 素 为 零 的 方 阵 。 单 位 矩阵 以 符号 或 1, 表示 ,下 标 n 
标示 行 或 列 数 。 因 此 ， 


但 二 者 也 可 以 工 表 示 。 
这 种 特殊 类 型 的 单位 矩阵 之 所 以 重要 ,是 因为 它 与 标量 代数 
中 的 1 起 着 类 似 的 作用 。 对 于 任意 数 < ,我 们 有 1(a)= a(1)= a。 
类 似 地 ,对 于 任意 矩阵 A ,我 们 有 
IA = A[=A (4.8) 


1 2 3 
例 1 令 A ; 则 
2 0 3 
1 0f1 23| fl23 
IA = = = A 
0 UDP03 lL203 
mr 0 0 
1 2 3 1 2 3 
AT = 0 = = A 
2 0 3 2 0 3 


因为 4 为 2x3 和 矩阵 ,4A 被 了 左 乘 和 右 乘 分 别 要 求 不 同 维 数 的 单位 
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2 忆 


和 矩阵, 即 I, 和 I3。 但 车 A 为 nxn 矩阵, 则 可 用 相同 单位 矩阵 了， 
使 得 (4.8) 变 为 IA = AL, ,这 是 矩阵 乘法 不 服从 交换 律 的 一 个 例外 。 

在 乘积 过 程 中 ,单位 矩阵 的 特殊 性 质 使 得 可 以 插入 或 删除 一 
个 单位 矩阵 而 不 影响 矩阵 积 。 由 (4.8) 可 直接 得 出 此 结论 。 回 忆 
结合 律 ,我 们 有 ,比如 


A 1 B =(41B= A 8 


(mxn) (nxn) (nxp) (mxn) (nxp) 


80 此 式 表明 单位 矩阵 工 的 存在 与 否 并 不 影响 矩阵 积 。 注 意 ,无 论 I 
是 否 出 现在 矩阵 积 中 , 相 乘 的 维 数 相 容 性 条 件 仍 要 保留 。 
当 A= 了 时 ,(4.8) 出 现 一 种 令 人 感 兴趣 的 情况 。 因 为 这 时 ， 
我 们 有 : 
Al, = (1,) = 了 
此 式 表明 单位 矩阵 的 平方 仍 等 于 其 自身 。 此 结果 可 一 般 化 为 
(1.)* = I(k = 1,2,.…) 
即 单位 矩阵 无 论 自 乘 多 少 次 仍 保持 不 变 。 具 有 这 种 性 质 ( 即 AA 
= A ) 的 矩阵 称 作 短 等 矩 阵 。 


零 和 矩阵 


恰 如 单位 矩阵 I 与 数 1 起 同样 作用 一 样 ,以 “0”" 表 示 的 零 矩 
阵 ,与 数 0 起 着 同样 的 作用 。 零 矩阵 是 一 个 所 有 元 素 均 为 零 的 简 
单 矩 阵 。 不 同 于 工 , 零 矩 阵 并 不 仅 限 于 方 阵 。 因 此 它 可 能 写成 ; 


0 0 0 0 0 
0 = 和 0 = 
(2x2) [0 0 Gx3) LO0 0 0 


等 等 。 和 零 方 阵 为 帘 等 矩阵 ,但 不 为 方 阵 的 零 矩 阵 则 不 是 宪 等 的 (为 
什么 ?)。 
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作为 与 数 0 作用 相似 的 矩阵 , 零 矩 阵 的 加 法 和 乘法 服从 下 列 
运算 法 则 (在 服从 可 相 加 、 相 乘 的 前 担 下 ): 


A + 0 = 0 + A = A 
{mxn) {mxn 


A 0 0 和 0 A = 0 


(mxn)(nxp) (m> p) (gxm)(mxn) (gxn) 


注意 ,在 乘法 中 ,等 号 左边 矩阵 和 等 号 右边 矩阵 的 维 数 可 能 不 同 。 
例 2 


Qll Cl1l2 0 0 Ql QQ12 
A+0= + = = A 
C21  C22 0 0 U21 422 
例 3 
0 
Qill 4412 Q13 0 

A 0 = 0 | 三 = 0 
(2x3) (3x1) CQ2L1 22 023 0 (2x1) 


左边 的 零 窍 阵 为 3x1 零 向 量 , 右 边 为 2x1 零 向 量 。 


) (mxn) (mxn) (mxn) 


矩阵 代数 的 特征 81 


尽管 矩阵 代数 与 标量 代数 有 明显 的 相似 之 处 ,但 矩阵 代数 确 
实 表现 出 一 些 独特 的 特点 ,使 我 们 不 能 毫 无 疑问 地 “照搬 "标量 代 
数 的 运算 规律 。 我 们 已 经 知道 ,在 矩阵 代数 中 ,一 般 AB 关 BA。 
现在 我 们 考察 矩阵 代数 的 另外 两 个 特征 。 

首先 ,在 标量 情况 下 ,ap =0 总 是 意味 着 或 者 a 为 零 ,或 者 8 
为 零 ,但 在 和 撼 阵 乘 法 中 并 不 如 此 。 因 为 我 们 有 : 


1 | 2 | | 
AB = 一 0 
1 2JL| 1 -2 L000 
无 论 A 还 是 B 都 不 是 零 矩 阵 。 
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另外 ,在 标量 ( 数 ) 情 况 下 ,方程 cd = ce(c 天 0) 意 昧 着 d=e。 
但 对 矩阵 而 言 并 非 如 此 。 因 而 ,已 知 


oly oh 


我 们 求 出 
js 
CD = CE = 
15 24 
但 是 D 关 EE。 


这 些 奇 特 结果 实际 上 仅 与 被 称 作 奇异 矩阵 的 一 类 特殊 矩阵 有 
关 , 和 矩阵 A、B、C 就 是 这 类 和 矩阵 的 一 些 例子 。( 粗 略 地 讲 ,这 些 和 于 
阵 有 一 行 是 另 一 行 的 倍数 .) 无 论 如 何 , 这 些 例子 确实 揭示 了 将 代 
数 定理 不 加 思考 地 运用 到 和 矩阵 运算 的 一 些 丙 端 。 


练习 4.S 


se 
_ | x2 
1 计算 :(a) Ai (5) IA (c) Iz (ad) x1 
指明 每 一 情况 下 所 应 用 单位 矩阵 的 维 数 。 
2 计算 :(a) Ab (5) AIb (c) xIA (4) xA 
在 (5) 中 插 人 单位 矩阵 了 影响 (a) 的 结果 吗 ? 在 (d) 中 删除 工 影响 在 (c) 中 的 
结果 吗 ? 
3 由 下 列 所 得 的 各 零 矩 阵 的 维 数 为 多 少 ? 
(a) 4x2 零 矩阵 左 乘 A; 
(5) 3x6 零 和 矩阵 右 乘 A; 
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(c)4x3 零 秆 阵 左 乘 b; 


(dZ) 1x5 零 窍 阵 右 磁 x。 82 
4 证明 对 角 阵 , 即 下 述 形 式 的 矩阵 

Qa1l 0 a 0 

0 他 人 3 0 

0 0 se Cnn 


仅 当 对 角 线 上 每 一 元 素 为 1 或 0 时 , 才 是 霉 等 矩阵 。 由 上 述 和 矩阵 可 构造 多 少 
个 不 同 数字 的 寡 等 矩阵 ? 


4.6 符 阵 的 转 置 与 逆 


当 和 矩阵 A 的 行 和 列 互 换 一 一 使 得 第 一 行 变 为 第 一 列 , 反 之 亦 
然 一 一 我 们 得 到 A 的 转 置 ,以 A’ 或 A7 表示 。 符 号 “” 我 们 并 不 
陌生 ,在 区 分 行 向 量 和 列 向 量 时 ,我 们 曾 使 用 过 它 。 用 这 里 新 引进 
的 术语 , 行 向 量 x “构成 列 向 量 x 的 转 置 。 显 然 , 另 外 一 种 表示 转 
置 的 符号 中 , 工 是 Transpose( 转 置 ) 的 简写 。 


例 1 给 定 A -| | B = | | 
(2 x 2) 





(2 x 3) 1 0 4 1 7 
我 们 将 行 和 列 互 换 并 写成 
3 1 
3 1 
A ”= 8 0| 和 B = 
(3x2) 9 (2x2) 4 ; 


根据 定义 , 若 A 为 m xn 和 矩阵, 则 其 转 置 必定 为 n x m 和 矩阵 。 
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这 里 ,每 一 转 置 矩阵 的 维 数 与 原 和 矩阵 是 相同 的 。 
在 了 “中 ,我们 还 要 注意 其 极为 显著 的 一 个 结果 : 它 不 仅 保留 
了 原 矩 阵 的 维 数 ,而 且 也 保留 了 原 短 阵 的 排列 。D= DD' 是 由 于 元 
素 对 主 对 角 线 对 称 的 结果 。 将 D 中 的 主 对 角 线 视 作 镜子 ,位 于 其 
83 东北 方向 的 元 素 恰 好 为 其 西南 方向 元 素 的 像 ; 因 而 第 一 行 的 元 素 
与 第 一 列 相同 ,等 等 。 和 矩阵 DD 就 是 这 类 被 称 作 对 称 和 矩阵 的 方 阵 的 
一 个 例子 。 另 一 个 对 称 矩 阵 的 例子 是 单位 矩阵 工 , 它 像 对 称 和 矩阵 
一 样 ,具有 转 置 二 = T。 


转告 的 性 质 
转 置 具有 下 列 性 质 : 
(A’) = A (4.9) 
(A+B) =A’+B’ (4.10) 
(AB)Y =B'A’ (4.11) 
第 一 个 性 质 是 说 , 转 置 矩阵 的 转 置 为 原 和 矩阵 一 一 一 个 不 言 自 
明 的 结论 。 


第 二 个 性 质 可 用 文字 这 样 表 述 : 和 的 转 置 为 转 置 的 和 。 


4 1 2 0 
ga 
9 0 7 1 
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6 1 6 16 
16 1 1 1 


向 pp Nk "|- 关 
1 0 0 1 1 1 

第 三 个 性 质 为 乘积 的 转 置 是 转 置 的 乘积 ,但 转 置 矩阵 顺序 颠 
倒 。 为 理解 顺序 颠倒 的 重要 性 ,我们 考察 (4.11) 左 右 两 边 两 个 乘 
积 维 数 的 可 相 乘 条 件 。 若 我 们 令 A 为 m Xn 和 窍 阵 ,B 为 xXp 窒 
阵 , 则 AB 为 m x p 答 阵 , (AB) 将 是 px m 窍 阵 。 要 使 等 式 成 
立 ,右边 表达 式 BA’ 必 有 相等 的 维 数 。 因 BB 为 pxXn,A' 为 nx 
m ,其 积 BA’ 确实 为 p Xx mm ,正如 所 要 求 的 那样 。 这 样 B'A' 的 维 
数 就 得 到 预期 的 结果 。 另 外 还 要 注意 ,除非 mx = p ,否则 A B' 其 
至 无 定义 。 


1 2 
3 4 


ff12 1 hh2 24 
(AB) 二 一 
24 25 13 25 


0 6|1|11 3 12 24 
"A le 
-1 7j12 13 25 


证 明了 该 性 质 。 


例 4 已 知 A =| | 和 B= | | 有 
6 7 


逆 及 其 性 质 


给 定 和 矩阵 A ,总 可 以 推导 出 其 转 置 A’, 另 一 方面 ,其 逆 逢 
阵 一 一 另 一 类 导出 的 矩阵 一 一 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 。 矩 阵 A a4 
的 逆 , 以 A ! 表 示 , 仅 当 A 为 方 阵 时 才 有 定义 。 在 此 情况 下 洲 为 
满足 下 列 条 件 的 矩阵 : 
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AA'=A'A=I (4.12) 


即 无 论 A 是 被 A 一 左 乘 还 是 右 乘 ,其 积 总 是 同一 单位 矩阵 。 这 是 
矩阵 乘法 不 服从 交换 律 的 男 一 例外 。 

以 下 各 点 值得 注意 : 

1. 并 非 每 一 方 阵 均 有 逆 阵 , 方 阵 是 逆 阵 存在 的 必要 条 件 ,但 
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并 非 充分 条 件 。 若 方 阵 A 有 逆 阵 , 则 A 被 称 作 非 奇异 的 ; 
若 A 无 逆 阵 , 则 A 为 奇异 矩阵 。 


.在 A ”存在 , 则 A 可 视 为 A 的 逆 , 恰 如 A ' 可 视 为 A 


的 逆 一 样 。 简 言 之 ,A 与 A 7! 互 为 逆 矩 阵 。 


.车 A 为 nxn 和 矩阵 , 则 A ! 必 为 nxn 和 矩阵 ,否则 , 它 不 能 


既 满足 左 乘 又 满足 右 乘 的 可 相 乘 条 件 。 乘 积 而 得 到 的 单 
位 矩阵 也 是 n x n 矩阵 。 


. 看 逆 阵 存在 , 则 它 是 唯一 的 。 为 证 明道 的 惟一 性 ,我 们 假 


定 已 知 B 为 A 的 道 , 所 以 
AB= BA=I 
现在 假设 存在 另 一 矩阵 C 使 得 AC = CA = 1, 通 过 将 AB 
= 了 两 边 同 时 以 C 左 乘 ,我 们 得 到 
CAB = CI(= C) [由 (4.8)] 

因为 由 假设 CA = 1, 上 一 方程 可 简化 为 

IB=C 或 B=C 
即 B 与 C 必然 相同 ,是 同一 逆 和 矩阵 。 因 此 我 们 说 A 的 逆 ， 
而 不 说 A 的 一 个 道 。 


. 条 件 (4.12) 的 两 部 分 , 即 AA := 和 A !A=IJ 实际 上 互 


相 包 容 , 所 以 满足 一 个 方程 就 足以 确定 A 与 A-!1 的 道 的 
关系 。 为 证 明 这 一 点 ,我 们 需 证 明 若 AA4-!= 了 7, 若 存在 


矩阵 日 使 得 BA = 1, 则 B= A !( 所 以 BA = 了 实际 上 就 
是 A ”A= 了 7 了 )。 我 们 以 A :同时 右 乘 给 定 方程 BA = 了, 则 

(BA)A- = 了 TIA21 

B(AA !1) = IA-![ 结 合 律 ] 

BI = IA [由 假设 AAA = 了] 
因而 ,正如 要 求 的 那样 ， 
B= A'! [由 (4.8)|] 

类 似 地 ,还 可 以 证 明 , 若 A 'A= 了 TT, 则 产生 CA -1= 工 的 惟 
一 矩阵 C 是 C=A。 


例 5 4- | 和- 井 |。 | 则 因 B 中 的 标量 
3 6 9 
0 2 0 3 


乘 子 ( 云 ) 可 移 至 后 面 (交换 律 ) ,我 们 可 以 写成 : 


| | 1 一 | 1 | 1 1 

AB= 一 - 一 一 - 二 

0 2j1l0 316 IL0 66 10 1 

这 就 确立 了 B 为 A 的 逆 ,反之 亦 然 。 颠 倒 乘 积 顺 序 , 正 如 我 们 预 
期 的 那样 ,也 得 到 同样 的 单位 矩阵 : 


1 | | ] "| |， "| 
BA= 一 = 一 = 
0I0 3JIl0 2| 6l0 6| Iio 1 
逆 阵 的 下 述 三 个 性 质 是 令 人 感 兴趣 的 。 若 有 妨 和 B 为 两 个 
n X7XH 非 奇异 矩阵 , 则 


(A )- = A (4.13) 
(4B) = BA-I (4.14) 
(A’) = (AD (4.15) 


第 一 个 性 质 表明 逆 阵 的 逆 就 是 原 和 矩阵。 第 二 个 性 质 表 明 积 的 逆 矩 
阵 等 于 逆 和 矩阵 的 积 , 但 乘积 顺序 颠倒 。 最 后 一 个 性 质 意 味 着 转 置 
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的 逆 为 逆 的 转 置 。 应 注意 ,在 这 些 表述 中 , 逆 的 存在 和 可 相 乘 条 件 
是 预先 假设 的 。 

(4.13) 的 有 效 性 是 显而易见 的 ,所 以 我 们 仅 证 明 (4. 14) 和 
(4.15)。 给 定 积 AB ,我 们 求 出 其 逆 , 称 之 为 C。 由 (4.12) 我 们 知 
道 CAB = 了 ;因此 ,以 B 1A 右 乘 两 边 , 将 产生 


CABB- AL = 1IB''A '(= B-'A-!) (4.16) 
但 左边 可 简化 为 
CA(BB ')A ! = CAIA'! [由 (4.12)] 


=CAA “= CI = C [由 (4.12) 和 (4.8)] 
将 其 代入 (4.16) 则 有 C=B 'A ', 或 者 换 句 话说 ,AB 的 道 等 于 
B “A ,这 正 是 前 面 所 宣称 的 结果 。 在 这 个 证 明 中 ,方程 AA 
=A 4A=TIT 被 运用 了 两 次 。 注 意 , 当 且 仅 当 一 个 矩阵 和 它 的 逆 
在 积 中 严格 毗邻 时 , 才 可 以 应 用 这 个 方程 。 我 们 可 以 写 AA 1'B 
= IB= B, 但 绝 不 能 写 ABA “=B。 
(4.15) 的 证 明 如 下 。 给 定 A’, 我 们 求 其 逆 , 称 作 D。 由 定义 ， 
则 我 们 有 DA'“ = I。 但 我 们 知道 : 
(AA'')= I=I 
86 产 生 同 样 的 单位 矩阵。 因此 我 们 可 以 写 出 
DA =(AA ) 
=(4 )A [由 (4.11)] 
两 边 以 (A')”“ 右 乘 ,得 到 
DA'(A')!=(A !')A'(A')’"! 
或 D=(A ) [由 (4.12)] 
因此 A 的 北 等 于 (A ') ,正如 所 声明 的 那样 。 


在 刚才 的 证 明 中 ,数学 运算 是 对 整个 数据 进行 的 ,如 果 不 把 这 
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些 数 块 作为 数学 整体 (和 矩阵) , 则 同样 的 运算 会 变 得 极其 宛 长 复杂 。 
矩阵 代数 的 精妙 之 处 就 在 于 运算 的 简化 。 


秘 矩 阵 与 线性 方程 组 的 解 


逆 和 矩阵 的 概念 可 直接 方便 地 应 用 于 解 联 立方 程 组 。 关 于 
(4.3) 中 的 方程 组 ,我们 早已 指出 , 它 用 和 矩阵 的 概念 可 以 写成 
A rx = dc (4.17) 


(3x3)(3x1) (3x1) 


其 中 A,z 和 4d 在 (4.4) 中 已 有 定义 ,现在 ,车 A ”存在 ,方程 
(4.17) 两 边 均 以 A ” 左 乘 ,将 产生 
A 'Arz=A'd 
或 (4.18) 
工 =A'd 


(3x1) {3x3) (3x1) 


(4.18) 的 左 侧 为 变量 的 列 向 量 , 而 右 侧 积 则 是 某 些 已 知 数 的 列 向 
量 。 因 此 ,由 矩阵 或 向 量 相等 的 定义 ,(4.18) 表 明了 满足 方程 组 变 
量 的 一 组 值 , 即 解 值 。 而 且 , 若 A-1 存 在 , 则 它 是 唯一 的 ,所 以 
A-1d4 一 定 是 解 值 的 唯一 向 量 。 因 而 我 们 可 以 将 (4. 18) 中 的 z 向 
量 写 成 工 , 以 表示 其 作为 唯一 解 的 地 位 。 

检验 逆 存 在 及 计算 逆 的 方法 将 在 下 一 章 中 讨论 。 但 这 里 可 以 
表明 (4.4) 中 和 矩阵 A 的 逆 为 


18 —16 一 10 
— 13 26 13 
-17 18 21 


1 


-1 
A = 


因而 (4.18) 的 结 采 是 
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1 18 -16 -10]1 22 ] 
z2|= 古 |-13 26 13|112|= |3 
元 ， -17 18 2JHo 1 
此 式 给 出 解 值 z1=2, z=3, z=16 
上 式 作为 求解 线性 方程 组 Arz = ad (其 中 系数 矩阵 A 为 非 奇 
异 阵 ) 的 一 种 方法 ,其 要 点 是 :首先 求 出 逆 阵 A ,然后 以 常 向 量 
d 右 乘 A ”'。 则 积 A '4a 将 给 出 变量 的 解 值 。 


练习 4.6 


2 4 3 8 1 0 9 ， 
1 给 定 A= | 1,8=| .c=| | ,来 A,B',C'。 
—1 3 0 1 6 1 1 


2 运用 上 题 中 给 出 的 矩阵 验证 
(a)(A+B)=A’+B’ (5b)(AC)= CA 
3 证 明 任意 可 相 乘 矩阵 4、B、C ,方程 (ABC) = CBA 成立, 从 而 将 
(4.11) 的 结论 推广 到 三 个 矩阵 相 乘 的 情况 。 
4 给 定 下 列 四 个 矩阵 ,检验 是 否 其 中 任意 一 个 矩阵 均 是 其 它 矩 阵 的 逆 。 


1 
1 12 1 1 1 -4 4 一 六 
D=-|。 | E= | s| F=|， 1 C= 1 
3 -3 一 一 
2 
5 证 明 对 任意 可 相 乘 非 奇 异 和 矩阵 A,B,C, 方 程 (ABC) '!=C- -1B-! 
A 1, 从 而 将 (4.14) 的 结论 推广 。 
6 邻 A=1-X(X'X)!'X'. 
(a) A 必须 为 方 阵 吗 ? (XXX) 必 须 为 方 阵 吗 ? X 必须 为 方 阵 吗 ? 
(8) 证 明和 矩阵 A 为 寡 等 矩阵 。[ 提示 : 若 发" 与 X 不 为 方 阵 , 则 不 适 于 应 
用 (4.14) 。] 
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第 53 章 线性 模型 8 
志和 矩阵 代数 ( 续 ) 


第 4 章 已 经 表明 ,无 论 多 大 的 线性 方程 组 , 均 可 用 简洁 的 矩阵 
符号 来 表示 。 而 且 若 方程 组 系数 矩阵 的 逆 存 在 ,还 可 通过 求 系 数 
和 矩阵 逆 扼 阵 的 方法 解 方 程 组 。 我 们 现在 则 必须 考虑 解决 这 些 问 
题 :如何 检验 道 矩 阵 的 存在 ,以 及 如 何 求 道 矩阵 。 只 有 我 们 回答 了 
这 些 间 题 ,我们 才能 将 矩阵 代数 应 用 于 经 济 模型 。 


5.1 和 矩阵 非 奇 异性 的 条 件 


仅 当 系数 矩阵 A 为 方 阵 时 , 它 才 可 能 有 逆 和 矩阵 ( 即 可 能 是 “ 非 
奇异 的 ”)。 但 正如 前 面 已 指出 的 那样 , 方 阵 条 件 是 逆 和 矩阵 A “ 存 
在 的 必要 条 件 ,而 非 充 分 条 件 。 一 个 矩阵 可 能 是 方 阵 ,但 也 可 能 是 
奇异 矩阵 (没有 逆 矩 中 ) 。 


必要 条 件 和 充分 条 件 


在 经 济 学 中 ,我 们 经 常用 到 “必要 条 件 ” 和 “充分 条 件 ” 这 些 概 
念 。 在 进一步 讨论 前 ,理解 其 确切 含义 是 重要 的 。 
必要 条 件 具 有 先决 条 件 的 性 质 : 假 设 仅 当 另 一 陈述 g 为 真 89 
时 ,陈述 p 才 为 真 , 则 gq 便 构 成 p 的 必要 条 件 。 我 们 可 用 符号 表 
示 如 下 : 
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户 一 4 (S.1) 
读 作 仅 当 9 成 立时 ,pp 成立", 或 者 “种 2p 成 立 , 则 gqg 成 立 。 将 
(5.1) 解 释 成 “p 成 立意 味 着 g 成 立 在 逻辑 上 也 是 正确 的 。 当 然 ， 
也 可 能 出 现 这 种 情况 , 若 我 们 同时 还 有 p 二 w, 则 gg 和 ww 都 是 p 
的 必要 条 件 。 

例 1 我 们 令 p 为 陈述 “ 某 人 是 一 个 父亲 ”,g 为 陈述 “ 某 人 是 
男性 , 则 逻辑 表述 p 二 gq 成 立 , 因 为 仅 当 一 个 人 为 男性 时 他 才能 
是 一 个 父亲 ,男性 是 作 父亲 的 必要 和 条件。 但 要 注意 ,反之 不 成 立 ; 
父亲 身份 不 是 男性 的 必要 条 件 。 

另 一 种 不 同类 型 的 情况 是 若 9 为 真 , 则 p 为 真 ,但 g 不 为 真 
时 p 也 可 能 为 真 。 在 此 情况 下 ,g 被 称 作 pp 的 充分 条 件 。g 为 真 
足以 保证 p 为 真 成 立 ,但 它 不 是 p 为 真 的 必要 条 件 。 以 符号 表示 
这 种 情况 : 

pq (5.2) 
读 作 :“ 当 gq 成 立 , 则 pp 成立 "(没有 “ 仅 ” 这 个 字 ), 或 “车 gq 成 立 , 则 
p 成立” ,好 像 反 读 (5.2) 式 。 还 可 以 将 其 解释 为 “gq 成 立意 味 着 p 
成 立 。 

例 2 若 我 们 令 p 代表 陈述 “一 个 人 可 到 达 欧 洲 ”,g 代表 陈 
述 一 个 人 乘 飞 机 到 达 欧 洲 , 则 p 二 g。 乘 飞机 可 抵达 欧洲 ,但 海 
上 交通 也 可 抵达 欧洲 ,所 以 乘 飞 机 并 非 先决 条 件 。 因 而 我 们 可 以 
写 p 夺 9g ,但 不 能 写 如 之 9q- 

在 第 三 种 可 能 的 情况 中 ,9 既是 户 的 必要 条 件 ,也 是 充分 条 
件 。 在 此 情况 下 ,我 们 写成 : 

Pog : (5.3) 
读 作 :“ 当 和 且 仅 当 gg 成 立 , 则 p 成 立 ”, 双 箭头 实际 上 是 (5.1) 和 
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(5.2) 中 箭头 的 结合 ,因而 同时 使 用 “ 当 ” 和 “ 仪 当 ”两 个 词 。 注 意 ， 
(5.3) 表 明 ,不 仅 p 成 立意 味 着 9 成 立 , 而 且 gq 成 立意 味 着 p 成 立 。 

例 3 若 我 们 令 p 代表 陈述 “ 少 于 30 天 的 一 个 月 ”, 而 g 代表 
陈述 “ 它 是 二 月 ", 则 ps3q。 少 于 30 天 的 月 份 ,必然 是 2 月 。 反 过 
来 ,2 月 份 的 设 定 足以 确定 该 月 少 于 30 天 。 因 而 gq 为 p 的 充分 必 
要 条 件 。 

为 证 明 p 过 9g , 需 证 明 在 逻辑 上 9 可 从 yp 推出 。 类 似 地 ,为 证 90 
明 p< 二 9g, 需 证 明 在 逻辑 上 p 可 从 g 推出 ,但 要 证 明 p 售 9g, 则 和 需 证 
明 p 和 9g 可 互相 从 对 方 推出 。 


非 奇 异性 条 件 


当 方 阵 条 件 已 满足 时 ,和 矩阵 非 奇 异性 的 充分 条 件 是 行 线性 无 
关 ( 或 者 同样 的 , 列 线性 无 关 )。 方 阵 条 件 和 线性 无 关 条 件 结 合 在 
一 起 ,构成 了 非 奇异 性 的 充分 必要 条 件 ( 非 奇异 性 捕 方 阵 和 线性 无 
关 )。 

一 个 n Xn 系数 矩阵 A 可 以 视 为 行 向 量 的 有 序 集 , 即 视 为 一 
个 元 素 为 行 向 量 的 列 向 量 : 


Ql CI2 *** dln Ul 
dd21 他 22 Un U2 
A 一 一 
和 委身 ’ 
nl Qn2 nn DU, 


其 中 v; =[a,i CD” asn ] ,1 = 1 ， 2 ， “oo 因 为 行 向 量 线性 无 

关 , 所 以 没有 一 行为 其 它 行 的 线性 组 合 。 更 正式 地 ,如 在 4.3 节 所 

提 到 的 那样 , 行 线性 无 关 要 求 标量 &; 的 集合 满足 下 列 向 量 方程 
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> eu = 0 (5.4) 


i= 1 (1xn) 


对 所 有 的 i ,k;==0。 
例 4 若 系 数 矩 阵 
3 4 5 z 1 
A= 0 1 2|= |v, 

6 8 10 v3 
则 因 [6 8 10j=2 [3 4 51, 我 们 有 vs =2v1 =2o +0v2。 所 以 
第 三 行 可 以 表示 为 前 两 行 的 线性 组 合 , 行 并 非 线 性 无 关 。 因 此 ,我 
们 可 以 将 方程 男 写 成 

2v1+0v2 2~v3= [6810]+[000]-[6810]= [000] 

由 于 导向 (5.4) 零 向 量 的 标量 集 &; 对 所 有 的 i 并 不 都 全 为 零 ,所 
以 行 向 量 是 线性 相关 的 。 

91 不 同 于 方 阵 条 件 , 线 性 无 关 条 件 一 般 难 以 看 一 眼 就 确定 。 所 
以 需 开 发 检验 行 或 列 线性 无 关 的 方法 。 但 在 我 们 着 手 这 个 任务 之 
前 ,我们 首先 需要 对 为 什么 线性 无 关 条 件 和 方 型 条 件 联系 在 一 起 
有 一 个 直观 的 了 解 。 由 3.4 节 对 计算 方程 数 与 未 知 数 的 讨论 ,我 
们 可 以 回忆 起 这 个 一 般 结 论 : 要 使 方程 组 有 唯一 解 , 仅 满足 方程 数 
与 未 知 数 个 数 相同 的 条 件 是 不 够 的 ,此 外 还 要 有 方程 必须 彼此 相 
容 且 函数 无 关 ( 在 现在 线性 方程 组 的 情况 下 ,意味 着 线性 无 关 )。 
显然 ,在 “方程 数 与 未 知 数 个 数 相 同 " 这 一 标准 与 系数 矩阵 为 方 阵 
( 行 数 与 列 数 相同 ) 这 一 情况 之 间 存 在 着 紧密 的 联系 。“ 行 间 线 性 
无 关 ” 的 要 求 确实 可 以 排除 方程 间 的 不 相 容 和 线性 相关 。 因 此 ,将 
其 结合 在 一 起 ,系数 和 矩阵 的 方形 和 行 线性 无 关 这 两 个 要 求 相 当 于 


3.4 节 所 述 的 方程 存在 惟一 解 的 条 件 。 
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我 们 举例 说 明 系 数 甜 阵 行 间 线性 相关 如 何 导 致 方程 之 间 的 不 
相 容 或 线性 相关 。 令 方程 组 Ar = 4 取 下 述 形式 
10 41fzi di 
| 加 网 
其 中 系数 和 矩阵 A 包含 线性 相关 的 行 : ol =2uo 。( 注 意 ,和 矩阵 的 
列 也 是 线性 相关 的 ,第 一 列 为 第 二 列 的 5 人 2。) 我 们 未 设 定常 数 项 
di 和 dz2 的 值 ,但 关于 其 相对 值 仅 有 两 种 明显 的 可 能 性 :(1) di = 
2d2 和 di1 关 2d，。 在 第 一 种 情况 下 ,比如 di = 12,，d,== 6, 两 个 方 
程 是 相 容 的 但 线性 相关 ( 恰 如 和 矩阵 A 的 两 行 线性 相关 一 样 ) ,因为 
第 一 个 方程 等 于 第 二 个 方程 乘 2。 这 时 一 个 方程 足 矣 ,方程 组 实 
际 上 简化 为 一 个 方程 Szi+2zs=6, 它 具 有 无 数 个 解 。 在 第 二 种 
可 能 的 情况 下 ,比如 di=12, 4,=0, 两 个 方程 是 不 相 容 的 ,因为 
车 第 一 个 方程 (10zx1 +4x2==12) 成 立 , 对 每 一 项 以 2 相 除 ,我 们 将 
其 化 简 为 :5x1 +2x,=6; 结 果 第 二 个 方程 (5zx1 +2zz=0) 不 可 能 
同时 成 立 , 因 此 方程 无 解 。 
结果 是 只 要 系数 矩阵 的 行 线性 相关 ,就 没有 适当 的 唯一 解 存 
在 (在 上 述 任意 一 种 情况 下 ), 事 实 上 ,获得 唯一 解 的 唯一 方式 是 系 
数 和 矩阵 的 行 或 列 线性 无 关 。 在 此 情况 下 ,A 为 非 奇异 矩阵 ,这 意 
味 着 逆 4 确实 存 在 。 且 唯一 解 工 =A- -id 可 求 。 


矩阵 的 秩 


尽管 行 线性 无 关 的 概念 仅 在 与 方 阵 有 关 的 情形 下 讨论 ,但 它 92 
同样 可 以 运用 于 任意 mr Xx n 和 矩阵。 在 一 个 矩阵 中 ,车 线性 无 关 的 
最 大 行 数 为 7, 则 称 该 矩阵 的 秩 为 7o。( 秩 也 告诉 我 们 该 矩阵 线性 
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无 关 的 最 大 列 数 。)m x n 和 矩阵 的 秩 的 最 大 值 等 于 mr、n 中 较 小 的 


一 个 
心 


由 定义 ,一 个 n xn 非 奇 异 和 矩阵 A 其 有 个 线性 无 关 的 行 或 


列 , 所 以 其 秩 必 为 n。 反 之 ,一 个 秩 为 n 的 n xn 和 矩阵 必 为 非 奇 异 
和 矩 阵 。 


练习 S.1 


1 在 下 列 每 对 陈述 中 , 令 户 代 表 第 一 个 陈述 ,9 代表 第 二 个 陈述 。 指 明 


下 列 每 一 情况 是 适 于 (5.1),(5.2) 还 是 (5.3)。 


吗 ? 


(a) 今天 是 假期 ;今天 是 感恩 节 。 
(5) 一 个 几何 图 形 有 由 条 边 ; 它 是 一 个 矩 形 。 

(c) 两 个 有 序 偶 (ae ,5),(b,a) 相 等 ;ia 等 于 46。 

(4d) 一 个 数 为 有 理 数 ;一 个 数 可 以 表示 为 两 个 整数 的 比 。 

(e) 一 个 4x4 抢 阵 为 非 奇异 矩阵 ;该 矩阵 的 秩 为 4。 

( 我 的 汽车 油箱 是 空 的 ;我 不 能 起 动 我 的 汽车 。 

(g) 因 邮 资 不 足 , 这 封 信 被 返还 寄 信 人 ; 寄 信 人 忘记 在 信封 上 贴 邮票 。 
2 令 p 表示 陈述 “一 个 几何 图 形 为 正方 形 ”;g 代表 如 下 陈述 : 
(a) 该 几何 图 形 有 四 条 边 。 

(5) 该 几何 图 形 有 四 条 等 边 。 

(c) 几何 图 形 有 四 条 相等 的 边 , 且 每 条 边 与 邻 边 垂直 。 

对 于 每 一 陈述 ,pp 一 gqg， pp 三 gq, p 今 g 哪 种 情况 为 真 ? 

3 在 下 面 每 一 矩阵 中 , 行 向 量 均线 性 无 关 吗 ? 


ob a] ob a] OF 2 Of, as 


4 检验 上 题 的 列 是 否 也 都 线性 无 关 。 你 得 出 的 结论 与 行 线性 无 关 相同 
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5.2 用 行列 式 检验 非 育 异性 


要 确定 一 个 方 阵 是 否 为 非 奇 异 矩 阵 ,我 们 可 以 运用 行列 式 的 
概念 。 


行列 式 与 非 奇 异性 93 


方 阵 A 的 行列 式 以 | A | 表示 , 它 是 唯一 定义 的 与 该 矩阵 相 
联系 的 标量 ( 数 )。 只 有 对 方 阵 才能 定义 行列 式 。 对 于 一 个 2x2 


a a 
二 A= | “| ,基石 列 起 定义 为 下 面 两 项 的 和 ， 
21 422 
dil 412 
1A|= = al1Q22 一 421412[ 一 个 标量 ] 
U21 422 








(5.5) 
将 A 的 主 对 角 线 上 的 两 个 元 素 相 乘 , 然 后 减 去 其 余 两 元 素 之 积 ， 
便 得 到 上 式 。 根 据 和 矩阵 A 的 维 数 ,(5.5) 所 定义 的 | A | 被 称 作 
二 阶 行列 式 。 


10 4 [3 5 
例 1 ce 知 A=| [| | 其 
8 5 0 一 1 


10 4 
[AI| -| 10(5) -8 = 18 
8 5 


3 5 
和 Bi = 3 D0) -3 
0 —1 


尽管 由 定义 ,一 个 行列 式 ( 以 两 条 纵 线 括 住 ,而 不 用 方 括号 括 住 ) 是 
一 个 标量 ,但 这 样 的 窍 阵 本 身 并 没有 一 个 数值 。 换 句 话说 ,一 个 行 
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列 式 可 化 简 为 一 个 数 ,而 和 矩阵 则 相反 , 它 是 一 个 数 块 的 整体 。 还 需 
强调 的 是 ,行列 式 仪 对 方 阵 有 定义 ,而 矩阵 则 不 要 求 一 定 为 方 阵 。 

即使 在 讨论 的 初期 ,我 们 也 可 能 对 和 矩阵 A 行 线性 相关 与 行列 
式 | A | 之 间 的 关系 ,形成 模糊 的 印象 。 两 个 矩阵 


Bd * ob a 

C = 一 和 D = 一 

c2 3 8 dl 8 24 

均 为 行 线性 相关 ,因为 cl = cy，， d; =4d1’。 两 个 矩阵 的 行列 式 
的 结果 都 等 于 0: 


3 8 
IC | -| =3(8) -3(8) =0 
3 8 


2 
ID|-= 
8 





6 
| =2(24)—8(6)=0 
24 


此 结果 明显 表明 “成 零 " 行 列 式 ( 零 值 行列 式 ) 与 线性 相关 具有 某 种 
联系 。 我 们 将 看 到 事实 确实 如 此 。 因 而 ,行列 式 | A | 的 值 不 仅 
4 可 以 作为 检验 矩阵 A 行 线性 无 关 ( 因 而 为 非 奇 异 和 矩阵 ) 的 一 个 标 
准 ,而 且 还 可 以 作为 逆 A ”的 计算 结果 ,车 道 存 在 的 话 。 
但 首先 我 们 必须 讨论 高 阶 行列 式 以 扩大 我 们 的 视野 。 


计算 三 阶 行列 式 


三 阶 行列 式 与 一 个 3x3 矩阵 相 联 系 。 给 定 


其 行列 式 的 值 为 
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2C22 423 CQC21 423 
| AI 一 |C2l 4422 2423| 二 &11 一 CC12 
C32 433 d31 433 
C3l1 0432 433 
U21 422 
+ Qi13 
U31 32 








= CQ11C22033 一 Q11033432 十 CQ12023C31 一 Q12Q21C33 


十 Q13Q21432 一 Q13Q220X31 = 一 个 标量 (5.6) 





图 5.1 
首先 ,观察 (5.6) 式 的 下 面 两 行 ,我 们 看 到 | A | 的 值 表示 为 
六 项 乘积 之 和 ,其 中 三 项 前 面 为 负 号 ,三 项 前 面 为 正 号 。 尽 管 此 和 
看 起 来 有 些 复 杂 , 仍 然 有 一 个 简单 的 方法 从 一 个 给 定 的 三 阶 行列 
式 中 “捕捉 到 ”这 六 项 。 这 在 图 5.1 中 得 到 了 最 好 的 解释 。 在 图 


5.1 所 示 的 行列 式 中 ,最 上 一 行 的 每 一 元 素 用 两 个 实 第 头 以 下 述 95 
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方式 与 另外 两 个 元 素 相 联 : ai->a2 一 4412 一 023-Q31i 4Q13 阅 
ao。 每 三 个 这 样 的 元 素 通过 相 乘 联系 起 来 ,其 积 便 是 (5.6) 
六 项 乘积 中 的 一 项 。 实 箭头 积 项 前 面 的 符号 为 正 。 

另外 ,最 上 一 行 每 一 元 素 还 用 两 个 虚 箭 头 与 另外 两 个 元 素 相 
联 : ai aa as 一 aa 413 aware 每 三 个 元 素 
也 以 乘积 结合 在 一 起 ,此 积 也 是 (5.6) 中 六 项 之 一 项 。 这 些 积 前 面 
的 符号 为 负 。 全 部 六 项 乘积 之 和 便 是 行列 式 的 和 。 


例 2 
2 1 3 
4 5 6'=(2)(5)(9)+(1)(6)(7)+ (3)(8)(4) 
7 8 9 
—(2)(8)(6) 一 (1)(4)(9) — (3)(5)(7)= -9 
例 3 
-7 0 3 
9 1 4|= (-7)(1)(5) + (0)(4)(0) + (3)(6)(9) 
0 6 5 


—(—7)(6)(4) — (0)(9)(5) — (3)(1)(0) = 295 

这 种 交叉 对 角 线 乘积 的 方法 是 计算 三 阶 行列 式 的 一 种 简洁 方 

式 。 但 遗憾 的 是 , 它 难 以 应 用 于 高 于 三 阶 行列 式 的 计算 。 对 这 种 
高 于 三 阶 的 行列 式 ,我 们 必须 借助 于 所 谓 的 “ 拉 普 拉 斯 展开 ”。 


用 拉 普 拉 斯 展开 计算 n 阶 行列 式 


首先 ,我 们 以 三 阶 行列 式 为 例 解 释 拉 普 拉 斯 展开 过 程 。 回 到 
(5.6) 式 的 第 一 行 ,我 们 看 到 | A | 的 值 也 可 以 看 作 三 项 之 和 ,其 
中 每 一 项 为 第 一 行 的 元 素 与 一 特定 的 二 阶 行列 式 之 积 。 通 过 某 些 
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低 阶 行列 式 计算 | A | 的 过 程 说 明了 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 。 
(5.6) 中 的 三 个 二 阶 行列 式 不 是 任意 确定 的 ,而 是 由 特定 的 规 
U22 


[Fi 
| 是 一 个 通过 删除 | A | 


432 433 
的 第 一 行 和 第 一 列 而 得 到 的 子 行列 式 。 它 被 称 作 元 素 clii (位 于 
删除 的 行 与 列 的 交叉 点 ) 的 子 式 , 并 以 | Mn | 表示 。 一 般 而 言 ， 
符号 | M; | 可 以 用 于 表示 删除 给 定 行列 式 的 第 i 行 第 ) 列 而 得 %6 
到 的 子 式 。 因 子 式 本 身 是 一 个 行列 式 , 它 具有 一 个 值 。 读 者 可 以 
自己 验证 , (5.6) 中 其 它 两 个 二 阶 行 列 式 分 别 是 子 式 | Mi | 和 

| Mi3 | , 即 


律 设 定 的 。 第 一 个 二 阶 行列 式 








U23 C21 (423 dl Un 

















a 
| Mi | = 


C32 33 





| Mi | 三 | Ms | 三 


C&31 433 4d31 432 

与 子 式 密切 相关 的 一 个 概念 是 余子 式 。 余 子 式 以 | C; | 玫 
示 ,是 规定 了 代数 符号 的 子 式 。 其 符号 确定 的 规则 如 下 :车子 式 
| M; | 中 下 标 i 和 j 之 和 为 偶数 , 则 余子 式 与 子 式 符号 相同 , 即 
| Cy | = | My | 。 若 为 奇数 , 则 余子 式 符号 与 子 式 相反 , 即 | C，| 
= - | M，| 。 简 言 之 ,我 们 有 : 

[Cl = (DD™|M,| 

这 里 很 明显 , 当 且 仅 当 (i+j) 为 偶数 ,表达 式 ( 一 1)'' 为 正 。 余 于 
式 具 有 特定 的 符号 是 极其 重要 的 ,应 牢记 在 心 。 

例 4 


@ 很 多 作者 使 用 符号 M; 和 Ci( 没 有 两 条 纵 线 ) 来 表示 子 式 和 余子 式 。 我 们 加 上 
两 条 短 纵 线 是 为 了 直观 地 强调 这 一 事实 : 子 式 和 余子 式 具 有 行列 式 性 质 , 因 此 具有 标 
量 值 。 


127 


9 8 7 
行列 式 |6 5 4| 中 ,元 素 8 的 子 式 为 


3 2 1 
6 4 
| Mi | -| 一 
3 1 
但 同一 元 素 的 余子 式 为 
| Cu | 一 一 | Mi | = 6 
因为 i+j=1+2=3 为 奇数 。 类 似 地 ,元 素 4 的 余子 式 为 
9 8 
1 Ca =—- |M»| =- "| -5 





运用 这 些 新 的 概念 ,我们 可 以 将 三 阶 行列 式 表示 成 : 
[4A|=aalMl -alMol +avr| Mi | 


3 
=ailcal+azlcol+aao|lcal = Zay | Cy | 
j=1 


(5S.7) 

即 表示 成 三 项 之 和 ,其 中 每 一 项 是 第 一 行 的 元 素 与 其 对 应 的 余子 

式 的 积 ,注意 在 (5.7) 中 , ai | Mi | 与 cy | Ciz | 的 符号 不 同 。 
这 是 因为 1+2 为 奇数 。 

三 阶 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 可 以 使 三 阶 行列 式 的 计算 问题 简 

化 为 菜 些 二 阶 行列 式 的 计算 问题 。 类 似 的 简化 在 高 阶 行列 式 的 拉 

7 普 拉 斯 展开 中 也 可 以 实现 。 例 如 ,在 四 阶 行列 式 | B | 中 ,第 一 行 

包含 四 个 元 素 611,…,b14, 因 此 ,根据 (5.7) 式 的 精神 ,我 们 可 以 写 

出 
|B| = Do les 


1 = 
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其 中 余子 式 | C1; | 是 3 阶 的 。 每 个 三 阶 余子 式 则 可 按 (5.6) 式 计 
算 。 一 般 而 言 ,n 阶 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 可 把 问题 简化 为 计算 
n 个 (n -1) 阶 余子 式 ;重复 运用 这 种 展开 过 程 ,将 使 行列 式 的 阶 数 
越 来 越 低 , 最 终 获得 如 (5.5) 所 定义 的 基本 的 二 阶 行列 式 。 则 初始 
行列 式 的 值 就 很 容易 计算 了 。 

尽管 拉 普 拉 斯 展开 过 程 是 按照 第 一 行 元 素 的 余子 式 来 表达 
的 ,但 也 可 以 用 任意 一 行 ,或 者 任意 一 列 去 展开 一 个 行列 式 。 例 
如 , 若 一 个 三 阶 行列 式 | A | 的 第 1 列 包含 元 素 cll ，asi ,aii， 这 
些 元 素 的 余子 式 展开 将 会 产生 | A | 值 ; 


3 
IA| =aulCn|l+aa|lCa|l t+aalCal = >aalcal 
i 二 1 
SS 6 1 
例 5 已 知 A=|12 3 0|, 由 第 一 行 展开 产 出 结果 
7 -3 0 
3 0 2 0 2 
1A|=5 -6 十 =0+0-27=- 27 
-3 0 7 0 7 一 3 





但 由 第 一 列 展开 也 得 到 一 致 的 答案 


3 0 6 1 6 1 
1A|.=5 一 2 +7 = 0 -6-21 -2 
-3 0 -3 0 3 0 


迄今 为 止 我 们 仅 涉 及 数字 运算 ,这 一 事实 使 我 们 有 机 会 选择 

某 些 “容易 ”的 行 或 列 去 展开 。 具 有 最 多 0 或 1 的 行 或 列 最 易 展 

开 ,因为 0 乘 以 其 余子 式 等 于 0, 所 以 该 项 可 以 舍弃 ,1 乘 以 余子 式 

等 于 余子 式 自 身 , 所 以 至 少 可 以 省 略 一 个 乘积 步骤 。 在 例 $ 中 , 展 

开行 列 式 的 最 容易 的 方式 是 用 第 三 列 展开 ,该 列 包含 元 素 1,0,0。 
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因而 我 们 可 以 这 样 计 算 : 
2 3 
IA|=1 -0+0=-27 
7 -3 
38 总 之 ,n 阶 行列 式 | A | 的 值 可 以 通过 任意 行 或 任意 列 的 拉 


普 拉 斯 展开 来 计算 : 


| AI = Da C; | [由 第 i 行 展 开 ] 
(5.8) 
= 之 /oj | Ci | [由 第 7 列 展开 |] 


练习 5.2 


1 计算 下 列 行列 式 : 
































8 1 3 4 0 2 a br 
(a) |4 0 1 (c) 16 0 3 oe 
6 0 3 8 2 3 c ab 
1 2 3 1 1 4 | 并 5 0 
(6) 14 7 5| (ad)|g 11 -2 (1)|3 »y?2 
3 6 9 0 4 7 9 -1 8 
2 为 求 得 下 列 余 子 式 : 
1C31,1Cs31,，|1C31,，|1Cal 及 | Ca | 
请 确定 相应 子 式 前 的 符号 。 
a bb c 
3 已 知 |dq e f|, 求 元 素 a, 5, 了 的 子 式 和 余 于 式 ， 
g hi 








4 计算 下 列 行列 式 : 
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1 2 0 2 7 
(a) 2 3 4 6 Cb) 3 6 
| 6 0 -1 0 0 
0 0 1 


DD 全 
一 


-5 8 -3 4 
5 在 上 题 的 第 一 个 行列 式 中 , 求 元 素 9 的 余子 式 的 值 。 


5.3 行列 式 的 基本 性 质 


现在 ,我 们 可 以 讨论 行列 式 的 某 些 性 质 ,从 而 使 我 们 可 以 “发 
现 ” 方 阵 行 线性 相关 与 矩阵 行列 式 等 于 零 之 间 的 关系 。 
”这 里 讨论 五 个 基本 性 质 。 尽 管 我 们 在 多 数 情况 下 将 以 二 阶 行 
列 式 为 例 来 说 明 , 但 这 些 性 质 对 各 阶 行 列 式 均 适用 。 

性 质 工行 与 列 互 换 不 影响 行列 式 的 值 。 换 言 之 ,矩阵 A 的 行 
列 式 与 其 转 置 矩阵 A’ 的 行列 式 具 有 相同 的 值 , 即 | A | = 




















1A | 。 
4 3 4 3 
例 1 =| = 
3 0 3 6 
a b a Cc 
例 2 = =ad — bc 
c ad bp d 
性 质 开 任意 两 行 或 两 列 互 换 将 改变 行列 式 符号 ,但 数值 不 
变 。 
a b 
例 3 | = ac 一 bc ,但 两 行 互 换 有 





Cc 


他 





d 
ad (ad -bk) 
b 
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= - 26, 但 第 一 列 与 第 三 列 互 换 得 到 


“iD OO 


一 :了 6 . 


Nn 
+ (人 


1 
99 性 质 HI 以 一 标量 乘 行列 式 任意 一 行 (或 任意 一 列 ) ,行列 
式 的 值 将 发 生 k 倍 变化 。 
例 5 以 & 乘 例 3 中 行列 式 的 第 一 行 ,我 们 得 到 
ka kb a b 
c dad 
区 分 两 个 表达 式 kA 与 & | A | 之 间 的 差别 是 重要 的 。 在 以 
标量 上 乘 怎 阵 A 时 ,A 中 所 有 元 素 均 乘 以 x。 但 若 我 们 从 左 到 石 
读本 例 中 的 方程 ,很 明显 ,以 乘 以 行列 式 | A | , 仅 有 一 行 或 列 
被 & 乘 。 因 此 ,这 一 方程 实际 上 给 出 了 一 个 分 解 行 列 式 的 法 则 : 
当 任 意 一 行 或 列 含 有 公约 数 时 ,就 可 以 将 其 提 到 行列 式 外 面 。 
例 6 依次 提取 第 一 列 和 第 一 行 的 公约 数 ,我 们 有 
lSa 76b Sa 76 Sa 
l2c 24d 4c 24d C 
100 当然 ,直接 计算 原 行 列 式 也 会 产生 同样 结果 。 
相反 ,提取 和 矩阵 的 公约 数 要 求 矩 阵 中 所 有 元 素 具 有 公约 数 ,如 


下 式 : 
隐 | | 
二 上 
kc kd C ad 
性 质 IV 行列 式 的 某 一 行 加 上 ( 减 去 ) 另 一 行 的 倍数 ,其 值 不 
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= kad — kbc = Rad ~ bc)= kk 














Cc 


= 3(2) 

















76 
J = 6(Sad — 14pc ) 





变 。 将 上 述 表述 中 的 “ 行 ” 变 为 “ 列 " ,也 同样 成 立 。 

例 7 将 例 3 中 的 行列 式 的 第 一 行 乘 以 & ,并 加 到 第 二 行 上 ， 
我 们 以 得 到 原 行列 式 而 结束 计算 : 

a a 6b 
c+hka d+kb C 
性 质 V 若 行 列 式 的 一 行 (或 列 ) 为 另 一 行 (或 列 ) 的 倍数 , 则 行 
列 式 的 值 为 零 。 作 为 这 种 情况 的 一 个 特例 , 当 行 列 式 两 行 (或 两 
列 ) 相 同时 ,行列 式 将 变 成 零 。 
2a 26b 


ald + kb)— blc+hkha)=ad— i = 











例 8 =2ab ~2ab=0 
a 
行列 式 “ 变 成 零 " 的 另外 一 个 例子 在 练习 5.2 一 1 中 可 找到 。 

这 个 重要 性 质 实际 是 性 质 IV 的 逻辑 结果 。 为 理解 这 一 点 ， 
我 们 将 性 质 IV 应 用 于 例 8 中 的 两 个 行列 式 并 观察 其 结果 。 对 于 
第 一 个 行列 式 ,从 第 一 行 减 去 第 二 行 的 二 倍 ; 对 于 第 二 个 行列 式 ， 
从 第 一 列 减 去 第 二 列 的 二 倍 。 因 为 这 些 运算 不 改变 行列 式 的 值 ， 
我 们 可 以 写成 
2a 26 0 0 |c c 0 c 
a 8 a bllda a 0 a 
现在 新 的 (化 简 的 ) 行 列 式 分 别 有 一 行 和 一 列 为 零 ,因此 在 这 两 个 
例子 中 ,其 拉 普 拉 斯 展开 一 定 为 零 。 一 般 而 言 , 当 行 列 式 的 一 行 
( 列 ) 为 另 一 行 ( 列 ) 的 倍数 时 ,应 用 性 质 IV 总 可 以 将 该 行 ( 列 ) 的 
所 有 元 素 化 简 为 零 ,因此 ,性 质 V 成 立 。 

刚才 讨论 的 基本 性 质 有 几 方 面 的 用 途 。 首 先 , 它 有 助 于 极 大 
地 简化 行列 式 的 计算 。 例 如 ,通过 从 一 行 (或 列 ) 中 减 去 另 一 行 (或 
列 ) 的 倍数 ,行列 式 中 的 元 素 可 以 化 简 成 比较 小 和 简单 的 数 。 若 可 
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能 的 话 ,提取 公约 数 也 具有 同样 的 效果 。 若 我 们 真能 应 用 这 些 性 
101 质 将 某 些 行 或 列 转化 成 尽 可 能 包含 更 多 的 0 和 1 的 形式 , 则 行列 
式 的 拉 普 拉 斯 展开 将 会 是 非常 轻松 的 工作 。 


非 奇 异性 行列 式 的 判别 标准 


我 们 现在 主要 关心 的 是 行 线 性 相关 与 行列 式 为 零 之 间 的 联 
系 。 为 此 ,可 以 引用 性 质 V。 考 察 方 程 组 Ax = 4d: 








3 4 2 Xi di 
15 20 10|. Ix;|= |a， 
4 0 1 工 3 df3 


当 且 仅 当 系数 征 阵 A 的 行 线性 无 关 ,方程 组 具有 唯一 解 ,使 得 A 
为 非 奇异 矩阵 。 但 矩阵 第 二 行为 第 一 行 的 5 倍 , 行 实际 上 线性 相 
关 , 因 此 没有 唯一 解 。 这 个 行 相关 是 通过 直观 观察 确定 的 ,但 运用 
性 质 V, 通 过 | A | =0 这 一 事实 ,也 可 以 发 现 这 一 点 。 

当然 ,矩阵 行 相关 还 可 以 假设 为 更 复杂 、 隐 项 的 形式 。 例 如 在 


下 面 矩 阵 中 
4 1 2 v1 
B = : 2 |- U2 
1 0 1 v3 


就 存在 行 相 关 , 因 为 2v1 -zz -3v3s=0; 但 这 一 事实 难以 通过 直 
观 观测 发 现 。 由 性 质 V 可 知行 列 式 为 零 , 即 | B | =0, 因 为 3 倍 
的 va 加 上 v,' 减 去 2 倍 的 v1 ,可 使 第 二 行 化 简 为 零 向 量 。 一 般 
而 言 ,任何 类 型 行 线性 相关 均 可 由 一 个 等 于 零 的 行列 式 来 反映 ,性 


质 V 的 美妙 之 处 也 正在 这 里 。 相 反 , 若 行 线性 无 关 , 则 行列 式 一 
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定 有 非 零 值 。 
在 上 面 我 们 已 把 矩阵 非 奇异 性 与 行 线性 无 关 基 本 联系 起 来 
了 。 但 有 时 我 们 需要 这 一 结论 :对 于 一 个 方 阵 A , 行 线 性 无 关 忆 
列 线性 无 关 , 现 在 我 们 来 对 其 加 以 证 明 : 
根据 性 质 I, 我 们 知道 | A | = | 4 | 。 因 为 A 中 行 线性 无 
关 驴 | A | 天 0, 所 以 也 可 以 说 A 中 行 线性 无 关 局 | 4 | 关 0。 但 
| A“ | 关 0 售 转 置 矩阵 A 中 行 线性 无 关 会 A 中 列 线性 无 关 ( 据 定 
义 A 的 行为 A 的 列 ) 因 而 A 中 行 线 性 无 关 洁 A 中 列 线 性 无 关 。 
现在 ,我 们 把 关于 非 奇 异性 检验 的 讨论 总 结 一 下 。 给 定 线性 102 
方程 组 Ax = 4 ,其 中 A 为 一 n Xn 系数 矩阵 ， 
| A | 和 关 0 傅 矩阵 A 中 行 ( 列 ) 线 性 无 关 
今 A 为 非 奇异 和 矩阵 
今 A !' 存 在 
对 一 个 惟一 解 z=A !'4d 存在 
因而 ,系数 矩阵 行列 式 的 值 | A | ,提供 了 一 个 检验 矩阵 A 非 奇 
异性 和 方程 组 Ax = 4 存在 惟一 解 的 非常 方便 的 判别 标准 。 但 要 
注意 ,行列 式 判别 标准 并 未 提 到 解 值 的 代数 符号 ,尽管 我 们 可 以 肯 
定 当 | A | 闫 0 时 ,存在 惟一 解 ,但 有 时 我 们 也 可 能 得 到 经 济 上 不 
允许 的 负 的 解 值 。 
例 9 下 列 方程 组 有 惟一 解 吗 ? 
Tri -3z， 一 3z3 =7 
2xX1+ 4r >»+x3=0 
- 2xr; -za =2 
行列 式 | A | 为 
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7 -3 -3 
2 4 1=-8 关 0 
0 -2 -1 

因而 确实 存在 唯一 解 。… 


本 新 定义 和 矩阵 的 秩 


前 面 我 们 把 矩阵 A 的 秩 定 义 为 A 中 线性 无 关 的 行 的 最 大 数 
量 。 根 据 行 线性 不 相关 与 其 行列 式 不 为 零 之 间 的 关系 ,我 们 可 以 
103 将 mx Xn 矩阵 的 秩 重 新 定义 为 由 该 矩阵 的 行 和 列 所 构造 的 不 为 
零 的 行列 式 的 最 大 阶 数 。 任 何 和 矩阵 的 秩 都 是 一 个 惟一 的 值 。 
显然 ,mx 和 矩阵 的 最 大 秩 为 ma 与 寺中 较 小 的 一 个 。 因 为 行 
列 式 仪 对 方 阵 有 定义 ,由 和 矩阵 的 维 数 ,比如 3x5 和 矩阵 ,其 行列 式 最 
大 可 能 的 阶 数 为 3。 这 一 事实 用 符号 表示 如 下 : 
r(A) < minim,nl) 
读 作 :“A 的 秩 小 于 或 等 于 由 m 和 组 成 的 集合 中 最 小 的 一 个 
数 ”"。n x 非 奇异 矩阵 的 秩 必 为 n ,在 此 情况 下 ,我们 可 以 写成 : 
r(A)=n。 
有 时 ,有 人 可 能 会 对 两 矩阵 积 的 秩 感 兴趣 。 在 这 种 情况 下 ,可 
运用 下 列 法 则 : 
r-(AB) < minir(A),r(B)| 


练习 S.3 


20 -1 
1 1 了 
3 3 9 


1 有 由 行列 式 验证 行列 式 的 前 四 个 性 质 。 
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2 证 明 : 当 ?= 阶 行 列 式 |A | 的 所 有 元 素 被 数 & 乘 时 ,结果 将 为 妃 
[141。 
3 行列 式 的 哪 一 性 质 使 我 们 可 以 作 下 列 运算 ? 
9 18 9 18 9 27 1 3 
a i 
27 56 0 2 4 2 2 1 
4 ”检验 下 列 行列 式 是 否 为 非 奇 异 矩 阵 : 


4 0 1 7 一 ! 0 
(a) » 1 : (c) 1 1 4 
5 4 7 13 -3 -4 


4 -2 1 7 9 5 
(5b) |—5 6 0 (dq) 13 0 1 
7 0 3 10 8 6 


5 对 上 题 中 每 一 矩阵 的 秩 可 以 得 出 何 结论 ? 
6 下 面 每 组 3 一 向 量 能 生成 3-~ 空 间 吗 ? 为 什么 能 ? 或 者 为 什么 不 能 ? 
(a){t 2 0] [2 3 1] [3 4 2] 
(5)[8 1 3] [1 2 8] [-7 1 5] 
7 用 Ar=ad 的 形式 改写 (3.23) 简 单 国 民 收 入 模型 ,然后 检验 系数 矩阵 
A 是 否 为 非 奇 异 矩 阵 。( 把 Y 作为 向 量 z 中 的 第 一 个 变量 。) 


5.4 求 逆 矩阵 


若 线 性 方程 组 Az = d 中 的 矩阵 A 为 非 奇 异 和 矩阵 , 则 4A 在 
在 , 且 方 程 组 的 解 为 工 =A-: dzZ。 我 们 已 知道 ,通过 判别 标准 | A | 
隆 0, 可 以 检验 A 的 非 奇 异性 。 下 一 个 问题 是 : 若 A 确实 通过 了 
非 奇 异性 检验 ,我 们 如 何 求 逆 A !。 


按 异 行 余 子 式 展开 行列 式 


在 回答 这 个 问题 之 前 ,我 们 先 讨论 行列 式 的 另 一 个 重要 性 质 : 
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性 质 VI 按 异 行 余子 式 (未 按 “ 正 确 " 的 行 或 列 展开 的 余子 式 ) 
展开 的 行列 式 ,其 值 恒 为 堆 。 
例 1 车 我 们 用 第 一 行 的 元 素 和 第 二 行 中 对 应 元 素 的 余子 式 








4 1 2 
104 来 展开 行列 式 $ 2 1 
1 0 3 
第 二 行 元 素 的 余子 式 为 
1 2 4 2 
| C2 | = 一 =-3 |cC2| = = 10 
0 3 3 
4 
| C», | 一 一 = 1 
1 0 


我 们 得 到 
Ull C21 + ai> | C22 | + Q13 | C23 | =4(—3)+1(10)+2(1)=0. 


更 一 般 地 ,把 例 1 所 述 的 按 蜡 行 余 子 式 展开 行列 式 的 方法 应 
al ai al 
用 于 行列 式 |a2 a2。 azws| 得 到 的 如 下 乘积 之 和 也 为 零 : 
Qa3l a3 Qa33 


3 
Dayl Cl=an|0 +awm| C | +an| Ca | 
i=1 


Ul2 13 Ull 13 


二 一 Qil 十 Q12 一 Q13 








dll | 
C31 03 


= 4Q11012033 + Ql1013C32 + Q11QDQ33 一 412Q13031 





C3L1 Ud% 








U32 U3 


-411413C432 + Q12213031 = 0 
(5.9) 
产生 这 一 结果 的 原因 在 于 这 一 事实 :(5.9) 中 乘积 之 和 可 以 视 为 另 
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一 行列 式 


CC31 CC32  C33 


按 第 二 行 正 规 展 开 的 结果 , | A” | 与 | A | 的 区 别 仅 在 于 第 二 
行 , | 4 ”| 的 前 两 行 是 相同 的 。 作 为 一 个 练习 ,读者 可 以 自己 写 
出 | A* | 第 二 行 的 余子 式 , 并 验证 它们 确实 是 (5.9) 中 出 现 的 余 
子 式 , 并 且 具 有 正确 的 符号 。 因 为 | A”| 的 前 两 行 相同 ,所 以 
| A" | =0, 因 而 (5.9) 所 示 的 按 异 行 余 子 式 展开 的 行列 式 必 须 
也 为 零 。 

性 质 VI 对 各 阶 行 列 式 均 成 立 ; 并 且 当 行列 式 按 任意 行 或 列 
的 异 行 余子 式 展 开 时 也 可 应 用 此 性 质 ,因而 我 们 一 般 可 断言 ,对 于 
n 阶 行 列 式 ,下列 结论 成 立 : 


Zs | Ci; | =0 (i 关 2) 


1=1 


[ 按 第 i 行 和 第 i 行 的 余子 式 展开 ] 
之 1ai | Ci | =0 (j 关 7 了) (5.10) 


L 按 第 7 列 和 第 六 列 的 余子 式 展开 ] 


仔细 比较 (5.10) 与 (5.8)。(5.8) 式 (正规 的 拉 普 拉 斯 展开 ) 在 和 中 

的 每 一 乘积 项 中 a 和 | C; | 的 下 标 必 相 同 ;而 在 像 (5.10) 的 异 

行 余子 式 的 展开 中 ,两 个 下 标 中 的 一 个 (一 选 定 的 i 或 六 的 值 ) 必 

定 是 不 相同 的 。 105 
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和 矩阵 求 复 


在 (5.10) 中 归纳 的 性 质 VI, 对 于 发 展 一 种 矩阵 求 道 的 方法 ， 
即 求 出 道 和 矩阵 的 方法 ,具有 直接 的 帮助 。 
假设 给 定 n xX n 韭 奇 蜡 和 矩阵 A 


dll CI12 dln 

dQ21 422 ” 42r 
A = (|4| 和 关 0) (5.11) 
(nxny | 

Qnl dn? nn 


因 A 中 每 一 元 素 具有 余子 式 | Cy | ,有 可 能 通过 以 余子 式 | CG | 
置换 (5.11) 中 每 一 元 素 az 而 形成 一 个 余子 式 矩 阵 。 这 样 的 余子 
式 和 矩阵 ,以 C=[ | Ci | ] 表 示 , 必 为 nxn 矩阵。 但 基于 现在 之 
目的 ,我 们 对 C 的 转 置 更 感 兴趣 。 转 置 C“ 一 般 称 作 A 的 伴随 甜 
阵 , 以 符号 adj A 表示 。 伴 随和 矩阵 的 形式 如 下 : 


C1i | | C21 | 机 | Cl | 
| C1 | C22 | 机 (2 
C 三 adlj A 三 
(xaxn) | 
C1 | | C2n Cnn 
(5S.12) 


矩阵 A 和 C 可 相 乘 ,其 积 AC 为 男 一 个 nxn 和 矩阵 ,其 中 的 


每 一 元 素 为 乘积 和 。 通 过 利用 拉 普 拉 斯 展开 公式 和 行列 式 性 质 
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VL, 乘 积 AC’ 可 以 表示 如 下 : 






Daylos) DaylG| … ay | Cs | 
j=1 7 = 1 jl 





AC = i 


(nxn) 


六 nn nn 
人 az | CD | > | Ci | 上 之 aai | COs | | 
= 1 1 = 1 i= 1 . 





Das | Cy | Da | GO | 机 Zan | C, | 
= 1 j=1 7 = 1 


J 
| A | 0 。 。 0 
0 | A | . 0 
~ |: . . |[ 由 (5.8) 和 (5.10)] 
0 0 [AI 
1 0 0 


[| AI| . .| = | A | | 因 式 分 解 ] 


因为 行列 式 | A | 为 一 非 零 标量 ,所 以 可 以 将 方程 AC” = 106 
1417 两边 同 除 以 | A | ,结果 为 : 


AC’ C 
| A | A 


以 4 “同时 左 乘 后 一 方程 两 边 ,并 利用 结果 A- 14 = 了, 我们 得 到 


TAT=I 或 4 TAT= 1 


CC -_ -1 可 
-ST = A ,或 者 
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加 
A 1 _ 


现在 ,我 们 已 找到 求 矩 阵 A 的 道 的 方法 了 。 
求 方 阵 4 的 逆 矩 阵 的 一 般 步 骤 可 概括 如 下 :(1) 求 |1A|[ 当 
且 仅 当 | A | 和 关 0, 我 们 才 可 进行 下 一 步骤 , 因 若 | A | =0， 
(5.13) 中 的 逆 无 定义 ];(2) 求 A 所 有 元 素 的 余子 式 ,将 其 排 成 余 
子 式 和 矩阵 C=[ | C, | ]; (3) 求 C 的 转 置 以 得 到 adj A; (4) 以 
行列 式 | A | 除 adj A ,其 结果 便 是 所 要 求 的 逆 甜 了 泗 A ! 


adjA [由 (5.12)] (5.13) 


3 2 
例 2 末 A= | | 的 过 生计 因 | A| = 一 2 和 关 0, 道 矩阵 
A 存在 。 在 本 例 中 每 一 元 素 的 余子 式 为 1x1 行列 式 , 它 简单 定 
义 为 行列 式 本 身 的 标量 元 素 ( 即 | i | 三 Li )o 因此 我 们 有 : 


国光 | | 因 
C= 一 
| C21 | | C2 | 一 2 3 
注意 ,1 和 2 前 面 有 人 负 号 ,正如 余子 式 所 要 求 的 那样 。 转 置 余子 式 
矩阵 得 到 

国生 

adj A = 
—1 3 


所 以 着 矩阵 A 可 以 写成 


0 1 
_ 1 1| 0 -2 
A ”= 下 TadiA= 一 广 = 
[AT 2 | , ,| 
1! 3 2 -2 

4 1 -1 

ms 2| 的 道 和 矩阵 。 
0 7 





107 因 | B | =99 头 0, 所 以 逆 矩 阵 B 7! 存 在 。 余 子 式 和 矩阵 为 ; 
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上 | 。 2 | 
0 7 3 7 3 0 
21 6 -9 
1 —1 4 一 1 4 | 
一 一 = |-7 31 3 
0 7 3 7 3 0 
5 -8 12 
4 一 1 4 1 
3 2 0 2 0 3 
因 而 
21 -7 5 
adj B = 6 31 —8 
—9 3 12 
且 所 求 逆 矩 阵 为 
21 -7 5 
-1 1 .1 
B =- TBTadjB = 5 6 31 8 
一 9 3 12 


读者 可 以 检验 ,以 上 两 例 的 结果 分 别 满足 
AA '=A 'A=I 和 BB :=B 'B=I1。 


练习 5.4 


108 


1 假定 我 们 按 第 三 列 和 第 二 列 元 紊 的 余子 式 展 开 一 个 四 阶 行列 式 ,如 
何 用 乙 符 号 写 出 所 得 到 的 乘积 之 和 ? 若 我 们 按 第 二 行 和 第 四 行 元 素 的 余子 
式 展 开 此 行列 式 , 以 纪 符 号 表示 的 习 积 和 将 会 如 何 呢 ? 

2 求 下 列 和 矩阵 的 道 。 


(aa=|- | Co) c= | | 


oo oo 


143 


3 (a) 利用 上 一 题 的 答案 ,推出 一 个 求 一 已 知 2x2 和 矩阵 A 的 伴随 矩 
阵 的 两 步 法 则 :第 一 步 ,指明 为 求 出 adj A 的 对 角 元 素 , 应 如 何 处 理 A 的 两 个 
对 角 元 紊 ;第 二 步 ,如 何 处 理 A 的 两 个 非 对 角 元 素 。[ 注 意 ,此 法 则 仅 适 于 2 
x2 和 抢 阵 。] 

(5) 在 上 述 两 步 基础 上 ,加 上 第 三 步 , 求 出 2x2 首 矩阵 A 1。 

4 求 下 列 和 矩阵 的 逆 抢 阵 : 


4 一 2 | 1 
me 3 | ee 


2 0 


1 
1 -1 2 1 
we 0 : oo 
0 2 


5 一 个 矩阵 可 能 是 其 自身 的 道 矩阵 吗 ? 


己 一 口 一 吕 
二) 
L__ 





5.5 克 莱 姆 法 则 


刚才 讨论 的 矩阵 求 逆 的 方法 ,使 我 们 得 以 推导 出 一 种 方便 实 
用 的 解 线 性 方程 组 的 方法 ,这 种 方法 称 作 克 莱 姆 法 则 。 


克 莱 姆 法 则 的 推导 
给 定 方程 组 Ax=4d, 其 中 A 为 nxn 和 矩阵 。 若 A 为 非 奇 异 
和 矩阵 ,方程 组 的 解 可 以 写成 


z=A id= 二 (ad A)d ”[ 由 (5.13)] 


根据 (5.12), 这 意味 着 
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二， | C1 | C2 | “"" Cnn | dn» 


rdil Cul +ds|Ca| + +d,|C, | 
1 di| C12| +d2|C»2| + + d,| C2| 





间 


di1 | Ci 十 d2 | C2 | + | 十 d, | Cn | 


Pal ca 


1 | >dil| Cy | 
一 i=1 





~ IA| 


Zadi | C | 
i=1 


使 方程 两 边 对 应 元 素 相等 ,我 们 得 到 解 值 
Z1 = TATZd Cil | X22 一 TAT 2 | Ci2 (等 ) 


(5.14) 
($.14) 中 的 之 项 看 起 来 有 些 陌生 。 它 们 表示 什么 呢 ? 由 
(5.8) 我 们 知道 ,行列 式 |A | 按 第 一 列 的 拉 普 拉 斯 展开 可 以 表示 


成 2,ail | Ci | 。 车 我 们 以 列 向 量 d 置换 | A | 中 的 第 一 列 ， 
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但 保持 | A | 中 的 其 它 各 列 不 变 , 则 得 到 一 个 新 的 行列 式 , 称 其 为 
| A11 ,下 标 1 标明 第 一 列 已 被 4d 置换 。 按 第 一 列 (d 列 ) 展 开 


| A; | 得 到 表达 式 > )d, | Ci | ,因为 现在 元 素 d; 已 代替 了 元 
素 a,1。 回 到 (5S.14) ,我 们 便 看 到 


】 
109 Ti1= AT |All 


类 似 地 , 若 我 们 以 列 向 量 a 置换 | A | 中 的 第 二 列 , 而 保持 其 它 
各 列 不 变 , 按 第 二 列 (4 列 ) 展 开 新 行列 式 | A | ,得 到 表达 式 


a | Cz | 。 被 | A | 除 , 便 得 到 的 解 值 ;如 此 等 等 。 


这 个 过 程 可 归纳 如 下 :要 求 出 第 ; 个 变量 二 的 解 值 ,我 们 仅 
需 以 常数 项 di ,… ，a, 代替 行列 式 | A | 中 的 第 7 列 ,得 到 新 行 
列 式 | A; | ,然后 以 原 行列 式 | A | 除 以 | A; | 。 这 样 ,方程 组 
Ax = d 的 解 可 以 表示 成 





al a ** di 2 al 
A a a dy aa 
Qnl An? ere ad, a Qn 


(由 a 代替 第 ; 列 ) 


(5.15) 中 的 结果 便 是 克 莱 姆 法 则 的 表述 。 注 意 ,矩阵 求 道 的 方法 
一 次 得 到 所 有 内 生变 量 的 解 值 (是 一 个 向 量 ) ,但 克 莱 姆 法 则 一 
次 只 得 到 一 个 内 生变 量 的 解 值 (z; 是 一 个 标量 )。 
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例 1 求 下 列 方程 组 的 解 
Sr + 3x = 30 














6x1 一 27z， 一 8 
由 系数 和 常数 项 可 得 下 列 和 矩阵 
5 30 3 
[A++= = 一 28 | A1 | = = -84 
6 一 2 8 一 2 
5 3 
| A,| = = 一 140 
因此 ,由 (5.15) 式 ,我 们 马上 得 到 
| A | - 84 _ | A, | — 140 
zi 一 TAT -28™? 和 zr, =AT -Ig -5 
例 2 求 下 列 方程 组 的 解 
7Tt1— xX»>— x3=0 
10zl1 一 2x>+ x3=8 110 
6zl 十 3zy 一 2z3 一 7 
可 求 得 相应 的 行列 式 |A | 和 |Ai;| 为 
7—-1-1 0~-1—1 
| A|=|110-2 1|=-61 | A1|=|8-2 0 
6 3—2 7 3-—2 
7 0-1 7-1 0 
| A;|=|10 8 1|=-183 | A3|=|110-2 8|= -244 
6 7-2 6 3 7 
因而 变量 解 值 为 
;A _ -601_) : -141 _ -183_， 
“1 IAT -61 275 TAT ”一 61 = 
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注意 ,在 上 面 每 一 例 中 ,我 们 求 得 | A | 承 0。 这 是 应 用 克 莱 
姆 法 则 的 必要 条 件 , 因 为 它 也 是 道 矩 阵 A 存在 的 必要 条 件 。 克 
莱 姆 法 则 在 计算 时 绕 过 了 矩阵 求 逆 的 过 程 ,但 它 毕 况 是 建立 在 和 矩 
阵 求 逆 概 念 基础 上 的 。 


对 章 次 方程 组 的 阐释 


上 面 所 考察 的 方程 组 Az = d 在 向 量 4 中 可 具有 任意 常数 。 
但 若 d=0, 即 车 d= dd =…=dv=0, 方 程 组 将 变 成 
Az =0 
其 中 0 为 零 向 量 。 这 种 特殊 情况 被 称 作 齐 次 方程 组 。2 


若 A 为 非 奇 异 和 矩阵 , 齐 次 方程 组 仅 能 得 到 一 个 “平凡 解 ”, 即 


ZIl=Z2=…=Zu=0。 这 一 结论 是 从 下 述 事实 推导 出 来 的 : 解 
ZX 二 A 'd 在 这 种 情况 下 会 变 成 
= A 0 = 0 


(nx1) (nx ne) (nx1) (nx1) 


为 外 ,还 可 以 从 克 莱 姆 法 则 推出 这 一 结论 。d =0 这 一 事实 意味 着 
对 所 有 的 ;} ,| A; | 一 定 包 含 一 个 全 部 元 素 为 零 的 列 , 因 而 解 值 将 
为 





_ | A, | 0 : 
.二 一 一 一 -~ ; 一 本 得 三 
之 ; | AI [| AI (J 1 ,2 ,7 ) 


令 人 费解 的 是 , 齐 次 方程 组 得 到 非 平凡 解 的 唯一 方式 是 有 
[1A1=0, 即 具有 奇异 矩阵 A! 在 此 情况 下 我 们 有 


zh -0 
7 [AI 0 


四 “ 齐 次 一 词 描述 这 样 -一 种 性 质 : 当 所 有 变量 x;,… ,x, 被 一 常数 乘 时 ,方程 组 
仍然 成 立 。 仅 当 常 数 项 (不 属于 任意 x; 的 项 ) 全 部 为 零 时 , 才 有 这 种 可 能 。 


148 





这 里 表达 式 0[0 并 不 等 于 0, 而 是 没有 定义 。 因 而 克 莱 姆 法 则 不 
能 应 用 。 这 并 不 意味 着 我 们 不 能 得 到 解 , 而 是 意味 着 我 们 不 能 得 
到 唯一 解 。 
考察 齐 次 方程 组 

aljlZl + al 一 (0 

ja 0 (5.16) 
很 明显 ,z1=Z2=0 是 一 个 解 ,但 这 个 解 为 平凡 解 。 现 在 假定 系 
数 和 矩阵 A 为 非 奇 异 和 矩阵 ,所 以 | A | =0。 这 意味 着 行 向 量 [all 
ai2] 为 行 疝 量 La) az ] 的 倍数 ,结果 其 中 一 个 方程 是 多 余 的 。 假 
如 从 (5.16) 中 删除 第 二 个 方程 ,我 们 得 到 一 个 (第 一 个 ) 方 程 , 具 有 
两 个 变量 , 解 是 xl1=(- avai)zze 此 解 为 非 平 及 解 , 且 兰 
all 天 0 ,此 解 有 定义 ,但 实际 上 它 代 表 了 无 穷 多 个 解 , 因 为 对 于 每 
一 个 可 能 的 过; 值 , 都 存在 一 个 对 应 的 荆 ; 值 ,使 得 | 和 xz, 的 
解 的 关系 成 立 。 因 此 对 于 齐 次 方程 组 ,不 存在 唯一 的 非 平 凡 解 。 
这 个 结论 对 于 几 个 变量 的 情况 也 是 成 立 的 。 


线性 方程 组 解 的 结果 


我 们 对 线性 方程 组 Ax = da 的 几 种 变 式 的 讨论 表明 ,其 解 的 
结果 可 能 存在 四 种 类 型 。 为 更 好 地 全 面 考察 这 些 变 式 ,我 们 将 其 
列 于 表 5.1 中 

在 第 一 种 情况 下 ,方程 组 可 得 到 惟一 的 非 平 凡 解 。 仅 在 方程 112 
组 为 非 齐 次 方程 组 ,其 系数 矩阵 为 非 奇 异 矩 阵 的 情况 下 ,我 们 才 可 
能 得 到 这 一 结果 。 第 二 种 可 能 的 结果 是 唯一 的 平凡 解 。 这 一 结果 


与 具有 非 奇 异 矩 阵 A 的 齐 次 方程 组 相 联 系 。 在 第 三 种 可 能 性 中 ， 
149 


我 们 可 能 具有 无 数 个 解 。 这 种 偶然 性 仅 当 方程 组 中 方程 间 存 在 相 
关 性 ( 即 存在 多 余 方 程 ) 时 才 会 出 现 。 平 凡 解 是 否 包 括 在 无 数 解 
中 , 则 要 视 方 程 组 是 否 为 齐 次 方程 组 而 定 。 最 后 ,在 方程 组 不 相 容 
的 情况 下 ,根本 没有 解 。 从 模型 构建 者 的 角度 看 ,最 有 益 、 最 理想 
的 结果 当然 是 人 存在 唯一 的 非 平凡 解 了 关 0。 


表 5.1 线性 方程 组 Ax = d 解 的 结果 

行 问 量 , 志和 天 人 d=0 

列 式 | 全 ( 非 齐 次 方程 组 ) ( 齐 次 方程 组 ) 
[Al0 存在 唯一 的 非 平 凡 | 存在 唯一 的 平凡 解 
A 为 非 奇异 矩阵 解 二 天 0 z=0 

A|=0 个 个 
[AI| 可 相关 | 存在 无 数 个 解 (不 包 | 存在 无 数 个 解 (包括 
A 为 奇异 括 平凡 解 ) 平凡 解 ) 


矩阵 不 能 应 用 
练习 5.5 


1 运用 克 莱 姆 法 则 解 下 列 方程 组 


(a) 3zx1-2x2=11 (c) 8r1 ~ 7x2=—6 
2xX1+ Xx,= 12 XlI+ xX;=3 
(858)— rit3z =—3 (qd)6zx1+9xr,=15 
4Z1 一 工 ?; 一 工 2 7Z1 一 3z 王 4 


2 求 上 题 每 一 方程 组 系数 矩阵 的 道 ,并 以 公式 工 =A4 'd 求 方程 组 的 


3 运用 克 莱 姆 法 则 解 下 列 方程 组 
(a) 87; 一 并 一 14 (c) 4z+3y-2z= 7 
XxX;+Sr3= 1 T+y= 5 
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2r1+3r3= 4 3r +z= 4 


(5b) — rit+3r,+2xr;3=24 (a) XX+y+z=a 
Zi1+Zz3s= 6 Tr-y+z=6 
ST- XxX3= 8 T+y-z=c 


4 证 明 ; 克 菜 姆 法 则 还 可 以 按 下 列 步骤 推导 出 来 :以 余子 式 | C | 同 
时 乘 方 程 组 Ax = a 中 第 一 个 方程 的 两 边 ,再 以 余子 式 | C2; | 同 乘 第 二 个 方 
程 的 两 边 ,等 等 。 将 所 有 新 得 到 的 方程 相 加 ,然后 连续 赋 下 标 ; 以 数值 1,2， 
… ,2 这样 便 得 到 如 (5.14) 所 示 的 解 值 工 ;, 工 ?并 wo 


5.6 克 莱 姆 法 则 在 市 场 模型 
和 国民 收入 模型 中 的 应 用 


第 3 章 中 讨论 的 简单 均衡 模型 可 通过 克 莱 姆 法 则 或 矩阵 求 逆 
的 方法 很 容易 地 解 出 。 


市 场 模 型 


在 消去 数量 变量 以 后 ,(3.12) 所 描述 的 两 商品 模型 可 以 像 
(3.13 ) 那 样 写 成 两 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 : 113 
Ci 有 Pi + cP; =— co 
YPi+ YP =~ Yo 
所 需 的 三 个 行列 式 |A|，| A1 | ，| A, | 的 值 如 下 : 


Cl CD 


[41= 


= Cl1Y2 C271 








Y1 Y2 


Co C2 
三 一 Coyz + czyo 





| AI -| 
一 Yo 7Y2 
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Cl 一 Co 
| A, | = = CYo + co 
Y: Yo 
因此 均衡 价格 必 为 

万 = AI _ C2Y0 一 com 
[AI C1Y2 一 5C2 力 
万 = | As| coy -cy 
“ [AI C1Y2 ~ C2Yi 


它们 与 (3.14) 和 (3.15) 式 中 的 结果 完全 一 致 。 同 以 往 一 样 , 在 需 
求 或 供给 方程 中 通过 设 定 P= Pi, P,=P, , 便 可 求 得 均衡 数量 。 


国民 收入 模型 


(3.23) 式 所 描述 的 简单 国民 收入 模型 也 可 用 克 莱 姆 法 则 来 
解 。 如 (3.23) 所 示 ,模型 包括 下 列 两 个 联 立方 程 组 : 
Y=C+Iot+ Go 
C=a+bY (a>0,0<6b<1) 
可 将 其 重 排 为 
Y—-C=I06+ Go 
— bY+C=a 
从 而 使 内 生变 量 Y 和 C 仅 出 现在 等 号 左边 ,而 外 生变 量 和 常数 参 
数位 于 等 号 的 右边 。 到 数 乱 阵 的 形式 为 | ,数列 向 晤 
(数据 ) 为 | “|。 注 意 ,和 1o+ Go 被 视 作 一 个 整体 , 即 常数 
114 向 量 中 的 一 个 元 素 。 


利用 克 莱 姆 法 则 可 立即 得 到 下 列 解 
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a a 上 To+Go+a 
| 1 —1 1-56 
一 也 l 
1 (Io+ Go) 
E = 一 如 a a+b(lo+ Go) 
加 1 一 1 1 一 
一 已 1 








读者 可 以 验证 , 刚 得 到 的 这 个 解 与 (3.24) 和 (3.25) 式 中 的 解 是 一 
致 的 。 

现在 我 们 试用 系数 矩阵 求 道 的 方法 来 解 此 模型 。 因 为 系数 和 矩 
1 1 5&6 
| ,其 儿子 式 从 了 | ?| ,因而 我 们 有 adjA = 


1 一 
昨 为 A= | 
-6 1 


1 1 
|， |。 由 此 可 知道 和 阵 为 
1 11I 
A -TA -Ts | 


我 们 知道 ,对 方程 组 Az = d , 解 可 以 表示 为 x = A 'd。 将 其 应 朋 
于 现在 的 模型 ,这 意味 着 


__l1 1 [0]= 1 ot 
1-6bilp 1 a ~ 1~-blob(Io + Go)+t+a 


很 容易 看 到 ,这 个 解 同 前 面 得 到 的 解 也 是 相同 的 。 


mol 


CI 


矩阵 代数 与 变量 消去 法 


这 里 举例 说 明 的 两 个 经 济 模 型 均 仅 包含 两 个 方程 ,所 以 只 需 
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计算 二 阶 行列 式 。 对 于 大 的 方程 组 ,将 会 出 现 高 阶 行列 式 ;而 高 阶 
行列 式 的 计算 并 非 轻松 的 任务 。 大 道 阵 的 求 道 更 是 绝 非 儿戏 。 事 
实 上 ,从 计算 的 角度 看 , 克 莱 姆 法 则 和 和 矩阵 求 送 并 不 必然 比 连续 变 
量 消 去 法 更 有 效 。 

有 人 可 能 会 问 ,既然 如 此 ,为 什么 要 使 用 矩阵 方法 呢 ? 正如 
我 们 在 前 面 的 内 容 中 所 看 到 的 ,矩阵 代数 使 我 们 可 以 用 简洁 的 符 
号 表示 任意 方程 组 ,还 给 出 了 检验 方程 组 存在 唯一 解 的 行列 式 判 
别 准则 。 这 些 优点 是 其 它 方法 不 具备 的 。 此 外 ,需要 提 到 的 是 , 消 
元 法 不 能 给 出 任何 解 的 分 析 表达 式 ,而 矩阵 求 送 和 克 莱 姆 法 则 却 
与 其 不 同 ,它们 能 给 出 解 的 简洁 表达 式 z=A-i1d 和 z= |A|/ 

15 | A | 。 这 种 解 的 分 析 表 达 式 的 用 途 不 仅 在 于 它们 是 实际 求解 过 
程 的 归纳 总 结 , 而 且 也 在 于 在 需要 时 可 对 这 些 解 进行 进一步 的 数 
学 运算 。 

在 某 些 情况 下 ,矩阵 方法 甚至 具有 计算 上 的 优势 。 比 如 当 同 
时 解 几 个 具有 相同 系数 矩阵 A 但 常数 项 向 量 不 同 的 方程 组 时 ,就 
有 这 一 优点 。 在 此 情况 下 ,考虑 每 个 新 方程 组 时 , 若 用 变量 消去 法 
每 次 均 需 重复 这 一 计算 过 程 。 但 用 矩阵 求 递 法 , 仅 需 一 次 求 出 共 
同 的 道 矩 阵 A- 1 ,然后 用 其 左 乘 属于 不 同方 程 组 的 所 有 常数 项 向 
量 ,以 分 别 得 到 不 同方 程 组 的 解 值 。 在 我 们 下 一 节 考察 里 昂 惕 夫 
投入 一 产 出 模型 时 ,这 种 计算 上 的 特殊 优点 具有 极 大 的 实用 价值 。 


练习 5.6 


1 用 下 列 方法 解 练习 3.5 一 1 的 国民 收 人 模型 : 
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(a) 矩阵 求 着 法 (5) 克 菜 姆 法 则 

( 按 顺 序 Y .CT 排列 变量 ) 

2 用 下 列 方法 解 练习 3.5 一 2 的 国民 收入 模型 : 
(a) 矩阵 求 逆 法 (5) 克 菜 姆 法 则 

( 按 顺 序 Y、C、G 排列 变量 。) 


5.7 里 帅 惕 夫 投 入 一 产 出 模型 


里 昂 惕 夫 教授 的 “静态 "投入 一 产 出 分 析 @ 研究 这 一 特殊 问 
题 :“ 在 一 个 ”部 门 (产业 ) 经 济 中 的 每 一 部 门 维持 何 种 产 出 水 平 ， 
才能 充分 满足 对 这 种 产品 的 总 需求 ?” 

投入 一 产 出 分 析 这 一 思想 的 合理 性 是 很 明显 的 。 任 何 一 个 产 
业 ( 比 如 钢铁 工业 ) 的 产 出 ,往往 是 其 它 许多 产业 的 投入 ,或 者 是 该 
产业 自身 的 投入 。 因 此 ,“ 正 确 ”( 即 既 不 短缺 也 不 滞 存 ) 的 钢铁 产 
出 水 平 将 取决 于 所 有 几 个 产业 的 投入 需求 。 而 其 它 许多 产业 的 产 
出 又 是 钢铁 工业 的 投入 ,因而 其 它 产业 部 门 “正确 ”的 产业 水 平 又 
部 分 地 取决 于 钢铁 工业 的 投入 需求 。 考 虑 到 产业 之 间 的 相关 性 ， 
几 个 产业 “正确 "的 产 出 水 平 必定 是 与 该 经 济 所 有 投入 需求 相 一 致 116 
的 产 出 水 平 , 从 而 不 存在 任何 "瓶颈 "现象 。 由 此 看 来 ,投入 一 产 出 
分 析 在 制订 生产 计划 过 程 中 是 极 有 价值 的 。 比 如 , 它 对 一 国 制订 
经 济 发 展 规划 或 国防 规划 , 都 有 很 大 用 处 。 

严格 地 讲 ,投入 一 产 出 分 析 不 是 我 们 在 第 三 章 中 所 讨论 的 一 


@@。” 瓦 西里 ,里昂 惕 夫人 《1919 一 1939 年 美国 经 济 结构 》, 第 二 版 ,牛津 大 学 出 版 社 ， 
1951 年 。 
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般 均 衡 分 析 。 尽 管 这 里 也 强调 不 同 产业 之 间 的 内 在 联系 ,但 所 设 
想 的 “正确 "的 产 出 水 平 是 为 了 满足 技术 上 的 投入 一 产 出 关系 ,而 
不 是 为 了 满足 市 场 均衡 条 件 。 然 而 ,投入 一 产 出 分 析 所 提出 的 问 
题 也 可 归结 为 解 联 立 方程 组 的 问题 ,所 以 矩阵 代数 又 是 很 有 帮助 的 。 


投入 一 产 出 模型 的 结构 


因为 一 个 投入 一 产 出 模型 通常 涵盖 很 多 产业 部 门 ,其 结构 是 
非常 复杂 的 。 为 使 问题 简化 ,我 们 采用 下 列 假 设 :(1) 每 个 产业 仅 
生产 一 种 同 质 的 产品 (从 广义 上 解释 ,两 种 或 两 种 以 上 联合 生产 的 
产品 ,车 它们 彼此 是 按 固定 比例 生产 的 ,也 是 允许 的 )。(2) 每 个 
产业 用 固定 的 投入 比例 或 要 素 组 合生 产 其 产品 ,并 且 (3) 每 一 产 
业 的 生产 面临 固定 的 规模 收益 ,从 而 所 有 投入 增加 不 倍 , 产 出 也 
将 恰好 增加 倍 。 当 然 , 这 些 假设 是 不 现实 的 ,但 这 一 缺点 也 有 
可 弥补 之 处 :因为 一 个 产业 者 生产 两 种 不 同 的 商品 或 使 用 两 种 不 
同 的 要 素 组 合 , 则 至 少 从 概念 上 可 以 将 该 产业 分 成 两 个 独立 的 部 门 。 

由 上 述 假设 可 知 ,为 生产 每 一 单位 7 产品 所 需 的 投入 的 第 ; 
种 商品 一 定 为 一 固定 数量 ,我们 以 a; 表 示 。 具 体 而 言 ,生产 每 单 
位 ; 商品 需 a1; 的 第 一 种 商品 ,a2; 的 第 二 种 商品 ,…… ,Qnj 的 第 j 
种 商品 。(a; 的 下 标的 顺序 是 容易 记忆 的 :第 一 个 下 标 是 指 投 入 ， 
第 二 个 下 标 是 指 产 出 ,因而 wy 表示 生产 每 单位 的 ) 产品 ,需要 投 
入 多少; 商品。) 基 于 我 们 的 目的 ,我们 可 以 假设 价格 是 给 定 的 ,并 
采用 美元 作为 每 种 商品 的 计价 单位 。 这 样 ,a;, 一 0.32 表明 生产 1 
美元 的 第 二 种 商品 需要 投入 35 美 分 的 第 三 种 商品 。 符 号 ay 可 以 
称 作 投入 系数 。 

对 于 ”部 门 经 济 , 投 入 系数 可 排 成 表 5.2 那样 的 矩阵 A = 
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[a;」] ,其 中 每 一 列表 示 生 产 每 单位 特定 产业 的 产品 所 需 的 投入 。 
例如 ,第 二 列表 示 生 产 一 单位 (1 美元 ) 的 第 [I 种 商品 ,所 需 投 入 的 
第 I 种 商品 为 ciz 单 位 ,第 II 种 商品 为 ez? 单位 ,等 等 。 若 每 一 产 
业 均 不 需 本 产业 的 产品 作为 投入 , 则 和 矩阵 A 主 对 角 线 上 所 有 元 素 117 
均 为 零 。 


表 S.2 投入 系数 矩阵 


输出 
1 ll I … 








开放 模型 


除了 ?2 个 产业 部 门 以 外 ,如 果 模 型 中 还 包含 一 个 “开放 "的 部 
门 (比如 居民 户 ), 它 外 生地 决定 了 对 每 个 产业 产品 的 最 终 需 求 ( 非 
投入 需求 ) ,而 且 它 还 供给 并 非 由 > 个 产业 生产 的 基本 投入 (比如 
劳务 ), 则 此 模型 便 为 开放 模型 。 

考虑 到 开放 部 门 的 存在 ,投入 系数 矩阵 A (或 简称 投入 矩阵 
4) 每 一 列 的 元 素 和 必定 小 于 1。 每 一 列 的 和 代表 生产 价值 为 1 
美元 的 某 种 商品 所 需 的 部 分 投入 成 本 (不 包括 基本 投入 成 本 )。 若 
此 和 大 于 或 等 于 1 美元 , 则 该 生产 在 经 济 上 是 不 合算 的 。 这 一 事 
实 可 用 符号 表示 如 下 : 

Da <1 (0 12 7 


1 = 一 1 
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这 里 是 对 i 求 和 , 即 对 某 一 特定 的 j 列 出 现 于 不 同行 的 元 素 求 和 。 
沿 此 思路 进一步 考虑 ,还 可 以 这 样 推论 ;因为 产 出 的 价值 (1 美元 ) 
一定 被 对 所 有 生产 要 素 的 支付 所 吸收 , 某 一 列 之 和 不 足 1 的 量 ( 妈 
1 与 该 列 和 之 差 ) 必 定 代表 对 开放 部 门 基本 投入 的 支付 。 因 此 , 生 
产 1 单位 ; 商品 所 需 的 基本 投入 值 应 为 1 - > ;ov 。 

车 产业 1 要 生产 恰好 足以 满足 个 产业 的 投入 需求 以 及 开放 
部 门 最 终 需 求 的 产品 ,其 产 出 水 平 zi 必定 满足 下 列 方程 : 
2 二 QI 十 Cl 十 十 Ci + di 
或 U -ar anzr2 -ant = di 

ue 其 中 di 表示 对 其 产 出 的 最 终 需 求 ,a1jz) 代表 第 j 产业 的 投入 
需求 9 注意 ,除了 第 一 个 系数 (1 - a11) ,后 一 方程 其 余 的 系数 均 
是 从 表 5.2 的 第 一 行 直接 移植 下 来 的 ,不 同 的 是 在 这 里 它们 的 前 
面 均 冠 以 负 号 。 类 似 地 ,对 应 于 产业 II 的 方程 具有 与 表 5.2 第 二 
行 相同 的 系数 (也 要 加 上 负 号 ) ,但 变量 x2 的 系数 为 (1 - azz) 而 非 
- azz。 对 于 全 部 n 个 产业 的 集合 “正确 ”的 产 出 水 平 可 用 下 列 n 
个 方程 组 来 概括 


(1— ai)zl 一 az 一 … 一 QinTn = dl 
- caiZ1 十 (1 一 a22)z2 一 … 一 Q2nZn = d2 
et (5.17) 
Qn1T1 一 Qoa2Z2 一 十 (人 一 am)Zn = d, 


@ 不 要 把 投入 系数 按 行 加 起 来 ,比如 按 at +atz+…+ait 方 式 加 起 来 ,这 种 加 
和 没有 经 济 意义 。 尹 一 方面 ,乘积 和 位 11 守 1 十 dl12T2+ … 十 Cr 确实 具有 经 济 意 义 , 它 
表示 作为 所 有 n 个 产业 部 门 的 投入 ,所 需 的 ri 的 总 量 。 


用 矩阵 符号 ,可 以 将 其 表示 成 : 





(1 一 all) ~ 12 机 ~ din | zi di 
21 (1 一 a 22 ) 的 ~ 2n 2 d» 
一 Cn 2 ” (1 nn ) Tn dd 


(5.17’) 
若 省 略 和 矩阵 主 对 角 线 元 素 中 所 有 的 1, 则 可 将 矩阵 简写 为 - 
A=[-ay]j。 另 一 方面 ,这 个 矩阵 实际 上 是 单位 矩阵 J,( 主 对 角 
元 素 为 1 ,其 余 元 素 为 0) 与 矩阵 -A 之 和 ,因而 (3.17 ) 也 可 以 写 
成 
(I-A)x=4d (5.17”) 
其 中 zx 和 4 分 别 为 变量 向 量 和 最 终 需 求 (常数 项 ) 向 量 。 和 矩阵 (了 
-A) 被 称 作 技术 矩阵 ,以 工 表 示 。 所 以 方程 组 也 可 以 写成 
Tr=d (5.17”’) 
只 要 丁 为 非 奇 异 和 矩阵 (没有 事先 的 理由 认定 它 不 是 非 奇 异 和 矩阵 )， 
则 可 求 其 逆 人"' ,并 由 下 列 方程 求 得 该 方程 组 的 唯一 解 : 
r= Tdq= (I- A)'a (5.18) 


一 个 数字 例子 


为 举例 说 明 ,假定 一 个 经 济 体 中 只 有 三 个 产业 ,其 投入 系数 119 
和 矩阵 如 下 (这 里 使 用 小 数 ): 


all Gd12 413 0.2 0.3 0.2 
4= la ay dw|= 0.4 0.1 0.2 (5.19) 
31 32 C 33 0.1 0.3 0.2 
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注意 ,A 中 每 列 的 和 小 于 1, 它 也 应 该 小 于 1。 进而 ,车 我 们 以 ao， 
表示 生产 1 美元 的 7 产品 所 需 的 基本 投入 的 美元 数量 ,用 1 工 减 
(5.19) 每 一 列 的 和 ,我 们 有 
al =0.3 a0 = 0.3 和 ao =0.4 (5.20) 
运 和 上 述 和 矩阵 A, 以 Tr 二 (I-A)x=4q 形式 表示 开放 的 投 
入 一 产 出 系统 如 下 : 








0.8 -0.3 -0.21 [zi di 
— 0.4 0.9 -0.2|1zr,|= ld, (5.21) 
-0.1 -0.3 0.8J [zs da 


这 里 我 们 有 意 不 给 出 最 终 需 求 d) ,da ,da 的 值 ,通过 把 向 量 4 保 
持 成 参数 形式 ,其 解 便 会 以 "公式 ?形式 出 现 ,给 出 各 种 具体 的 d 
向 量 值 ,我 们 就 可 以 得 到 各 种 相应 的 具体 解 值 。 

通过 求 出 3x3 技 术 矩 阵 工 的 逆 , 可 以 近似 地 求 出 (5.21) 的 
解 ( 因 小 数 的 四 使 五 入 ) 为 : 


Z1 .66 0.30 0.241 [di 
站 -Ti |0.34 0.62 0.24| 12 
LO 


0.384 
.21 0.27 0.60. La, 


之 3 
者 具体 的 最 终 需 求 向 量 (比如 , 某 一 开发 项 目的 最 终 产 出 目标 ) 恰 
10 
5| ,单位 为 十 亿美 元 , 则 可 得 到 下 面具 体 的 解 值 ( 单 位 


6 
同样 为 十 亿美 元 ): 


好 为 以 = 








934 _ 
一 一 [0.66(10) + 0.30(5) +0.24(6)] = 0D 384 = 24.84 


Zl = 


0. 3 


类 似 地 
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- 7.94 | - 7.05 _ 
x2 = p384 = 20.68 和 zx3= oad = 18.36 


现在 产生 一 个 重要 问题 。 产 出 混合 z1，x2,，X3 的 生产 必 有 是 
需要 一 定数 量 的 基本 投入 。 那 么 ,一 个 经 济 所 需要 的 基本 投入 数 120 
旦 与 其 能 够 供给 的 数量 是 否 一 致 呢 ? 在 (5.20) 式 基础 上 ,所 和 需 的 
基本 投入 可 计算 如 下 : 


3 
> aozi = 0.3(24.84) + 0.3(20.68) 
j= 1 


+ 0.4(18.36) = $21.00(10 亿 ) 
因而 当 且 仅 当 适宜 的 基本 投入 数量 不 少 于 210 亿美 元 时 ,具体 的 
r107 
最 终 需 求 向 量 4 = | 5 才 是 可 行 的 。 如 果 适 宜 的 数量 下 降 , 则 特 


6- 
定 的 产 出 目标 当然 不 得 不 相应 地 向 下 调整 。 


上 述 分 析 的 一 个 重要 特征 是 ,只 要 投入 系数 保持 不 变 , 道 矩阵 
T “=(I 一 A) ' 就 将 保持 不 变 。 因 此 ,即使 我 们 需要 考察 成 百 上 
千 个 不 同 的 最 终 需 求 向 量 ( 像 一 个 连续 的 发 展 目标 谱 )。 也 仅 需 计 
算 一 个 道 矩 阵 。 这 意味 着 与 变量 消去 法 相 比 较 , 可 以 节约 大 量 的 
计算 ,特别 是 涉及 大 方程 组 时 更 是 如 此 。 注 意 , 克 莱 姆 法 则 并 不 具 
备 这 一 优点 。 按 照 克 莱 姆 法 则 ,应 根据 公式 二 ;= |T|1 7 TI 
求解 ,但 每 次 都 要 使 用 不 同 的 最 终 需 求 向 量 4 ,因而 必须 重新 计算 
行列 式 | 开 | ,这 比 将 一 个 已 知 的 逆 矩 阵 全 ' 被 新 的 向 量 4d 乘 更 
耗费 时 间 。 


用 近似 方法 求 和 矩阵 


对 于 大 方程 组 , 求 道 矩阵 是 一 个 极其 繁杂 的 工作 。 尽 管 计算 
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机 可 以 帮助 我 们 ,但 相对 简单 的 计算 方法 仍 是 需要 的 。 对 所 考察 
的 投入 产 出 模型 ,确实 存在 一 种 求 出 逆 和 抢 阵 T :=(1-A) ' 近 
似 值 的 方法 , 且 可 以 精确 到 任意 的 程度 。 因 而 可 能 完全 回避 了 乍 
阵 求 逆 的 方法 。 

我 们 首先 考察 下 列 和 矩阵 积 (mz 为 正 整数 ): 

(TI -A)(I+A+A’*+.…+A”) 

=TCI+A4+A2+…+An) -ACT+A+A2+…+Anm) 

=(T+AT+A + 十 AT) (A+A’+:…+ A”"+A™:!) 

一 了 一 Amr+l 
如 果 乘 积 的 结果 仅 为 单位 矩阵 1 ,我 们 就 可 以 取 和 矩阵 和 (I+At+ 
A“+…+ A”) 作 为 (I 一 A) 的 道 和 矩阵。 麻烦 就 出 在 一 A”'' 这 项 
上 。 幸 运 的 是 ,我 们 还 有 次 优 的 选择 。 因 为 若 和 矩阵 A”* "能 趋 近 
于 n Xn 零 矩 阵 , 则 了 了- A”* 将 趋 近 于 了 ,相应 地 ,所 说 的 矩阵 和 

12CT+A+A + 和 +A”) 将 趋 近 于 所 希望 的 道 矩阵 ([- A) :。 因 

而 ,通过 A”” 趋 近 于 零 矩 阵 ,我 们 便 能 够 得 到 源 于 矩阵 了 ,A ,A?， 
…，A” 的 加 和 的 近似 着 矩 阵 。 

但 我 们 能 够 使 A"”” 趋 近 于 零 矩 阵 吗 ? 若 能 够 ,怎样 才能 使 其 
趋 近 于 零 矩 阵 呢 ? 如 果 和 矩阵 A 中 每 列 元 素 为 非 负 , 且 其 和 小 于 1 
(所 考察 的 投入 产 出 模型 正 是 如 此 ) ,正如 (5S.19) 所 说 明 的 那样 , 那 
么 ,第 一 个 问题 的 答案 就 是 肯定 的 。 在 此 情况 下 ,只 要 使 守 mm 足 
够 大 ,即使 矩阵 A 重复 自 乘 的 过 程 足够 长 , 4" ”就 可 以 趋 近 于 零 
矩阵。 对 于 这 一 论断 ,我们 将 给 出 证 明 ,但 若 我 们 现在 假设 这 一 结 
论 是 有 效 的 , 则 计算 近似 逆 和 矩阵 的 步 又 便 很 清楚 了 :我 们 逐次 计算 
和 矩阵 4 ,4 ,…, 直 至 出 现 和 矩阵 A” -1 ,其 所 有 元 素 按 预先 选 定 的 


标准 均 达 到 可 以 忽略 的 程度 (“ 趋 近 于 零 ")。 至 此 ,我 们 便 可 以 终 
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止 自 乘 过 程 , 并 将 所 得 到 的 所 有 和 抢 阵 相 加 ,以 形成 近似 逆 矩 阵 (17 
+A+A2+… 二 Ar)o 

注意 , 当 m 无 限 增加 ,矩阵 A 使 得 4A”” 趋 近 于 零 和 矩阵 时 , 近 
似 怎 阵 (T+A4A+A<+…+A4”) 也 具有 所 有 元 素 非 负 的 性 质 。 和 
中 的 前 两 项 ,了 和 A, 明 显 仅 包 含 非 负 元 素 。 所 以 A 的 所 有 次 者 
均 也 将 仅 包 含 非 负 元 素 。 因 为 A 的 自 乘 仅 包 含 A 自身 元 素 的 相 
乘 和 相 加 。 由 于 最 终 需 求 向 量 也 仅 包 含 非 负 元 素 , 因 而 由 (5$.18) 
明显 可 知 , 解 出 的 产 出 水 平 也 将 非 负 。 当 然 ,这 也 正 是 我 们 所 希望 
的 结果 。 

现在 我 们 来 简单 地 证 明 这 个 结论 :给 定投 入 系数 矩阵 A = 
[a;], 其 每 列 和 小 于 1, 当 m 无限 增 加 时 ,和 矩阵 A”!+! 将 趋 近 于 零 
和 矩阵。 为 此 ,我 们 需要 和 矩阵 A 的 范 数 的 概念 ,矩阵 A 的 范 数 定 
义 为 A 中 最 大 的 列 的 元 素 和 ,以 N(A) 表 示 。 例 如 在 ($.19) 的 拢 
阵 中 ,我们 有 N(A)=0.7。 它 是 第 一 列 的 和 , 它 也 恰好 等 于 第 二 
列 的 和 。 很 明显 ,一 个 矩阵 中 没有 元 素 能 够 超过 范 数 的 值 。 即 : 

ajy 人 SN(A) (对 所 有 的 i 和 j) 
在 投入 产 出 方面 ,我 们 有 N(A)<1, 且 所 有 的 acj<1。 实 际 上 ,和 矩 122 
阵 A 的 元 素 为 非 负 ,我 们 必定 有 


D 以 (I+A+A*+… + A™) 作 为 (I- 4) 1 的 近似 类 似 于 下 列 无 穷 级 数 与 (1+ 
十 广 十 -… 十 7") 的 近似 关系 


(1 —r)-! = ] 


1—r 
因为 通过 选择 适当 数字 n ,使 级 数 中 后 面 的 项 逐渐 变 小 ,从 而 使 (1 一 +r) ! 的 上 述 近 似 
值 精确 到 我 们 所 要 求 的 任意 程度 。 

多 ”更 详尽 的 讨论 ,请 参见 弗 里 德里 克 "'V. 沃 :“ 通 过 和 宕 级 数 求 里 昂 惕 夫 和 矩阵 的 逆 ” 
《经 济 计量 学 》,1990 年 4 月 ,第 142 一 154 页 。 





=1+r+ 关 十， (0<r 雪 1) 
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0< NIA)<1! 
关于 和 矩阵 的 范 数 , 存 在 这 样 一 个 定理 :给 定 任意 两 个 矩阵 A 
和 B ,其 积 和 矩阵 AB 的 范 数 决 不 会 超过 N(A) 与 N(B) 之 积 : 


N(AB) 达 N(A)N(B) (5.22) 
在 A=8B 的 特殊 情况 下 ,其 中 算 阵 为 方 阵 ,这 个 结论 意味 着 
NA ) 委 [NOCA)] (5.23) 


当 B=A*,(5.22) 和 (5.23) 两 式 意味 着 
N(A)<N(A)N(A’) < N(A)[IN(A)? = [NOCA)] 

最 后 一 个 结果 的 一 般 形式 为 

N(A”)<[N(A)]” (5.24) 
正 是 基于 上 述 关系 ,0<N(A)<1 才 显得 极其 重要 ,因为 若 N 
(A) 为 一 正 分 数 , 当 m 无 限 增 大 时 ,LN (A)]” 必然 趋 近 于 零 。 
根据 (5.24) 式 ,这 意味 着 N(A” ) 也 将 趋 近 于 零 ,因为 N (A”) 充 
其 量 仅 等 于 [N(A)]”。 但 车 如 此 , 当 m 无 限 增加 时 ,和 矩阵 A” 中 
的 元 素 同 样 将 趋 近 于 零 ,因为 A” 中 每 个 元 素 的 值 均 不 超过 范 数 
N(A”)。 所 以 当 条 件 0< N(A)<1 满足 时 ,只 要 m 充分 大 ,矩阵 
A”"*! 便 可 趋 近 于 零 矩 阵 。 


封闭 模型 


车 投入 产 出 模型 中 的 外 生 部 门 被 纳入 该 系统 ,并 成 为 其 中 的 
一 个 产业 部 门 , 则 该 开放 模型 便 变 成 封闭 模型 。 在 封闭 模型 中 ,不 
再 出 现 最 终 需求 和 基本 投入 ,其 位 置 由 新 构想 的 产业 部 门 的 投入 
需求 和 产 出 所 填补 。 所 有 物品 均 具 有 中 间 产 品 的 性 质 , 仅 是 为 了 
满足 (n + 1) 个 产业 的 投入 需求 而 生产 的 。 


粗略 看 来 ,开放 部 门 转化 成 额外 的 产业 部 门 似 乎 不 会 对 分 析 
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产生 明显 的 变化 。 但 实际 上 ,内 为 新 的 产业 被 假定 与 其 它 产业 一 
样 具 有 固定 的 投入 比例 ,过 去 用 作 基 本 投入 的 供给 ,现在 必须 与 过 
去 称 作 的 最 终 需 求 保 持 固定 的 比例 。 更 具体 地 说 ,比如 ,这 意味 着 
居民 户 将 按照 与 其 供给 的 劳务 固定 的 比例 消费 每 一 商品 。 这 当然 
使 分 析 框 架 发 生 了 明显 的 变化 。 

从 数学 角度 看 ,最 终 需 求 的 消失 意味 着 我 们 将 有 一 个 齐 次 方 
程 组 。 假 设 一 经 济 中 仅 有 四 个 产业 (包括 新 的 产业 ,以 下 标 0 标 
示 ), 按 (5.17 ) 类 推 “ 正 确 的 " 产 出 水 平 应 当 满 足下 列 方程 组 123 

(1 — aoo) ~ oi 02 ~ 403 之 0 0 

一 Qin (1 ~ all) 一 a12 一 a13 Xi1 0 

一 a20 一 a21 (1 — a») -一 Q23 2 0 

一 a30 一 Q31 一 Q32 (1 — a33)j Lz 
因为 该 方程 组 是 齐 次 的 , 当 且 仅 当 4x4 技 术 和 矩阵 (I 一 A) 具有 零 
行列 式 时 , 才 会 有 非 平凡 解 。 后 一 条 件 实际 上 总 是 满足 的 :在 一 个 
封 团 模型 中 ,不 再 有 基本 投 和 人 ,现在 投入 系数 矩阵 每 一 列 的 和 必定 
等 于 1( 而 非 小 于 1), 即 a0; + ail; +az;+a3;=1, 或 者 

Q0 二 1 一 CU 一 Q2j 一 CQ3 

这 意味 着 矩阵 (了 一 A) 的 每 一 列 的 第 一 个 元 素 总 是 等 于 其 它 三 个 
元 素 之 和 的 负 值 ,结果 ,矩阵 的 四 行 线性 相关 ,我 们 必然 有 | I 一 A | 
0。 这 确保 了 方程 组 确实 具有 非 平凡 解 。 事 实 上 ,如 表 5.1 所 指 
明 的 那样 , 它 具 有 无 穷 多 组 解 。 这 意味 着 在 以 齐 次 方程 组 表示 的 
封 财 模型 中 ,不 存在 唯一 “正确 ?的 产 出 混合 。 我 们 可 以 确定 产 出 
水 平 z1,， …，Z4 之 间 的 比例 ,但 不 能 固定 产 出 的 绝对 水 平 ,除非 
我 们 对 模型 施加 额外 的 限制 。 
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练习 5.7 


1 基于 (5$.21) 模 型 , 若 最 终 需求 d1 =30,4d,=15, qs;=10( 单 位 均 为 10 
亿美 元 ) ,三 个 产业 的 产 出 水 平 解 为 多 少 ? (保留 两 位 小 数 。) 

2 运用 (5.20) 式 的 信息 ,计算 上 题 产 出 水 平 解 所 需 的 基本 投入 的 全 部 
数量 。 

3 ”在 两 产业 部 门 经 济 中 ,产业 I 生产 1 美元 的 第 I 种 商品 需 10 美 分 的 
自身 产品 作 投 入 ,60 美 分 的 第 开 产 业 的 商品 作 投入 。 产 业 II 生产 1 美元 的 

124 1I 商品 不 需 自身 产业 的 产品 作 投 入 , 仅 需 投入 50 美 分 的 工商 品 。 开 放 部 门 

需要 10000 亿美 元 的 商品 1,20000 亿美 元 的 商品 II。 

(a) 写 出 投入 矩阵 ,技术 和 矩阵 ,该 经 济 的 投入 产 出 矩阵 方程 。 

(5) 用 克 莱 姆 法 则 求 产 出 水 平 解 。 

4 给 定投 入 矩阵 和 最 终 需 求 向 量 


0.03 0.25 0.34 1800 
A= |10.33 0.10 0.12| 4d = | 200 
0.19 0.38 0 900 


(a) 解释 元 素 0.33、0、200 的 经 济 含义 。 

(5) 充分 解释 第 三 列 和 的 经 济 含 义 。 

(c) 充分 解释 第 三 行 和 的 经 济 含义 。 

(aq) 写 出 该 模型 的 具体 投入 产 出 矩阵 方程 。 

5 用 克 莱 姆 法 则 解 上 题 三 个 产业 的 产 出 水 平 解 。 


5.8 静态 分 析 的 局 限 性 


在 市 场 和 国民 收入 静态 均衡 的 讨论 中 ,我们 主要 关心 的 是 求 


模型 中 内 生变 量 的 均衡 值 。 在 这 种 分 析 中 我 们 忽略 了 的 一 个 基本 
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问题 是 :导致 均衡 状态 的 各 变量 调整 和 再 调整 的 实际 过 程 ( 若 这 种 
状态 可 以 达到 ) 。 我 们 只 关心 在 何 处 达到 均衡 状态 ,但 对 何 时 达到 
均衡 状态 以 及 达到 均衡 状态 的 过 程 中 出 现 何 种 问题 并 不 关心 。 

因此 这 种 静态 均衡 分 析 有 两 个 重要 问题 没有 顾及 。 一 个 问题 
是 ,因为 调整 过 程 需 很 长 时 间 方 能 完成 ,所 以 如 果 模 型 中 的 外 生变 
量 在 此 期 间 发 生 了 某 些 变化 ,在 特定 静态 分 析 框架 中 决定 的 静态 
均衡 将 在 它 最 终 达 到 之 前 ,就 失去 了 其 实际 意义 。 这 就 是 均衡 状 
态 的 移动 问题 。 另 一 个 问题 是 :即使 调整 的 过 程 不 受 干扰 ,静态 分 
析 所 构想 的 均衡 状态 也 可 能 难以 达到 。 这 可 能 是 由 于 出 现 了 所 谓 
的 “ 非 静 态 均衡 ”的 情况 ,其 特征 是 调整 过 程 驱使 变量 逐渐 偏离 ,而 
不 是 逐渐 趋 近 于 均衡 状态 。 因 此 ,忽略 调整 过 程 ,也 就 是 忽略 了 均 
衡 的 可 实现 性 问题 。 

对 由 外 生变 化 所 致 的 均衡 状态 的 转移 的 分 析 , 属 于 比较 静态 
分 析 的 范畴 ;均衡 的 可 实现 性 和 稳定 性 问题 则 属于 动态 分 析 的 范 
暑 。 很 明显 ,比较 静态 分 析 和 动态 分 析 都 将 弥补 静态 分 析 的 不 足 ， 
所 以 探索 这 些 领域 也 是 我 们 极为 迫切 的 任务 。 动 态 分 析 的 研究 将 
在 本 书 第 五 篇 进行 ,下 面 我们 将 注意 力 转移 到 比较 静态 分 析 的 讨 
论 上 来 。 
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第 三 篇 


比较 静态 分 析 
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第 6 章 比较 静态 学 
本 导数 的 概念 


本 章 和 后 面 两 章 将 专门 研究 比较 静态 分 析 的 方法 。 


6.1 比较 静态 学 的 性 质 


比较 静态 学 ,顾名思义 ,涉及 两 种 与 不 同 参数 值 和 内 生变 量 相 
联系 的 不 同 均衡 状态 的 比较 。 基 于 比较 之 目的 ,我 们 总 是 假设 给 
定 初 始 均 衡 状 态 作 为 出 发 点 。 例 如 ,在 孤立 市 场 模 型 中 ,这 样 的 初 
始 均衡 由 确定 的 价格 已 和 相应 的 数量 Q 代表 。 类 似 地 ,在 (3.23) 
式 的 简单 国民 收入 模型 中 ,初始 均衡 由 确定 的 Y 和 相应 的 C 所 规 
定 。 现 在 , 知 我 们 令 模型 发 生 非 均衡 变化 ( 按 某 些 参 数 或 外 生变 量 
发 生变 化 的 形式 进行 ), 则 初始 均衡 必然 会 被 打破 。 因 而 ,各 内 生 
变量 必然 经 历 某 些 调整 。 知 假设 ,与 新 的 参数 和 变量 值 相 关 的 新 
的 均衡 有 定义 且 可 达到 , 则 比较 静态 分 析 面 临 的 问题 是 :新 均衡 如 
何 与 原 均 衡 相 比 较 。 

需 指 出 的 是 ,在 比较 静态 分 析 中 我 们 再 一 次 忽略 了 变量 的 调 
整 过 程 。 我 们 仅 比 较 初 始 ( 变 化 前 的 ) 均 衡 状 态 与 最 终 ( 变 化 后 的 ) 


128 均 衡 状 态 。 同 样 ,我 们 也 回避 了 均衡 的 稳定 性 问题 ,因为 我 们 像 对 


待 原 均衡 一 样 ,假设 新 均衡 是 可 实现 的 。 
比较 静态 分 析 可 以 是 定性 分 析 ,也 可 以 是 定量 分 析 。 比 如 , 若 
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我 们 仅 对 投资 7o 的 增加 是 增加 还 是 减少 均衡 收入 了 感 兴趣 , 则 
这 种 分 析 是 定性 的 ,因为 我 们 仅 关 心 变化 的 方向 。 但 若 我 们 关注 
的 是 :由 给 定 Fo 的 变化 ,会 导致 了 变化 的 大 小 ( 即 投资 乘 数 ) ,这 
种 分 析 显 然 是 定量 的 。 而 且 通 过 获得 定量 的 答案 ,由 代数 符号 ,我 
们 可 以 自动 地 得 知 变化 的 方向 。 因 而 ,定量 分 析 总 是 包含 定性 分 析 。 

很 明显 ,我 们 关注 的 问题 之 一 实质 上 是 求 变化 率 的 问题 :内 生 
变量 均衡 值 对 特定 参数 或 外 生变 量变 化 的 比率 。 为 此 ,导数 这 个 
数学 概念 在 比较 静态 分 析 中 具有 极为 重要 的 意义 。 因 为 导数 这 个 
在 数学 的 一 个 分 支 一 一 微分 学 中 最 基本 的 概念 ,直接 与 变化 率 这 
一 概念 有 关 。 而 且 ,我 们 后 面 将 发 现 ,导数 这 个 概念 对 最 优化 问题 
也 是 极其 重要 的 。 


6.2 变化 率 与 导数 


尽管 我 们 目前 的 讨论 仅 与 模型 中 变量 均衡 值 的 变化 率 有 关 ， 
但 我 们 仍 可 以 更 一 般 的 方式 展开 我 们 的 讨论 :考察 任意 变量 y 对 
另 一 变量 z 的 变化 率 ,其 中 这 两 个 变量 以 下 列 函 数 联 系 起 来 

y= f(x) 

将 其 应 用 于 比较 静态 分 析 , 变量 y 将 代表 内 生变 量 的 均衡 值 ,x 
代表 某 个 参数 。 注 意 ,在 开始 阶段 ,我 们 仅 限于 讨论 模型 中 仅 有 一 
个 参数 或 外 生变 量 的 情况 。 但 一 旦 我 们 能 够 熟练 处 理 这 种 简单 情 
况 ,向 更 多 参数 的 情况 拓展 就 比较 容易 了 。 


差 商 


因为 “变化 "这 个 概念 现在 极为 重要 ,需要 用 一 个 特别 的 符号 
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来 表示 它 。 当 变量 x 由 xo 变化 到 zi 时 ,这 个 变化 由 差 zl - x0 
度量 。 因 此 ,我 们 用 符号 A( 大 写 希 腊 字 母 , 表 示 “ 差 ”) 表 示 变 化 ， 
129 写成 Az = zl 一 zoe 我 们 还 需要 一 种 表示 在 不 同 x 值 时 函数 
f(z) 值 的 方式 。 标 准 的 作法 是 使 用 f(x;) 表 示 当 工 = xz; 时 f(z) 
的 值 。 因 此 ,对 于 函数 f(x)=5+ ,我们 有 f(0)=5+0 ?=5。 
同样 , f(2)=5+2?=9, 等 等 。 
当 xz 由 初始 值 xo 变 为 新 值 (xo+ Az) 时 ,函数 y= f(z ) 的 值 
由 f(zxo) 变 为 f(xo + Ax)。 每 单位 z 的 变化 所 引致 的 y 的 变化 
可 用 差 商 来 表示 : 


Ay _ f(xo + As) ~ f(xo) 
AX Ax 


此 差 商 度量 y 的 平均 变化 率 。 如 果 我 们 知道 x 的 初始 值 或 x6, 以 
及 工 变化 的 大 小 或 者 Az ,就 可 以 对 差 商 进行 计算 。 即 Ay/Azr 是 
zo 和 Axz 的 函数 。 
例 1 给 定 y= f(z)=3x“-4, 我 们 可 以 写成 : 
f(xzo) = 3(%o)  —4 f(xo + Az) = 3(zxo + Ar) -4 
因而 , 差 商 为 


Ay 3(zxo + Ar)*—4— (3xé4— 4) 
Ar AXx 


(6.1) 


6zoAz + 3(Ax) 
本 AX 


若 已 知 ze 和 人 Ax, 则 可 计算 差 商 。 令 zo=3,Az=4, 则 y 的 平均 
变化 率 为 6(3) + 3(4)=30。 这 意味 着 当 工 由 3 变 至 7 时 ,z 每 变 
化 1 个 单位 ,y 平均 变化 30 个 单位 。 


= 6zo+3Az (6.2) 
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导 数 


通常 我 们 关心 的 是 当 Az 很 小 时 ,y 的 变化 率 。 在 此 情况 下 ， 
有 可 能 舍弃 差 商 中 涉及 表达 式 Az 的 所 有 项 ,从 而 得 到 Ay/Az 的 
近似 值 。 例 如 在 (6.2) 中 ,车 Ax 很 小 ,我 们 可 以 仅 取 方程 右 侧 的 
项 6zo 作为 Ay/Az 的 近似 。 当 然 ,Az 的 值 越 小 ,近似 值 越 趋 近 
于 Ay/Az 的 真实 值 。 

当 Ax 趋 近 于 零 ( 即 Az 越 来 越 接近 于 零 但 从 来 不 会 成 为 
等 ),(6zo+ 3Az) 将 趋 近 于 6zo, 同 样 Ay/Azr 也 将 趋 近 于 6x0。 
这 一 事实 用 符号 可 以 表示 成 当 Az 一 0 时 ,Ay/Ar 一 6zo, 或 者 用 
下 列 方程 表示 


lim SY A = lim (6z0 + 3Ax) = 6x0 (6.3) 
Ar—0 AT 


其 中 符号 lim 读 作 :“ 当 Ax 赵 近 于 零 时 ,…… 的 极限 。 车 当 Az 一 
0 时 , 差 商 Ay/Az 的 极限 存在 , 则 该 极限 就 是 函数 y= f(z ) 的 导 
数 。 
关于 导数 ,有 以 下 几 点 需要 注意 。 首 先 ,导数 是 一 个 函数 , 实 130 

际 上 使 用 导数 一 词 原 义 是 指导 函数 。 原 来 的 函数 > = f(z) 是 原 
晒 数 ,而 导数 则 是 由 原 函 数 推导 出 的 另 一 个 函数 。 读 者 由 (6.3) 可 
知 , 差 商 是 zxo 和 Az 的 函数 ,但 导数 只 是 zx 的 函数 。 这 是 因为 
Az 已 被 强制 趋 于 零 , 因 而 它 不 能 再 被 看 作 范 数 中 的 一 个 变量 。 
我 们 还 需 补 充 说 明 ,我 们 一 直 使 用 加 下 标的 符号 zu, 仅 是 为 了 强 
调 z 的 变化 必须 从 某 个 特定 的 x 值 开 始 。 既 然 我 们 已 了 解 这 一 
点 ,就 可 以 去 掉 下 标 ,并 可 以 说 导数 像 原 函数 一 样 ,本 身 也 是 自 变 


量 z 的 函数 。 即 对 于 每 个 工 值 , 都 有 一 个 唯一 的 导 孙 数值 与 之 相 
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对 应 。 

其 次 , 因 导 数 仅 为 差 商 之 极限 ,而 差 商 则 度量 y 的 变化 率 , 则 
导数 必然 也 度量 某 种 变化 率 。 但 由 于 导数 中 自 变量 z 的 变化 为 
无 穷 小 (Az 一 0) ,导数 所 度量 的 变化 率 具 有 瞬时 变化 率 的 性 质 。 

第 三 ,关于 导数 的 记号 问题 , 导 函 数 通常 用 两 种 方法 表示 。 给 
定 原 函 数 y=J(z) ,表示 导数 的 一 种 方法 是 使 用 符号 广 ( 工 ), 或 
仅 记 为 站 。 这 种 记 法 要 归功 于 数学 家 拉 格 朗 日 。 另 一 种 常见 记 
法 是 dy/dz ,由 数学 家 药 布 尼 效 发 明 。[ 实 际 上 还 存在 第 三 种 记 
法 :Dy 或 Df(z), 但 我 们 在 后 面 的 讨论 中 不 使 用 这 种 记号 。] 记 号 
广 (z) 与 原 函 数 的 记号 f(z ) 相 似 , 具 有 能 表示 导数 本 身 是 z 函数 
的 优点 。 和 将 导数 表示 成 (zi) 而 非 $z), 是 为 了 强调 函数 广 是 由 
原 函 数 f 推导 而 来 的 。 另 一 种 记号 dyvaz 则 是 为 了 强调 导数 值 
能 够 度量 变化 率 。 字 母 “4” 对 应 于 希腊 字母 “A”, dy/dz 与 Ay/ 
Az 的 主要 区 别 在 于 前 者 是 后 者 当 Ax 一 0 时 的 极限 。 在 后 面 的 讨 
论 中 ,我 们 将 依 哪 种 符号 更 符合 具体 的 情况 而 选择 使 用 这 两 种 符 
号 。 

运用 这 两 种 记号 ,我 们 可 以 将 给 定 函 数 y= f(x) 的 导数 定义 
如 下 : 


dy pp/ 一 1 Ay 
dar = f (7) = lim A 


例 2 我 们 已 在 (6.2) 式 中 求 出 函数 >=3z--4 的 差 商 , 差 商 
的 极限 在 (6.3) 式 中 给 出 。 根 据 (6.3) 式 ,我 们 现在 写 出 (以 z 代 
替 之 0): 
dy -67 或 f(r)=6x 
dx 
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注意 ,不 同 的 xz 值 将 对 应 不 同 的 导数 值 。 例如, 当 x=3 时 ,我 们 
有 (x)=6(3)=18; 但 当 z=4 时 ,我 们 求 得 f(4)=6(4)=24。131 


练习 6.2 


1 已 知 沙 数 y=4x”+9: 

(a) 求 作 为 x 和 Axr 函数 的 差 商 。( 使 用 z 代替 zo)。 

(5) 求 导 数 dy/dx。 

(c) 求 六 (3) 和 (4)。 

2 已 知 函 数 y=Sz 一 4x: 

(a) 求 作 为 zx 和 Ax 的 函数 的 差 商 。 

(5) 求 导数 dy/dzx。 

(c) 求 六 (2) 和 (3)， 

3 已 知 孙 数 y=5xr 一 2;: 

(a) 求 差 商 Ay/Az。 它 是 何 种 类 型 的 函数 ? 

(565) 因 Az 在 上 面 的 函数 Ay/Ax 中 并 未 出 现 ,Az 的 值 变 大 或 变 小 ,对 
AyvAz 的 值 有 影响 吗 ? 当 Az->0 时 , 差 商 的 极限 为 多 少 ? 


6.3 导数 与 曲线 的 斜率 


基础 经 济 学 告诉 我 们 :给 定 总 成 本 函数 C= f(Q), 其 中 C 表 

示 总 成 本 , Q 表示 产 出 ,边际 成 本 (MC ) 定 义 为 单位 产 出 增加 导致 

的 总 成 本 变化 , 即 MC =AC/AQ。 当 然 AQ 极 小 ,在 产品 仅 取 离 

散 单位 ( 仅 取 整数 ) 时 ,最 小 的 变化 就 是 一 单位 。 但 在 产品 数量 为 

连续 变量 的 情况 下 ,AQ 是 指 无 穷 小 的 变化 。 众 所 周知 ,在 后 一 种 
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情况 下 ,边际 成 本 可 通过 总 成 本 曲线 的 斜率 来 度量 。 而 总 成 本 曲 
线 的 斜率 只 不 过 是 当 AQ 趋 于 零 时 ,比率 AC/AQ 的 极 值 。 因 而 ， 
曲线 斜率 的 概念 仅 是 导数 概念 的 几何 表示 。 二 者 均 与 经 济 学 中 广 
泛 使 用 “边际 "这 一 术语 有 关 。 
在 图 6.1 中 ,我 们 绘 出 了 原 函 数 C= f(Q) 的 图 形 , 即 总 成 本 
曲线 C。 假 设 Qo 为 初始 产 出 水 平 , 并 由 此 度量 产 出 的 增长 , 则 在 
成 本 曲线 上 相应 的 点 为 A。 若 产 出 增 至 Qo+AQ = Q;, 则 总 成 本 
将 由 Co 增 至 Co + AC = Cs, 这 样 ,AC/AQ = (C;, 一 C0)/(Q, 一 
132 Qo)。 从 几何 上 看 ,这 是 两 条 线段 的 比率 , 即 EB/AE, 或 者 直线 


AB 的 斜率 。 这 个 特定 的 比率 度量 平均 变化 率 一 一 即 图 中 特定 的 
C 
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AQ 的 平均 边际 成 本 一 一 表示 差 商 。 所 以 , 它 是 初始 值 Qo。 和 变 
化 量 AQ 的 函数 。 

当 我 们 改变 AQ 的 大 小 ,会 出 现 何 种 情 次 ? 大 我 们 仅 考察 较 
小 的 产 出 增 量 ( 如 仅 由 Qo 增 至 Qi), 则 平均 边际 成 本 将 由 直线 
AD 的 斜率 来 度量 。 进 而 , 随 着 我 们 不 断 减 少 产 出 增 量 ,直线 将 越 
来 越 趋 于 平坦 ,直至 极限 即 AQ -~0 时 ,我们 得 到 直线 KG , 即 成 本 
曲线 在 点 A 的 切线 。KG 的 斜率 HG/KH ,度量 总 成 本 曲线 在 点 
A 的 斜率 ,并 表示 当 AQ>0 时 AC/AQ 的 极 值 (初始 产 出 水 平 为 
Q= Qo)。 因 此 ,用 导数 的 概念 来 表示 ,曲线 C= f(Q) 在 点 A 的 
斜率 对 应 于 特定 的 导数 值 f(Qo)。 

苦 初 始 产 出 水 平 由 Qo 变 到 Q, ,会 出 现 何 种 情况 ? 在 此 情况 下 ， 
曲线 上 的 点 B 将 取代 点 A 成 为 相关 的 点 ,曲线 上 新 的 点 B 的 斜率 给 
出 导数 值 4Q2z)。 对 于 其 它 初始 产 出 水 平 , 也 可 以 得 到 类 做 的 结果 。 
一 般 而 言 ,导数 了 (QQ) 作为 Q 的 函数 ,将 随 Q 的 变化 而 变化 。 


6.4 极限 的 概念 


导数 dy/dz 被 定义 为 当 Azx 一 0 时 , 差 商 Ay/Ax 的 极限 。 若 
我 们 采用 简写 符号 g 志 Ay/Ax(g 表示 差 商 ) 和 v= Azxr(wv 表示 变 133 
差 ), 则 我 们 有 : 


< - lim Ay - limg 


dx Ar 0 AT v0 
鉴于 导数 概念 极 大 地 依赖 于 极限 概念 这 一 事实 ,我们 迫切 需要 掌 
担 极 限 这 一 概念 。 
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左 极限 和 右 极 限 


极限 这 一 概念 与 下 述 问 题 有 关 :“ 当 一 个 变量 ,比如 v 趋 近 于 
某 一 特定 值 ,比如 零 时 , 另 一 个 变量 ,比如 9g ,将 趋 近 于 何 值 ?” 要 使 
这 一 问题 有 意义 ,g 当然 得 是 v 的 申 数 , 即 g=gtao)。 我 们 迫切 
关注 的 是 求 出 当 vw 一 0 时 ,gqg 的 极限 。 但 我 们 前 面 应 探讨 更 一 般 
的 情况 ， 即 当 v 一 N,N 为 有 限 实数 的 情况 。 关 如 此 ， 则 lim 9 仅 
是 limg , 当 N=0 时 的 一 个 特例 。 在 讨论 过 程 中 ， 我们 实际 上 也 
考察 当 wu 一 +oo( 正 无 穷 ) 或 当 wv 一 一 oo( 负 无 穷 ) 时 g 的 极限 。 

当 我 们 说 vz 一 N 时 ,变量 wv 可 以 从 大 于 NN, 也 本 以 从 小 于 NN 
的 方向 趋 近 于 N。 若 当 wv 从 左 侧 即 小 于 NN 的 方向 趋 于 NN,q 趋 近 
于 一 有 限 数 工 , 则 我 们 称 L 为 9 的 左 极限 ; 阁 当 vv 从 右 侧 即 大 于 
N 的 方向 趋 近 于 N 时 有 极 值 工 ,我 们 则 称 工 为 9 的 右 极限 。 左 极 
限 和 右 极限 可 能 相等 ,也 可 能 不 相等 。 

q 的 左 极 限 以 符号 lim gq (信号 表示 从 小 于 N 的 值 趋 近 ) , 右 


ur 


极限 则 号 成 lim qg。 当 且 仅 当 两 极限 具有 共同 的 有 限 值 ,比如 L 


+ 
vw-* Ny 


时 ,我 们 便 认为 g 的 极限 存在 ,并 写成 limg = 工 。 注 意 ,L 必须 为 
有 限 数值 。 若 出 现 这 种 情况 :lim = (或 - oo) ,我 们 则 认为 4 天 
极限 ,因为 lim 9 = 二 意味 着 当 oN 时 ,gc ,如 果 当 了 趋 近 于 
N 时 ,gq 的 值 永远 增加 ,这 同 g 有 极限 的 说 法 相 矛 盾 。 但 作为 表述 
当 v 一 N 时 9 一 oo 这 一 事实 的 方便 方法 ,人 们 实际 上 写成 im g = 
oo ,并 称 g 具有 “无 穷 大 的 极限 ”。 


在 某 些 情况 下 ,只 需 考虑 单 侧 极限 。 例 如 ,在 提 到 当 vw 一 +% 
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时 g 的 极限 , 仅 有 g 的 左 极限 是 可 能 存在 的 ,因为 v 仅 从 左 侧 才 
能 趋 于 + co 。 类 似 地 , 当 w~ - co 时 , 仅 有 右 极限 才 可 能 存在 。 在 
这 些 情 况 下 ,4 的 极限 是 否 存在 将 取决 于 当 w->+ 或 当 v 一 -0 
时 ,g 是 否 趋 近 于 一 个 有 限 值 。 

认识 到 符号 co (无穷 大 ) 不 是 一 个 数 ,因而 不 能 对 其 进行 一 般 
的 代数 运算 是 重要 的 。 我 们 不 能 有 3 + co 或 1/eo ,我 们 不 能 写成 134 
g = co , 它 不 同 于 gco。 但 把 4 的 极限 表示 成 “=”( 相 对 于 一 ) 
% 是 可 以 的 ,因为 这 仅 表 示 gq 一 %。 


图 例 说 明 


在 图 6.2 中 ,我 们 说 明 有 关 函 数 g = 二 g(%v) 的 极限 的 妃 种 可 能 
的 情形 。 

图 6.2a 中 的 是 一 条 平滑 曲线 。 当 变量 " 从 垂 线 两 边 中 的 一 
边 趋 近 于 N 值 时 ,变量 9 趋 近 于 上 L 值 。 在 此 情况 下 , 左 极限 与 右 
航 限 的 极限 是 一 致 的 ,因此 ,我 们 可 以 写成 limg= 工 。 


图 6.22 中 的 是 一 条 非 平 滑 曲 线 。 在 N 点 的 正 上 方 有 一 个 尖 
转折 点 ,但 当 mw 从 左右 两 边 趋 近 于 N 时 ,g 同样 趋 近 于 同样 的 值 
L。g 的 极限 同样 存在 ,并 等 于 工 。 

图 6. 2c 表示 的 是 一 条 所 谓 的 “阶段 函数 " .9 在 此 情况 下 , 当 


@ 阶段 郴 数 这 个 名 称 很 容易 通过 曲线 的 形状 来 解释 。 但 也 可 以 通过 代数 方法 来 
进行 解释 。 图 6.2c 所 描述 的 情况 可 以 用 下 述 方程 表示 
L.(0v < N) 
L2(N < ») 
注意 ,在 上 述 定 义 域 的 每 个 子 集 中 ,函数 表现 为 不 同 的 常 值 函 数 , 它 们 构成 了 “阶梯 ” 形 。 
在 经 济 学 中 ,阶段 函数 可 用 于 表示 对 不 同 的 购买 量 所 支付 的 不 同 价格 (图 6.2c 的 
曲线 刻画 出 数量 折扣 的 概念 ) ,也 可 以 用 于 表示 适用 于 不 同 收入 等 级 的 各 种 税率 。 
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图 6.2 
v 趋 近 于 NN 时 ,gq 的 左 极限 为 Lj, 右 极限 为 Ls, 二 者 数值 不 间 。 
因此 , 当 v 一 N 时 ,g 的 极限 不 存在 。 
最 后 ,在 图 6.24 中 , 当 vv 一 入 时 ,9 的 左 极限 为 -ce ,而 右 极 


限 为 + ce, 这 是 因为 双 曲 线 的 两 部 分 与 维 垂 虚线 即 渐 近 线 无 限 接 
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近 时 ,它们 将 分 别 无 限 下 降 和 上 升 。 同样 ,img 不 存在 。 另 一 方 
面 ,车 我 们 考察 图 6.24d 中 另 一 种 类 型 的 极限 , 即 lim g , 则 与 此 相 
关 的 极限 为 左 极限 , 且 我 们 知道 极限 存在 : lim 9 = M。 类 似 地 ， 
读者 还 可 以 验证 lim g=M。 

我 们 还 可 以 用 左 、 右 极限 的 概念 来 讨论 图 6.1 中 的 边际 成 本 。 
在 那里 ,变量 g 和 w 分 别 指 差 商 AC/AQ 和 AQ 的 大 小 ,所 有 的 变 
化 均 从 曲线 上 的 A 点 开始 度量 。 换 句 话说 ,9 是 指 诸如 AB 、AD、 
KG 这 类 直线 的 斜率 ,而 v 则 指 诸如 线段 QoQ; (= AE)、Qo0oQI 
(= AF) 等 的 长 度 。 我 们 已 经 看 到 , 当 wv 由 正 值 趋 于 零 时 ,g 的 值 
将 趋 近 于 KG 的 斜率 。 类 似 地 ,我 们 能 够 确定 ,如 果 AQ 从 负 值 趋 
于 堆 时 ( 即 当 产 出 越 来 越 下 降 ) , 像 RA 的 斜率 所 度量 的 差 商 AC/ 
AQ ,也 将 趋 近 于 KG 的 斜率 。 实 际 上 ,这 非常 类 似 于 图 6.2a 所 
描述 的 情况 。 图 6.1 中 KG 的 斜率 (图 6.2 中 工 的 对 应 物 ) 实 际 
上 是 当 wv 趋 于 零 时 差 商 g 的 极限 ,因而 它 给 出 在 产 出 水 平 Q= Qn 
时 的 边际 成 本 。 


极限 的 计算 


现在 我 们 举例 说 明 给 定 函 数 g = g(wv) 的 代数 运算 。 
例 1 已 知 g=2+ v' , 求 limg。 为 取 左 极限 ,我们 以 负 值 序列 


上 、 -一 ……( 依 此 顺序 ) 蔡 代 v, 并 求 (2+ v?) ,我 们 将 看 


到 , 它 将 稳定 地 递减 ,并 趋 于 2( 因 wv? 将 逐渐 趋 于 零 )。 其 次 ,为 求 


右 极限 ,我们 以 正 值 序列 1.10 .100、…( 依 此 顺序 ) 替 代 u ,并 得 


到 同 前 面 一 样 的 极限 。 由 于 左右 极限 是 一 致 的 ,我 们 认定 9 的 
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极限 存在 ,可 号 成 img =2。 

始终 存在 这 样 一 种 诱惑 ,即将 所 得 到 的 答案 看 作 令 方程 g = 
2+ v 中 的 v=0 的 结果 ,但 我 们 必须 拒绝 这 种 诱惑 。 在 计算 lim 
时 ,我们 仅 能 令 v 趋 于 NN ,但 作为 一 个 规则 ,我 们 一 般 不 能 令 v= 
N。 实 际 上 ,即使 NN 不 在 函数 g =g(wv) 的 定义 中 , 当 vw 一 NN 时 ,我 
们 仍 可 以 有 充分 理由 提 到 9g 的 极限 。 在 后 一 种 情况 下 ,车 我 们 试 
图 令 v=N,g 显然 无 定义 。 

例 2 已 知 g= (1 wv)/(1- v), 求 limg。 这 里 ,N =1 不 在 
函数 的 定义 域 中 ,我们 不 能 令 v=1, 因 为 这 将 使 分 母 为 零 。 而 且 ， 
甚至 令 zw 一 1 的 极限 计算 步骤 , 像 在 例 1 中 所 运用 的 ,也 会 导致 一 
定 困 难 ,因为 当 w-1 时 ,分 母 (1 ~ vw) 将 趋 于 零 , 所 以 我 们 仍然 无 
法 进行 除法 运算 。 

克服 这 一 困难 的 一 种 方法 是 对 比率 (1 一 vw)/(1 -wv) 进 行 变 
换 ,使 分 母 中 不 再 包含 uv。 因为 v 一 1 意味 着 wv 了 关 1, 所 以 (1 一 v) 
不 等 于 零 , 因 页 (1 一 vw ) 被 (1 一 v) 除 是 可 以 的 ,并 可 写成 外 


2 
lo-v’ 


q= T=1+v (wv 关 1) 





中 像 数 的 情形 一 样 ,可 按 下 式 进行 除法 : 


1+wv 
1—-vh -vi 
| 
v— vu? 
Ci 
我 们 还 可 以 进行 如 下 因 式 分 解 : | 
Ht) (了 
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在 gq 的 这 个 新 表达 式 中 ,分 母 中 不 再 包含 v。 由 于 当 v 习 1 时 137 
(+ 中) 一 2( 在 人 右 极限 一 致 ), 所 以 我 们 可 以 得 出 这 一 结论 :img =2。 

例 3 已 知 q=(2v+5)Av+1), 求 limg。 这 里 ,变量 wv 再 
次 在 分 子 和 分 母 中 同时 出 现 。 硅 我们 令 分 子 、 分 母 中 的 woo , 则 
结果 是 两 个 无 穷 大 数 的 比率 ,没有 明确 意义 。 为 了 克服 这 一 困难 ， 
我 们 这 次 尝试 将 此 给 定 比 率 进行 变换 ,使 分 子 中 不 再 包含 变量 
"由 ,这样 ,此 给 定 比率 相 除 , 便 可 以 求 出 极限 。 因 (2v + S$) 不 能 被 
(v+1) 整 除 , 所 以 如 下 结果 中 含有 一 个 余 项 : 


2 和 +3 机 3 
vtl1 | UU 二 1 


但 无 论 如 何 ,这 个 g 的 新 表达 式 分 子 中 不 再 含有 vw, 注 意 , 当 v 一 
时 , 余 项 3A(v+1)->0, 所 以 我 们 可 得 出 结论 : lim q =2。 

”极限 的 计算 还 有 几 个 有 用 的 定理 ,我 们 将 在 6.6 节 中 对 其 进 
行 讨论 。 








gy 一 


极限 概念 的 正规 考察 


上 面 的 讨论 已 介绍 了 极限 概念 的 一 般 思 想 。 现 在 我 们 给 出 更 
精确 的 定义 。 因 为 这 一 定义 要 用 到 直线 上 点 (特别 是 作为 实数 线 
上 的 一 个 特定 数 的 点 ) 的 邻 域 的 概念 ,所 以 我 们 首先 对 其 进行 解 
释 。 

对 于 给 定数 工 , 总 会 找到 一 个 数 (L 一 a1)< 工 和田 一 个 数 


@ 注意 ,这 不 局 于 v0 的 情况 。 当 wv 一 0 时 ,我 们 将 wv 从 分 母 中 提出 以 免 被 零 
除 。 当 wv 一 时 ,最 好 将 wv 从 分 子 中 提出 。 因 为 当 mc 时 ,表达 式 分 子 中 含有 > 将 
变 得 无 穷 大 ,但 若 分 母 中 含有 已, 则 将 趋 于 等 ,从 而 平静 地 消失 ,使 我 们 方便 地 求 得 极 
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(Lt+as)>L, 其 中 a1 和 a 为 任意 正 数 ,所 有 位 于 (LL 一 a1) 和 和 
( 工 十 az) 之 间 的 数 的 集合 称 作 这 两 个 数 之 间 的 区 间 , 知 数 ( 工 - 
a1) 和 (上 + az) 包 括 在 集合 内 , 则 此 集合 称 作 闭 区 间 ; 若 它们 不 包 
含 在 这 集合 中 ,此 数 集 称 作 开 区 间 。( 工 -ai) 和 (L+az) 之 间 的 
闭 区 间 用 方 括号 表示 
[L-a,L+a] 二 ig|L-al<gL+as| 
而 对 应 的 开 区 间 以 圆 括号 表示 : 
(L-al,L+a)=iglL-a<aq<L+a,)l (6.4) 
138 因 此 ,[ 与 弱 不 等 号 委 相 联系 ,而 () 则 与 严格 不 等 号 < 相 联 系 。 但 
是 在 两 种 类 型 的 区 间 中 , 较 小 的 数 (L - ai) 总 是 列 在 前 面 。 以 后 ， 
我 们 还 会 遇 到 如 (3,5] 和 [6, 0) 这 样 的 半 开 区 间 和 半 闭 区 间 , 其 仿 
义 如 下 : 
(3,5] 二 {zx|3<zr5 [6,%) 三 |x|16 寺 rz<o%0| 
现在 我 们 可 以 将 上 的 邻 域 定义 为 像 (6.4) 所 定义 的 开 区 间 ， 
且 此 区 间 “ 包 含 " 数 L ,2 根据 任意 数 al 和 a, 的 大 小 ,可 为 已 知 
数 工 构建 各 种 不 同 的 邻 域 。 运 用 邻 域 的 概念 ,函数 的 极限 可 定义 
如 下 : 
当 wv 趋 近 于 一 个 数 和 NN,gq = g(w) 的 极限 是 数 工 , 如 果 对 工 的 
每 个 邻 域 ,不 管 它 多 么 小 ,总 可 以 在 函数 的 定义 域 中 相应 的 
N 的 邻 域 (点 v= 六 除外 ), 使 得 N 邻 域 中 每 个 N 值 , 其 像 落 
在 工 的 邻 域内 。 


中 ” 仅 当 我 们 考察 直线 (一 维 空间 ) 上 的 点 时 , 才 可 以 将 开 区 间 视 为 点 的 邻 域 。 在 
平面 (二 维 空 间 ) 上 一 个 点 的 情况 下 ,其 邻 域 必须 被 看 作 一 个 平面 ,比如 环绕 一 个 点 的 
圆 。 
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这 个 定义 可 以 图 6.3 来 加 以 解释 。 此 图 类 似 于 图 6.2a。 根 
据 图 6.24a 我 们 已 经 学 到 的 知识 ,我 们 知道 图 6.3 的 Himg= 工 。 现 
在 我 们 来 证 明 工 确实 满足 极限 的 新 定义 。 首 先 ,选择 工 的 任意 小 
的 邻 域 ,出 如 (和 -ai, 工 +az)。( 应 将 其 选择 得 更 小 一 些 ,但 为 便 
于 图 形 说 明 ,我 们 将 其 相对 放大 了 。 现 在 我 们 构建 N 的 一 个 邻 
域 ,比如 (N -51,N + 565s), 使 得 两 个 邻 域 共同 定义 一 个 矩形 (图 中 
阴影 部 分 ) ,其 两 个 角 位 于 给 定 的 曲线 上 。 这 样 便 可 以 证 明 ,对 于 
NN 的 邻 域 中 的 每 个 v 值 (不 包括 v= NN), 对 应 的 函数 g =g(z) 的 
值 位 于 选 定 的 工 的 邻 域 内 。 事 实 上 ,无论 我 们 将 上 的 邻 域 选择 得 
多 人 么 小 ,总 可 以 找到 具有 上 述 性 质 的 (相应 的 也 很 小 ) 的 N 邻 域 。 
因此 ,正如 前 面 所 证 明 的 那样 ,L 满足 极限 的 定义 。 
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我 们 还 可 以 将 上 述 定义 应 用 于 图 6.2c 的 阶段 函数 以 证 明 无 
论 二 : 还 是 工 ,, 均 不 是 极限 lim g。 若 我 们 选择 工 ; 的 一 个 极 小 的 
邻 域 , 比 如 它 仅 在 Li 两 侧 各 有 一 根 头 发 那么 宽 , 那 么 ,无 论 我 们 
选择 N 的 什么 邻 域 ,与 两 个 邻 域 相 联 系 的 矩形 不 可 能 包容 阶段 函 
数 中 较 低 的 部 分 。 结 果 , 对 于 mw> 的 任意 值 ,相应 的 v 值 (位 于 
阶段 函数 较 低 部 分 ) 将 不 会 在 工 ; 的 邻 域内 ,因此 ,Li 未 能 通过 极 
限定 义 存 在 的 检验 。 基于 类 似 的 理由 ,L2 也 不 是 lim g 的 候选 值 。 
事实 上 ,在 此 情况 下 当 v->N 时 9g 不 存在 极限 。 

139 定义 是 否 满足 还 可 以 通过 代数 方法 而 不 是 图 形 方 法 来 检验 。 
例如 ,再 一 次 考察 函数 
gqg = 一 一 =1+m (v1) (6.5) 
在 例 2 中 已 经 知道 lim g =2, 因 而 这 里 有 N=1 和 上 =2。 为 验证 
L=2 实际 上 是 g 的 极限 ,我们 必须 证 明 ,对 于 每 个 选 定 的 工 的 邻 
域 (2 一 41,2+a,), 存 在 一 个 NN 的 邻 域 (1- 51，1 + 45,), 使 得 wv 无 
论 何 时 在 NN 的 邻 域内 ,g 必然 在 所 选 定 的 L 邻 域 内 。 实 际 上 这 意 
味 着 ,对 于 给 定 的 ai 和 a, 和 值 ,无 论 它们 多 么 小 ,总 可 以 找到 两 个 
数 pg; 、.5;, 使 得 不 等 式 
1—-b<v<1l+6, (v1) (6.6) 
满足 时 , 另 一 个 不 等 式 
2-al<g<2+a, (6.7) 
必然 也 成 立 。 为 找到 这 样 一 对 数 Bi 和 5 ,我 们 首先 利用 (6.5) 
式 ,将 (6.7) 式 改写 成 


2-a<lt+tv<2+a; (6.7 ) 
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进而 ,可 以 将 其 变换 成 不 等 式 

1--al<v<1l+a; (6.7") 
将 (6.7) 的 变 式 (6.7 ) 与 (6.6) 式 的 比较 表明 , 硅 我 们 选择 两 个 数 
b1 和 655, 且 使 51 一 al1，b2 王 a3, 两 个 不 等 式 (6.6) 和 (6.7) 总 将 同 140 
时 成 立 。 因 此 ,NN 的 邻 域 (1 一 51, 1+ 5,), 如 极限 定义 所 需要 的 那 
样 ,在 工 =2 时 的 确 可 以 找到 , 这 证 明了 工 =2 是 g 的 极限 。 

现在 我 们 以 相反 的 方式 利用 极限 的 定义 ,来 证 明 另 一 个 数 , 比 
如 3, 不 是 函数 (6.5) 的 极限 limg。 假设 3 是 此 函数 的 极限 , 则 对 
于 3 的 每 一 个 选 定 的 邻 域 (3 - ai,，3 + a,), 存 在 一 个 1 的 邻 域 
(1 一 51,，1+ 565s), 使 得 当 w 在 1 的 邻 域 中 时 ,gq 必定 在 3 的 邻 域 
中 。 即 无 论 何 时 不 等 式 
1-b<v<1l+6; 

满足 ,下面 的 男 一 不 等 式 

3—al<1l+v<3+a; 


或 2-a<v<2+4a; 

必然 也 满足 。 要 达到 这 一 结果 的 唯一 方式 是 选择 65, = ak 一 1 和 
by; 二 a>+1。 这 意味 着 1 的 邻 域 将 是 开 区 间 (2- ai, 2+a)。 但 
按 极限 的 定义 ,al 和 a, 可 取 任 意 小 的 值 ,比如 ail=az=0.1。 在 
此 情况 下 , 开 区 间 为 (1.9, 2.1), 它 完全 位 于 横 轴 上 的 点 v=1 的 
右 侧 。 因 此 ,3 不 满足 极限 的 定义 。 还 可 以 用 类 似 的 步骤 证 明 除 
了 2 以 外 的 任意 数 , 均 与 本 例 中 极限 的 定义 相 了 矛盾 。 

一 般 而 言 , 若 当 v 一 N 时 , 某 一 数 满足 g 的 极限 定义 , 则 没有 
以 外 的 数 能 满足 定义 。 若 极限 存在 , 它 将 是 唯一 的 。 
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练习 6.4 


1 已 知 函 数 g=(Cv+v-56)/A(w 一 7), (天 7), 求 当 vv 一 7 时 ga 的 左 
极限 和 右 极 限 。 我 们 可 以 根据 这 些 答案 断定 当 v->7 时 ,gq 有 极限 吗 ? 
2 已 知 g=[(u+27-81/， (ww 天 0) , 求 : 
(a) limg (b) limg (cj limg 
3 已 知 g=5-1/v, (wv 关 0), 求 : 
(a) lim@g (5b) lm 9 
4 运用 图 6.3 证明 :我 们 不 能 将 (L + a;) 看 作 当 w 趋 近 于 N 时 4q 的 极 


141 6.5 关于 不 等 式 和 绝对 值 的 题 外 讨论 


前 面 ,我 们 已 多 次 遇 到 不 等 号 。 在 上 一 市 最 后 的 讨论 中 ,我 
们 还 应 用 了 不 等 式 的 数学 运算 。 例 如 ,在 将 (6.7 ) 变 换 成 (6.7 ) 
时 ,我们 在 不 等 式 的 每 一 边 都 同时 减 去 1。 什 么 法 则 适 于 不 等 式 
(相对 于 方程 而 言 ) 的 运算 呢 ? 


不 等 式 的 运算 法 则 


首先 ,我 们 描述 不 等 式 的 一 个 重要 性 质 :不 等 式 是 可 传递 的 。 
即 若 c>8,， pp>c, 则 aa>c。 因 为 等 式 ( 方 程 ) 也 是 可 传递 的 , 传 
递 性 既 适 用 于 “ 弱 " 不 等 式 ( 盖 或 委 ) ,也 适用 于 "严格 "不 等 式 ( > 或 
< )。 因 此 ,我 们 有 


Q&D>DD>re 全 Qa 2>r 
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& pc 一 < 二 fc 
这 一 性 质 使 我 们 可 以 写 出 连 不 等 式 , 如 3<a<p<8 或 7 三 zS24 
等 。( 在 书写 连 不 等 式 时 ,不 等 式 符 号 排 成 相同 方向 ,通常 将 最 小 
的 数 排 在 左边 )。 

不 等 式 最 重要 的 运算 法 则 是 不 等 式 与 数 的 加 法 .减法 ,以 及 不 
等 式 与 数 的 乘法 .除法 ,以 及 不 等 式 的 平方 等 。 具 体 地 说 ,这 些 法 
则 如 下 : 

法 则 工 〈 加 法 与 减法 ) 

4 >6b>a+t+k>b+k 
者 不 等 式 两 边 加 上 或 碱 去 同样 的 数 ,不 等 式 仍然 成 立 。 
法 则 H (乘法 和 除法 ) 
,> = > kb (k > 0) 
ka < kb (k < 0) 
不 等 式 两 边 被 一 个 正 数 乘 ,不 等 式 方向 不 变 ; 但 被 负 的 乘 子 乘 则 使 
不 等 式 符号 方向 改变 。 

例 1 因 6>5, 所 以 它 被 3 乘 得 到 3(6)>3(5) 或 18>15; 但 
若 被 -3 乘 则 产生 (-3)6<(-3)5, 或 -18< 一 15。 

不 等 式 被 一 个 数 n 除 等 价 于 它 被 一 个 数 1/n 相 乘 ,因而 除法 
法 则 包含 于 乘法 法 则 之 中 。 

法 则 II (平方 ) 142 

a >8 (b=0)> a*>b 
大 不 等 式 两 边 均 为 非 负 , 则 当 其 两 边 取 平方 时 不 等 式 仍 然 成 立 。 

例 2 因 4>3, 且 两 边 均 为 正 , 我 们 有 42>3 ,或 16>9。 类 
似 地 , 因 2>0, 由 此 得 到 2 >0- ,或 4>0。 

上 述 三 个 法 则 均 按 严格 不 等 式 形 式 表述 ,但 若 不 等 号 ”> "被 
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弱 不 等 号 之 替代 ,上 述 法 则 依然 成 立 。 
绝对 值 与 不 等 式 


当 变 量 x 的 定义 域 为 开 区 间 (a,b) 时 ,此 定义 域 可 以 集合 
{ria<x<6bi 表 示 ,或 简单 地 以 不 等 式 a 之 x 之 6 表示。 类 似 地 ， 
若 定义 域 为 团 区 间 [a, 5 |], 则 可 以 弱 不 等 式 a 志 + 三 b 表示 。 在 
区 间 的 形式 为 (一 a , a) 这 种 特殊 情况 下 ,比如 (一 10, 10), 则 此 定 
义 域 既 可 以 不 等 式 -10<z<10 表 示 , 或 以 不 等 式 

|z|l<l0 
来 表示 。 其 中 符号 |xz | 表示 x 的 绝对 值 (或 数值 ) 。 
对 任意 实数 n,n 的 绝对 值 定 义 如 下 :9 


n (车 n >0) 
|in| 寺 3-n (者 n < 0) (6.8) 
0 (着 n = 0) 
注意 ,车 n==15, 则 |15| ==15, 但 车 n = 一 15, 则 我 们 有 
|-15| =—-(-15)= 15 


因而 实际 上 任意 实数 的 绝对 值 仅 是 去 掉 符 号 的 数值 。 所 以 ,我 们 
总 有 |n|1= |-n|。n 的 绝对 值 也 称 作 7 的 模 。 

给 定 表 达 式 | x | = 10, 由 (6.8) 可 知 ,x 或 者 等 于 10, 或 者 等 
于 一 10。 同 理 , 表 达 式 | x | <10 意味 着 (1) 肴 >0, 则 zx 三 | zz| 
<10, 从 而 z 必 小 于 10; 但 (2) 痢 z<0, 则 依 (6.8), 我 们 有 一 
三 | x|<10,; 或 x>-10, 从 而 xz 必 大 于 一 10。 因 此 ,把 这 个 结 


DD 绝对 值 的 符号 类 似 于 --- 阶 行列 式 的 符号 ,但 它们 是 完全 不 同 的 两 个 概念 。 一 
阶 行列 式 的 定义 为 |a; | 三 a ,与 aj 的 正 负 号 无 关 。 按 照 绝对 值 |n | 的 定义 ,mn 的 符号 
则 会 因 之 不 园 。 在 讨论 的 有 关内 容 中 ,要 弄 清楚 所 考虑 的 是 绝对 值 还 是 一 阶 行列 式 。 
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果 的 两 部 分 结合 起 来 ,我 们 知道 x 必定 位 于 开 区 间 (- 10,10) 内 。 
一 般 而 言 ,我 们 可 以 写成 


rl <n 人 ODO-n<r<n(n>0) (6.9) 
它 也 可 以 拓展 到 如 下 纶 不 等 式 143 
[rz nO 到 nrIRn (nn 0) (6.10) 


因为 绝对 值 本 身 是 数 , 两 个 数 mr、n 的 绝对 值 可 以 相 加 、 减 、 
冬 、 除 。 下 述 性 质 刻画 了 绝对 值 的 特征 : 
Im|+ ln| 宇 | m+t+nl 
Im| .|n|=|m-.n| 


| m | 
|n | 


nm 


n 
令 人 感 兴趣 的 是 第 一 个 性 质 , 它 涉及 的 是 不 等 式 而 非 方 程 。 原 因 
很 简单 :左边 的 表达 式 |m | + |n | 定义 为 两 个 数值 ( 均 视 为 正 
数 ) 之 和 ,表达 式 |m +n | 或 者 是 两 个 数 之 和 ( 若 m 和 nn 均 为 正 ) 
或 二 者 之 差 ( 行 mx 和 ?7 的 符号 相反 )。 因 而 左 侧 的 表达 式 可 能 大 
于 右 侧 。 











例 3 车 m=5,n=3, 则 | mm|+|n|=|m+n|=8。 
但 车 m=5, n= 一 3, 则 | ml+|n|=5+3=8, 而 
Im+t+n|=|15-3|=2 
则 是 较 小 的 数 。 


男 一 方面 ,在 其 它 两 个 性 质 中 ,m 和 nn 的 符号 是 相同 还 是 相 
反 是 没有 差别 的 。 因 为 不 等 式 右 侧 的 积 或 商 取 绝对 值 ,其 符号 无 
论 如 何 , 总 会 被 去 掉 。 
例 4 若 芭 =7,n=8, 则 mm 上 .Jn|=|m'n|=7(8) 
= 56。 但 即使 ;= -7 和 m=8( 符 号 相反 ), 由 下 式 仍 可 得 到 同样 
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的 结果 : 


| 


| -7| .|18| =7(8) = 56 
和 Imn| =| -7(8)| =7(8)= 56 


[Im| +: In| 


不 等 式 的 解 


像 方 程 一 样 ,包含 变量 (比如 z) 的 不 等 式 可 能 有 解 。 若 解 存 
在 , 它 将 是 一 个 使 不 等 式 成 立 的 x 值 的 集合 。 这 样 的 解 本 身 一 般 
是 以 不 等 式 的 形式 表示 。 

例 5 求 不 等 式 的 解 

3T-3>x+]1 
像 解 方程 一 样 ,首先 将 含 变 量 的 项 移 至 不 等 式 一 边 。 在 不 等 式 两 
144 边 同时 加 (3 - 并) ,我 们 得 到 
37z -3+3 一 六 >z+1+3- 工 
或 27 >4 


两 边 同 乘 广 ( 因 172 大 于 0, 所 以 不 改变 不 等 号 的 方向 ) 则 可 得 到 
解 
这 2 
它 本 身 是 一 个 不 等 式 。 这 个 解 不 是 一 个 数 ,而 是 一 个 数 集 。 因 而 
我 们 也 可 以 将 其 表示 成 集合 {x | x >2| 或 表示 成 开 集 (2,o%)。 
例 6 解 不 等 式 | 1-x | 委 3。 首 先 ,我 们 运用 (6.10) 式 而 不 

用 绝对 值 的 符号 。 这 个 已 知 不 等 式 等 价 于 

-3 三 1 一 XxX 夺 3 
或 ,在 每 一 边 减 去 1 后 ,有 

一 4 三 一 工 夺 2 
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将 每 一 边 乘 - 1, 我 们 则 有 

4 宇 xz 宇 -2 
这 里 不 等 式 的 方向 已 颠倒 了 。 先 写 出 较 小 的 一 个 数 , 我 们 可 以 将 
解 表 示 成 不 等 式 的 形式 

-2 之 xz 达 4 
或 表示 成 集合 的 形式 {x | -2 二 x 二 41 ,或 闭 区 间 [ -2,4]。 

有 时 ,一 个 问题 可 能 要 求 几 个 变量 同时 满足 几 个 不 等 式 , 则 我 

们 必须 解 一 个 联合 不 等 式 组 。 例 如 本 书 的 最 后 一 篇 ,数学 规划 中 
就 提出 了 这 样 的 问题 。 


练习 6.5 
t 解 下 列 不 等 式 : 
(a) 3r—-1<7zr+2 (c)Sr+l<zxz+3 
(5b5) 2r+S<xr—-4 (d) 2zxz—1<6r+5 


2 若 7z-3<0 和 7z>0, 以 连 不 等 式 对 其 进行 表达 ,并 求 出 其 解 。 
3 解 如 下 不 等 式 : 
(a) | r+l1|<6 (5) |14-3z | <2 (c) |2r+3 1 <5 


6.6 极限 定理 145 


对 变化 率 的 兴趣 使 我 们 考察 了 导数 的 概念 ,而 导数 的 差 商 极 

限 的 性 质 又 激发 我 们 研究 极限 的 存在 和 计算 问题 。 极 限 的 基本 计 

算 步 又 ,如 6.4 节 所 述 ,包括 令 变 量 wv 趋 近 于 特定 的 数 ( 比 如 NN)， 
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以 及 观测 g 所 趋 近 的 值 等 。 但 当 实 际 计 算 一 个 函数 的 极限 时 ,我 
们 可 以 引用 几 个 现成 的 极限 定理 , 它 可 以 极 大 地 简化 计算 过 程 ,对 
复杂 的 函数 ,尤其 如 此 。 


单一 函数 的 极限 定理 


当 仅 涉及 单个 晃 数 g= g(wv) 时 ,可 应 用 下 述 定理 。 

定理 I 若 g=ar+p， 则 limg=aN + 6b(a.b 为 常数 )。 

例 1 已 知 4 54+7, 则 我 们 有 Jim a=5(2)+7=17。 类 似 
地 ,lim g=5(0)+7=7。 

定理 若 g= g(v)=6, 则 limg=b。 

此 定理 表明 , 常 函 数 的 极限 是 该 函数 中 的 常数 。 它 仅 是 定理 
I 当 ac=0 时 的 一 个 特例 。( 读 者 早已 在 练习 6.2-3 中 遇 到 了 这 
一 例子 。) 

定理 III 若 g=v, 则 limg=N。 

若 g=w '; 则 limg= NN'。 

例 2 给 定 4 = v ,我 们 有 lim gq=(2) =8。 

读者 可 能 已 经 注意 到 ,在 上 述 三 个 定理 中 , 求 当 v>NN 时 9g 的 
极限 ,实际 上 是 令 v= N。 但 这 是 一 些 特例 , 且 它 们 并 不 损害 “v 一 
N "并 不 意味 着 “= N "的 一 般 法 则 。 


涉及 两 个 涪 数 的 极限 定理 


阁 我 们 有 两 个 具有 同样 自 变 量 v 的 函数 gi =g(v) 和 gq, = 


h(v), 且 两 个 函数 都 有 如 下 极限 
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lim gi = Li lim 92 = 了 > 
其 中 地 和 工 , 为 两 个 有 限 的 数 , 可 应 用 下 述 定 理 : 
定理 IV (和 一 差 极 限定 理 ) 146 
jimt gi + gqg)= Li+t+L; 
两 个 肾 数 的 和 ( 差 ) 的 极限 分 别 是 其 极限 的 和 ( 差 )。 
特别 地 ,我 们 要 注意 
im291 = limt gi +g1)= Lit+L:= 2Li 
它 与 定理 1 是 一 致 的 。 
定理 V ( 积 的 极限 定理 ) 
lim( gi g2) = LiL, 
两 函数 积 的 极限 为 其 极限 之 积 。 
将 其 应 用 于 函数 的 平方 ,给 出 
lim( giq1) = LL=L,’ 
这 与 定理 II 是 一 致 的 。 
定理 VI 〈 商 的 极限 定理 ) 


, Ql Li 
lim 一 = 一 (LL,) 关 0 
im = I, (LF2) 


两 个 函数 商 的 极限 是 其 极限 的 商 。 自 然 ,极限 上 L, 为 非 零 ,否则 商 
例 3 求 lim(1+ vw)/A(2+ v)。 因为 我 们 这 里 有 lim(1+ v)=1 
和 lim(2+ v)=2, 所 求 的 极限 为 1 /2。 
注意 ,Li 和 上 , 代表 有 限 的 数 ,否则 不 能 应 用 这 些 定理 。 在 
定理 VI 情况 下 ,L, 也 必须 是 非 零 的 。 车 这 些 条 件 不 满足 ,我 们 


必须 求助 于 6.4 市 中 例 2 和 例 3 所 述 的 计算 极限 的 方法 ,它们 分 
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别 与 Ls 等 于 零 ,以 及 上, 为 无 穷 大 的 情况 有 关 。 
多 项 式 函 数 的 极限 


掌握 上 述 极限 定理 后 ,我们 便 可 以 轻松 地 计算 任何 多 项 式 函 
数 当 wv 趋 于 数 N 时 的 极限 了 : 
gq = g(v) 一 aop+ QIv + arv + + Go (6.11) 


因为 其 中 的 每 一 项 的 极限 分 别 为 


147 lim ao = ayp lmalv=aiN lima2v = a>N“( 等 ) 
vv w=N v=N 
所 以 多 项 式 陋 数 的 极限 为 (根据 和 极限 定理 ): 
limog=ao+aN+aN +" +a,N” (6.12) 
vw 


我 们 注意 到 ,此 极限 实际 上 也 等 于 g(N), 即 等 于 当 w=N 时 
(6.11) 的 淆 数值 。 这 个 特别 的 结果 将 证 明 讨 论 多 项 式 函 数 的 连续 
性 的 重要 性 。 


练习 6.6 


1 求 洱 数 gq=8--9v+tw 的 极限 : 
(a) 当 v0 (0) 当 uw->3 (c) 当 wv-1 
2 求 g=(v+2)(wv 一 3) 的 极限 ; 
(a) 当 v 一 -1 (6b) 当 v0 (c) 当 vw->4 
3 求 g=(3v+5)/A(v+2) 的 极限 : 
(a) 当 v0 (8) 当 一 4 (cc) 当 v>-1 
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6.7 函数 的 连续 性 与 可 微 性 


现在 我 们 运用 前 面 对 极 限 概念 和 极限 计算 的 讨论 来 定义 函数 
的 连续 性 和 可 微 性 。 这 些 概念 与 我 们 感 兴趣 的 函数 的 导数 直接 相 
关 。 


函数 的 连续 性 


当 vw 趋 近 于 定义 域 中 的 点 A 时 ,函数 g = g(v) 的 极限 存在 ， 
且 等 于 g(N) , 即 等 于 函数 在 v= N 时 的 值 , 则 我 们 说 函数 在 点 N 
是 连续 的 。 如 上 所 述 ,连续 性 这 个 概念 至 少 有 以 下 三 个 要 求 :(1) 
点 N 必须 在 函数 的 定义 域内 , 即 g(N) 有 定义 ;(2) 当 wu 一 N 时 ， 
函数 的 极限 存在 , 即 lim g(v) 存 在 ;(3) 极 值 必 等 于 g(N) 的 值 , 即 


lim g(v)= g(tN),。 


注意 到 这 一 点 是 重要 的 :尽管 在 图 6.3 讨论 曲线 的 极限 时 ,点 
(N, 工 ) 未 被 考虑 ,但 在 这 里 我 们 必须 将 其 考虑 在 内 。 特 别 是 , 正 
如 上 述 第 三 条 要 求 所 具体 说 明 的 那样 ,在 将 函数 视 为 于 点 N 连续 
以 前 , 点 (N, 工 ) 必 定 在 函数 的 图 形 上 。 

我 们 来 检验 图 6.2 所 示 的 函数 是 否 是 连续 的 。 在 图 形 A 中 ， 
在 点 N ,三 条 要 求 均 被 满足 :点 N 在 定义 域内 ; 当 一 N 时 ,g 具 148 
有 极 值 元 ; 极 值 世 恰好 等 于 函数 在 点 N 的 值 。 因 此 ,该 曲线 所 表 
示 的 函数 在 N 处 是 连续 的 。 同 样 ,图 6.26 所 描述 的 函数 也 是 连 
续 的 ,因为 是 当 w 趋 近 于 定义 域内 NN 点 时 函数 的 极 值 , 且 工 也 


是 在 点 NN 时 的 水 数值 。 后 一 -图 例 足以 证 明 , 函 数 在 点 NN 的 连续 
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性 并 一 定 要 求 函数 的 图 形 在 v= N 处 是 必须 “平滑 的 ”"。 因 为 在 图 
6.25 中 点 (N,L) 实 际 上 是 一 个 “ 尖 折 点 ,但 函数 在 此 wv 值 处 仍 
是 连续 的 。 

当 函 数 g = g(wv) 在 区 间 (a,b) 中 所 有 的 wv 值 处 均 连 续 时 , 则 
此 函数 在 这 一 区 间 内 连续 。 若 沙 数 在 定义 域内 的 子 集 S( 其 中 子 
集 S 可 能 是 几 个 不 相交 的 区 间 的 并 集 ) 中 的 所 有 点 连续 , 则 我 们 
称 函 数 在 S 中 连续 。 最 后 , 若 函 数 在 其 定义 域 中 的 所 有 点 连续 ， 
则 称 苯 数 在 其 定义 域 中 连续 ,但 甚至 在 后 一 种 情况 下 ,对 于 某 些 不 
在 定义 域 中 的 点 ,比如 v=5, 函 数 的 图 形 仍然 会 表现 出 不 连续 性 
(缺口 ) 。 

再 回 到 图 6.2 ,我 们 看 到 图 (c) 中 国 数 在 点 N 处 是 不 连续 的 ， 
因为 极限 在 该 点 不 存在 。 与 连续 性 的 第 二 条 要 求 相 违背 。 但 是 在 
区 间 (0,N) 和 [N,oo), 函 数 确 实 满足 连续 性 的 三 条 要 求 。 图 d 
在 v= N 处 明显 也 是 不 连续 的 。 但 这 一 次 ,不 连续 性 是 因为 点 N 
不 在 定义 域内 ,违反 连续 性 的 第 一 条 要 求 。 

由 图 6.2 可 以 看 出 ,连续 性 与 角 点 是 相 容 的 ,如 图 5 所 示 ; 但 
像 图 c 和 da 中 的 缺口 是 不 允许 的 。 人 情况 的 确 如 此 。 因 此 ,粗略 说 
来 ,如 果 在 给 定 区 间 中 作 图 时 不 用 抬 起 笔 ,就 可 以 说 函数 在 该 区 间 
中 是 连续 的 ,即使 出 现 角 点 ,也 是 允许 的 ,但 不 允许 有 间断 的 情况 
出 现 。 


和 多项式 函数 和 有 理 函 数 


我 们 现在 考察 某 些 常见 范 数 的 连续 性 。 对 于 任意 多 项 式 函 
数 , 如 (6.11) 中 的 g= g(v), 由 (6.12) 我 们 已 经 知道 lim g 存在 ， 


且 等 于 函数 在 N 点 时 的 值 。 因 为 N 是 函数 定义 域 中 的 一 个 点 
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(任意 点 ) ,我 们 可 以 得 出 这 一 结论 :任何 多 项 式 函 数 在 其 定义 域 中 
是 连续 的 。 这 是 一 条 非常 重要 的 信息 ,因为 多 项 式 图 数 是 经 常 遇 到 
的 。 
那么 ,有 理 函 数 又 如 何 呢 ? 关于 其 连续 性 ,存在 一 个 很 有 价 
人 的 定理 。 该 定理 表明 :在 定义 域内 连续 的 任意 有 限 个 函数 的 和 、 
差 、 积 \ 商 ,在 定义 域内 同样 分 别 是 连续 的 。 因 此 ,任意 有 理 函 数 
(两 个 多 项 式 函 数 的 商 ) 在 定义 域内 必然 也 是 连续 的 。 
例 1 有 理 函 数 149 
4 
vi+1 
对 全 部 有 限 实 数 有 定义 。 因 此 其 定义 域 为 (- co,+co)。 对 于 定 
义 域 中 任意 数 N ,由 商 极限 定理 ,g 的 极限 为 
2 
imo = mi _ _4N? 
ovN lim(w + 1) N*+1 
它 等 于 g(CN)。 因 此 在 六 ,连续 性 的 三 条 要 求 均 满足 ,所 以 函数 在 
定义 域 中 是 连续 的 。 


例 2 有 理 函 数 


gqg= g(v)= 





vv +v—4v-4 
v —4 


在 v=2 和 w= 一 2 无 意义 。 因 wv 的 这 两 个 值 不 在 定义 域 中 ,函数 
在 v=2 和 w= 一 2 是 不 连续 的 ,尽管 当 vw 一 2 和 wv 一 -2 时 ,g 的 
极限 是 存在 的 。 从 图 形 上 看 ,函数 在 v 的 这 两 个 值 处 会 出 现 两 个 
人 缺口。 但 对 于 在 定义 域 的 的 其 它 值 ,函数 是 连续 的 。 


暑 数 的 可 微 性 


前 面 的 讨论 已 为 我 们 提供 了 一 些 基 本 的 工具 ,用 以 判断 当 自 
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变量 趋 近 于 某 个 选 定 的 值 ze 时 ,函数 的 极限 是 否 存 在 。 因 此 ,我 
们 可 以 尝试 取 当 z 趋 近 于 某 个 选 定 的 值 zo ,函数 y= f(x) 的 极 
限 。 但 我 们 还 可 以 在 不 同 水 平 上 应 用 “极限 "这 一 概念 ,并 在 当 
Ar>0 时 , 取 郑 数 的 差 商 Ay/Az 的 极限 。 在 这 两 种 不 同 水 六 上 
取 极 眼 的 结果 与 函数 f 的 两 种 不 同 却 相 联 系 的 性 质 有 关 。 

取 函 数 y= f(z) 的 极限 ,与 上 一 小 节 的 讨论 一 致 ,我 们 可 以 
检验 函数 /在 x = zxo 处 是 否 连续 。 连 续 性 的 条 件 为 :(1)x = xo 
必定 在 消 数 的 定义 域内 ;(2) 当 x+ 悦 xo 时 ,y 的 极限 存在 ;(3) 所 求 
的 极限 必 等 于 f(xzo)。 当 这 些 条 件 满足 ,我 们 可 以 写成 

lim f(x) = f(zxo0) [连续 性 条 件 ] 


Xr 


另 一 方面 , 当 我 们 对 差 商 Ay/Az 应 用 “极限 ”的 概念 时 ,我 们 

便 在 研究 函数 f 在 x = xo 是 否 可 微 , 即 导数 dy/dxz 在 x+= zxo 是 

否 存 在 ,或 f(zxo) 是 否 存在 的 问题 了 。 这 里 使 用 “可 微 的 "这 一 术 

语 是 因为 求 得 导数 dy/dzr 的 过 程 被 看 作 微 分 (也 称 求 导 ) 的 过 程 。 

150 当 征 仅 当 Ax>0,Ay/Az 在 z= zo 的 极限 存在 时 ,以 符号 表示 包 
数 /的 可 微 性 ; 


fF (x0) -lim (6.14) 
lim A 


二 lim 大 zz 大 z0 [可 微 性 条 件 ] 


连续 性 和 可 微 性 这 两 个 性 质 ,是 紧密 相关 的 :函数 的 连续 性 是 

可 微 性 的 必要 条 件 ( 但 我 们 后 面 将 看 到 , 它 不 是 充分 条 件 )。 这 意 

昧 着 ,函数 要 在 x = zo 处 可 微 ,必须 首先 通过 在 x = xo 点 的 连续 

性 检验 。 为 证 明 这 一 点 ,我 们 需要 证 明 , 已 知 函 数 y= f(x), 由 它 

在 z= zo 处 可 微 , 便 可 以 推定 它 在 x = zo 处 连续 , 即 满足 条 件 
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(6.13) 便 可 满足 条 件 (6.14)。 但 在 证 明之 前 ,我 们 需 简 化 一 下 符 
号 :(1) 以 符号 N 代替 xo;(2) 以 符号 z 代替 (zo+ Ax ) 一 一 这 种 
替代 是 合理 的 。 因 为 x 变化 后 的 值 可 以 是 任何 数 (取决 于 变化 的 
大 小 ), 因 此 可 以 是 一 个 以 zx 表示 的 变量 。 两 种 符号 的 等 价 性 在 
图 6.4 中 已 经 表示 清楚 了 ,其 中 原 符 号 与 新 符号 一 起 标 出 。 注意 ， 
由 于 符号 的 变化 ,Ax 现在 变 成 (x 一 NN), 从 而 “Axr 一 0” 变 成 “x 一 151 
N"。 它 类 似 于 与 函数 9g 二 g(v) 相 联系 的 "vw 一 N”。 相 应 的 ， 





O No——-> x 
[xo] [xo AX 


图 6.4 

(6.13) 和 (6.14) 现在 可 分 别 改 写 为 
lim f(z) = f(N) (6.13’) 
fF(N) = lim ,人 一 A (6.14’) 


因此 ,我 们 想 证 明 的 是 ， 由 可 生 皮条 件 (6.14) 可 推出 连 针 从 
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条 件 (6.13’)。 首 先 , 因 为 记号 x 一 N 意味 着 x 关 N, 所 以 xT 一 N 
不 等 于 零 ,可 以 写 出 下 列 恒等式 


f(z) -CON) = 六 一 人 (rz -N) (6.15) 


当 zx 一 六 时 对 (6.15$) 每 一 边 取 极限 ,得 到 下 面 的 结果 : 
左边 =lim f(x) - lim f(N) [ 差 的 极限 定理 ] 


= lim f(z) — f(N) | f(N) 是 常数 ] 


右边 = lim 代 2 二 As lim(z - N)  [ 积 的 极限 定理 ] 


并 人 


I 


= 了 (N)(limx - limN) [由 (6.14 ) 和 差 的 极限 定理 ] 


=f(N)(N- N)=0 

注意 ,如 果 条 件 (6. 14') 不 成 立 ,我 们 就 不 能 写 出 上 述 结果 。 因 为 
(6.15) 右 边 的 表达 式 (以 及 左边 的 表达 式 ) 没 有 极限 。 但 若 广 (N) 
确实 存在 , 则 如 上 所 述 , 上 式 左右 两 边 的 极限 存在 。 而 且 , 当 左右 
两 边 的 极限 相等 时 ,我 们 得 到 limf(z)- A(N)= 0, 这 与 (6.13') 是 


一 致 的 。 因 而 我 们 便 由 (6.13) 所 表示 的 可 微 性 ,推导 出 了 (6.14) 

所 表示 的 连续 性 。 一 般 而 言 ,车 函数 在 其 定义 域 中 每 点 均 可 微 , 则 
我 们 便 可 断定 晴 数 在 定义 域 中 连续 。 

尽管 可 微 性 意味 着 连续 性 ,但 反之 未 必 成 立 。 即 连续 性 是 可 

微 性 的 必要 条 件 , 但 不 是 充分 条 件 , 为 证 明 这 一 点 ,我 们 仅 需 举 一 

反例 。 我 们 考察 函数 : 

y= f(r)= |r-2|+1 (6.16) 

它 的 图 形 如 图 6.5 所 示 。 容 易 证 明 , 此 薄 数 当 过 =2 时 尽管 连续 ， 

152 但 不 可 徽 。 函 数 在 x=2 处 连续 是 很 易 证 明 的 。 首 先 ,zx=2 在 函 
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数 定 义 域内 ;其 次 , 当 x 一 2 时 y 的 极限 存在 ;具体 而 言 ， lim = 
lim y=1。 第 三 ,也 可 求 得 f(2)=1。 因 此 连续 性 的 三 个 条 件 均 
满足 。 为 证 明 函 数 f 在 z=2 不 可 微 , 我 们 必须 证 明 差 商 的 极限 
f(z) - f(2) [|r-2|+1-1 [过 一 2| 

人 一 了 


= lim i) -lim 


部 一 也 I 一 2 


lim 
不 存在 。 这 就 要 证 明 左 极限 和 右 极 限 不 相等 。 因 为 考察 右 极限 可 
知 ,x 必 大 于 2, 按 照 绝 对 值 定义 (6.8), 我 们 有 | x-2|=zx-2。 
因此 , 右 极 限 为 


站 
另 一 方面 ,在 考察 左 极限 时 ,z 必定 小 于 2; 因 此 ,按照 (6.8)， 
|z-2| = 一 (zx 一 2)。 结 果 , 左 极限 为 


lim -2 -jm (rr-2. lim (一 1 = 一 1 
并 一 2 文 一 了 _ 


它 不 同 于 右 极 限 。 这 就 证 明了 连续 性 不 能 保证 可 微 性 。 简 言 之 ， 
所 有 可 微 的 函数 必定 是 连续 的 , 但 不 是 所 有 连续 的 函数 都 是 可 微 的 。 
在 图 6.5 中 ,函数 在 zx=2 处 显然 不 可 微 , 因 为 在 点 (2,1) 没 
有 有 定义 的 切线 ,因而 在 此 点 也 就 没有 明确 的 斜率 。 具 体 而 言 ,在 
该 点 左 侧 ,曲线 的 斜率 为 一 1, 而 右 侧 的 斜率 为 +1, 在 x=2 处 , 左 
右 两 边 的 斜率 并 没有 趋向 相同 数值 的 倾向 。 当 然 ,点 (2,1) 是 一 个 153 
特殊 的 点 ; 它 是 曲线 上 的 唯一 角 点 。 在 曲线 上 其 它 的 点 ,导数 有 定 
义 , 销 数 可 微 。 更 具体 地 说 ,(6.16) 中 的 函数 可 以 分 成 如 下 两 个 线 
性 函数 ; 
左 侧 : vy =- (zr--2)+1=3-x(z 达 2) 
右 侧 : y= (rtr-2)+1=x-l(x>2) 
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rr rr 








图 6.5 

左 侧 在 定义 域 区 间 ( - co ,2) 是 可 微 的 , 右 侧 在 定义 域 区 间 (2 ,oo ) 
是 可 微 的 。 

一 般 而 言 ,可 微 性 的 条 件 比 连续 性 更 严格 ,因为 除了 连续 性 的 
条 件 之 外 ,可 微 性 还 要 求 额外 的 条 件 。 连 续 性 仅 排除 了 缺口 的 存 
在 ,而 可 微 性 还 要 求 不 存在 角 点 。 因 此 ,可 微 性 不 仅 要 求 函数 具有 
连续 性 ,而 且 还 要 求 函 数 (曲线 ) 具 有 “平滑 性 ”"。 经 济 学 中 所 遇 到 
的 大 多 数 具 体 的 函数 均 具有 处 处 可 微 的 性 质 。 所 以 ,我们 一 般 候 
定 所 运用 的 一 般 函 数 是 处 处 可 微 的 。 我 们 在 以 后 的 讨论 中 也 将 如 此 。 


练习 6.7 


1 疯 数 y= f(z) 在 z= xo 处 连续 的 三 个 要 求 中 ,只 要 有 一 条 违背 了 ， 
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盟 数 y= f(z) 在 x= xo 处 便 不 连续 。 请 构造 三 种 图 形 分 别 说 明 违 背 上 述 每 
一 条 要 求 的 情形 。 

2 将 所 有 有 限 实数 集 作为 阻 数 g=g(v)= wv -7v-3:; 

(a) 求 lim gq(N 为 有 限 实 数 )， 

(5) 检验 极限 是 否 等 于 g(N )。 

(c) 检验 函数 g(v) 在 N 点 及 其 定义 域 (- so ,+ %) 的 连续 性 。 


3 ”给 定 函 数 g=g(v)= +2 


了 2 
(a) 运用 极限 定理 求 limog,N 为 有 限 实数 。 
(5) 检验 极限 是 否 等 于 g(N)。 
(c) 检验 函数 g(wv) 在 点 N 以 及 它 的 定义 域 (- ce + co) 内 是 否 连续 。 





太一 工 - 12 

4 已 知 y= fT) 

(a) 能 否 应 用 南极 限定 理 求 xz->4 时 此 函数 的 极限 ? 

(5) 函数 在 x = 4 处 连续 吗 ” 为 什么 ? 

(cj) 求 一 个 与 上 述 函 数 等 价 的 函数 (对 于 天 4) ,并 由 此 等 价 函 数 求 原 
函数 y 当 关 一 4 时 的 极限 。 

5 在 例 2 的 有 理 函 数 中 ,分 子 可 被 分 母 整除 ,其 商 为 (v + 1)。 我 们 能 154 
因此 而 以 ga=vw+1l 代 蔡 该 函数 吗 ? 为 什么 能 ? 为 什么 不 能 ? 

6 根据 图 2.8 中 6 个 函数 的 图 形 , 你 能 推断 这 些 函 数 在 其 定义 域 的 每 
一 点 都 可 微 吗 ? 请 予以 解释 。 
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第 7 章 微分 法 则 及 其 
在 比较 静态 学 中 的 应 用 


比较 静态 分 析 的 核心 问题 , 即 求 变 化 率 的 问题 , 仅 当 所 考察 的 
工 变 化 很 小 时 , 才 与 求 郴 数 >= Jz) 的 导数 的 问题 相 一 致 。 尽 管 
导数 dy/dx 被 定义 为 当 v 一 0 时 ,g = g(wv) 的 差 商 的 极限 ,但 每 次 
求 导 数 时 ,并 没有 必要 都 进行 取 极 限 的 过 程 ,因为 存在 各 种 微分 
( 求 导 ) 法 则 可 使 我 们 直接 求 得 所 需要 的 导数 。 因 此 ,我 们 并 不 立 
即 开始 涉及 比较 静态 模型 ,而 是 首先 学 习 一 些微 分 法 则 。 


7.1 一 元 函数 的 微分 法 则 


首先 ,我 们 讨论 分 别 应 用 于 以 下 三 种 类 型 的 一 元 函数 的 微分 
法 则 :y= 有 &( 和 党 值 图 数 ),y= zx” 以 及 y= cz 蹇 函数 )。 这 些 级 数 
均 有 平滑 .连续 曲线 ,因而 是 处 处 可 微 的 。 
常 值 函 数 微 分 法 则 


党 值 函数 y= F(z)= 的 导数 等 于 零 , 即 对 所 有 的 xz 值 , 其 
导数 均 为 零 。 可 用 符号 表示 如 下 : 


dy _ 5 dk _ _ 
7 二 0 或 7 二 0 或 f(xr)=0 


i156 事实 上 ,我 们 还 可 以 写成 如 下 形式 : 
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Es ne md -Iran 和 有 Hi -六 主 和-， 志 二 


dd 
dx = 人) 


其 中 导数 符号 被 分 成 两 部 分 ,d /dx 为 一 部 分 ,y( 或 f( 工 ) 或 上 ) 为 
另 一 部 分 。 第 一 部 分 4 /dz 可 视 为 算 子 符 , 它 向 我 们 说 明 一 种 特 
定 的 数学 运算 。 正 如 算 子 符 V 可 表明 取 平 方 根 一 样 , 算 子 符 da/ 

Zz 表示 对 变量 x 取 导 数 , 或 者 对 x 微分 。 被 运算 或 被 微分 的 函 
数 在 第 二 部 分 中 标示 出 来 ,在 这 里 为 y= f(x)=k。 

这 个 微分 法 则 的 证 明 如 下 :给 定 FLz)=&, 对 于 任意 N 值 ， 
我 们 有 F(CN)=&。 因 此 了 (NN) 的 值 , 即 在 xz = NN 处 的 导数 值 , 按 
定义 (6.13) 应 为 

fF (N) = lim A- (NV lim ke = lm0=0 


-NN N NN 





进而 , 因 NN 下 未 的 任意 值 ,结果 广 (N)=0 可 立即 一 般 化 为 
了 (x)=0, 法 则 得 证 。 

将 f(x)=0 与 看 起 来 类 似 但 实际 不 同 的 广 (zo)=0 作 明确 
区 分 是 极为 重要 的 。 由 f(x+ )=0, 我 们 知道 导 晴 数 广 对 所 有 z 
值 均 为 零 。 但 是 写成 f(xo) =0, 我 们 只 能 将 导数 为 零 与 一 个 特 
定 的 过 值 , 即 过 =<zro, 联 系 起 来 。 

如 前 所 述 ,函数 的 导数 的 几何 表示 是 曲线 的 斜率 , 常 值 郴 数 ， 
比如 固定 成 本 函数 Cr = f(Q)=1200 美元 的 图 形 ,是 一 条 斜率 始 
终 为 零 的 水 平 线 。 相 应 地 ,对 所 有 Q 值 , 导 数 必然 始终 为 零 : 


d , 
OC = 襄 1200 = 0 或 fF(Q)=0 
宕 函数 微分 法 则 


医 函 数 y= f(r) 一 x” 的 导数 是 wr” 。 用 符号 可 表示 成 
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Er = ax" 或 f(r)= nr (7.1) 


Gy_ d 3_2.2? 
例 1 y=z 的 导数 为 了 ==- 一 3 . 


例 2 y=zx 的 导数 为 Ex? = 978 
这 一 法 则 对 z 的 任意 实数 次 每 都 是 成 立 的 , 即 指数 可 以 是 任 
157 意 实数 。 但 我 们 仅 在 ”为 正 整 数 的 情况 下 证 明 这 一 法 则 。 
在 最 简单 的 情况 下 , 即 交 =1 时 ,函数 为 F(z)= ,按照 军机 
数 微分 法 则 ,导数 为 


f (x)= Er =1(7)=1 


这 个 结果 由 (6.14') 中 产 (N) 的 定义 很 容易 得 到 证 明 。 给 定 F(z) 
二 工 ,任意 工 值 ,比如 = NN 的 导数 值 为 
fA(N) = lim 个 碟 二 上 (N) N= liml=1 


= lm 7 rN 


因 N 表示 的 任意 值 ,所 以 可 以 写成 六 (x)=1。 这 证 明了 在 双 
二 1 时 ,法 则 成 立 。 将 此 结果 用 几何 图 形 表 示 出 来 ,我 们 看 到 函数 
y=(z)= 工 画 成 一 条 45 的 直线 ,其 斜率 始终 为 1。 

对 于 大 于 1 的 整数 ,2”=2,3… 的 情况 ,我们 首先 注意 下 列 等 








式 
rr:— N 
TEN =zx+t+N [右边 两 项 |] 
z3 - 和 


TINztN [右边 三 项 | 





一 yz 1 十 Nr” 十 2 十 …。 十 N"™-! (7.2) 
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[右边 n 项 | 
根据 (7.2) ,我 们 可 以 将 医 函 数 f(x)= zx" 在 x=N 的 导数 表示 如 
下 : 
f (N) = lim Lx) = = lim xT" 一 Nm 


rN 站 一 zx-N 

=lim(zx” +Nz “+: + N” !) [by(7.2)] 

r>N 
=limzx” !+ limNx"” “+-.…+ limN”! [和 的 极限 定理 ] 

| rN NN 
=N” li+N” li+..… +N"! [nn 项 的 总 和 ] 
= nN”".! (7.3) 

同样 ,NN 为 任意 x 值 ,所 以 最 后 结果 可 推广 为 
f(x)= nc”! 


这 证 明了 对 任意 正 整 数 n ,法则 成 立 。 

正如 前 面 所 提 到 的 那样 ,即使 答 消 数 zz 的 指数 ”不 是 正 整 
数 , 仍 可 应 用 这 一 法 则 。 下 面 的 儿 个 例子 可 以 说 明 这 种 应 用 。 

例 3 求 y=z" 的 导数 。 应 用 (7.1) ,我 们 求 得 158 


x = 0(z ')=0 


例 4 求 y=17z” 的 导数 。 此 式 含 有 和 寡 数 的 倒数 ,但 我 们 将 
函数 重 写成 y= “, 我 们 可 再 应 用 (7.1) 得 到 导数 : 


例 5 求 y=Vz 的 导数 。 此 式 包 含 平方 根 ,但 因 Vx = x12 
可 求 出 导数 如 下 : 
dr 227 
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导数 本 身 是 自 变 量 x 的 函数 。 如 在 例 1 中 ,导数 为 dy/dzx = 
3z ,或 广 (z)=3z, 因 而 不 同 的 z 值 ,将 产生 不 同 的 导数 值 ,如 
六 (1) =3(1) = 3 f (2) = 3(2) = 12 


这 些 具 体 的 导数 值 还 可 以 表示 成 
dy dy _ 
dx r=] > dx 工 二 2 ”1 


显然 记号 (1) 和 (2) 更 受 欢 迎 , 因 为 它们 更 简洁 。 

认识 到 要 求 导 数值 (1),f (2) 等 ,必须 首先 对 函数 f(x ) 微 
分 ,以 得 到 导 函 数 广 (z) ,然后 再 令 广 (z) 中 的 为 具体 的 值 ,是 
至 关 重 要 的 。 在 微分 前 将 具体 值 代入 原 函 数 f(z) 是 不 允许 的 。 
我 们 举例 说 明 一 下 , 铬 我 们 在 微分 前 令 例 1 中 的 x =1, 哺 数 将 退 
化 为 y= 二 += 二 1, 一 个 常 值 消 数 , 其 导数 为 零 ,而 非 正确 的 答案 请 
(xz)=3x’。 


各 了 沙 数 微分 法 则 的 一 般 化 


当 一 个 常数 乘 子 c 出 现 于 客 图 数 中 ,从 而 有 f(x )= cz ,其 导 
数 为 


了 ITCZ 一 cr" ! 或 f(r) = cnzx” ! 


这 个 结果 表明 ,在 求 cx" 的 微分 时 ,我 们 仅 需 保持 常数 乘 子 c 不 
变 , 按 (7.1) 对 x” 项 求 微分 。 

例 6 给 定 y=2z, 我 们 有 dy/dzx =2x?=2。 

例 7 给 定 F(Cz)=4z3 ,导数 为 f(x)= 12x?。 

例 8 f(x)=3zx“ 的 导数 为 f(r)= 一 6z7 3。 


对 于 这 个 新 法 则 的 证 明 ,我 们 考察 下 述 事实 :对 任意 xz 值 , 比 
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te tmp pp ph re Hi 1 





如 z=N,f(z)= cx” 的 导数 值 是 














FN lim HAN lim EN lime (® -~ 
= limce lim 二 说 [ 积 的 极限 定理 | 
rN rN 4 i 
= c Him 工 -一 人 [常数 的 极限 ] 
rN 二 - 
= cnN”™ |! [由 (7.3)] 


由 于 NN 为 x 的 任意 值 ,最 后 的 结果 可 立即 一 般 化 为 (zx)= 
cnx”! ,法则 得 证 。 


练习 7.1 


(a)y= 工 1 (c)y=72° (e)jw= —4u!'’® 
(b)Yy= 63 (d)w=3u | 
2 求 下 述 旺 数 的 导数 ，; 
(a) E(x) (c) EY (e) Sau 
(26) 7 (d) Sor 
3 求 下 述 每 一 晴 数 的 了 六 (1)、f (2) 的 值 : 
(a) y=f(z)=18r (cf(r)= -5r (ee)f(w)=6w'’ 
(b)y= f(r)=ery (Ad) F(z)=T 


4 绘 出 使 得 导 滑 数 六 (zx)=0 的 原水 数 f(z) 的 图 形 。 然 后 再 绘 出 以 
六 (xo)=0 为 特征 的 函数 g(z) 的 图 形 。 
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7.2 相同 变量 的 两 个 或 两 个 以 上 
函数 的 微分 法 则 


上 节 给 出 的 三 个 法 则 均 与 单个 给 定 消 数 f(z) 有关 。 现 在 假 
设 我 们 有 相同 变量 x 的 两 个 可 微 函 数 ,比如 f(x),g(x), 我 们 想 


150 对 由 两 个 消 数 的 和 、 差 \ 积 、 商 求 微分 。 在 此 情况 下 ,我 们 是 否 有 合 


适 的 法 则 可 应 用 ? 更 具体 地 说 ,给 定 两 个 函数 ,比如 f(x)=3zx? 
和 g(x)=9x" ,我 们 如 何 求 3r*+ 9r™” 的 导数 呢 ? 或 者 (3x”) 
(9zL) 的 导数 呢 ? 


和 、 差 的 微分 法 则 


两 个 函数 和 ( 差 ) 的 导数 等 于 两 个 函数 的 导数 的 和 ( 差 )。 


[f(z) + g(x)] = f(z) + Eg(zx) = f(r)+g (zx) 


这 个 证 明 涉 及 到 导数 定义 和 各 极限 定理 的 应 用 。 我 们 将 省 略 对 它 
的 证 明 ,而 只 验证 其 有 效 性 并 举例 说 明 其 应 用 。 

例 1 由 函数 y=14x” ,我 们 得 到 导数 dy/dr = 42zx*。 但 
14z =$Sx +9zx”, 从 而 y 可 以 看 作 两 个 函数 F(z)=Sz iY 和 g(x) 
=9z- 的 和 。 按 照 函 数 和 的 微分 法 则 , 则 我 们 有 


dy _ dd/s,3 3) ds 3 do,3 
人 I(x + 9x°) 了 357 + 了 97 


= 15zx* + 27x* = 42x° 
它 与 我 们 前 面 的 结果 是 一 致 的 。 
这 个 按 两 函数 表述 的 法 则 ,可 以 很 容易 推广 至 更 多 的 函数 。 
因此 , 写 出 下 式 也 是 正确 的 
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[f(x) t+ g(x)+h(r)] = f(r)+g (r)th' (zr) 


例 2 引用 例 1 的 函数 y=14x’ ,可 以 将 其 写成 =2z2 + 
13z 一 x”。 按 照 和 差 微分 法 则 ,这 个 式 子 的 导数 为 


dy 二 L273 + 13x 7— x )= 6z2+39z2 ~ 3r’ = 42x° 
dx dx 


这 再 一 次 验证 了 上 面 的 答案 。 
这 一 法 则 是 极其 重要 的 。 有 了 它 ,就 可 以 求 出 任意 多 项 式 的 
导数 ,因为 多 项 式 不 过 是 客 函 数 的 和 。 


例 3 EE (ari pr+c)=2ar+6 
例 4 (Tx +27 3 -3r+37)=28zx”+6x*~3+0 161 
=28zx3+6x ~—3 


注意 ,在 最 后 两 个 例子 中 ,和 常数 < 和 37 对 导数 实际 上 不 产生 
任何 影响 ,因为 常数 项 导数 为 零 。 与 在 微分 时 依然 保留 的 乘 子 党 
数 相 反 ,加 和 常数 在 求 导 时 去 掉 了 。 这 一 事实 为 下 述 众 所 周知 的 
经 济 原理 提供 了 数学 解释 :厂商 的 固定 成 本 不 影响 边际 成 本 。 给 
定 短期 成 本 函数 : 

C=Q -4Q-+10QY+75 

边际 成 本 函数 ( 产 出 变化 无 穷 小 ) 是 差 商 AC/AQ 的 极限 ,或 成 本 
函数 的 导数 


dC 
dQ 


而 固定 成 本 以 加 和 常数 75 表示 。 因 为 后 者 在 求 导 过 程 中 消失 了 ， 
固定 成 本 的 大 小 显然 不 对 边际 成 本 产生 影响 。 
一 般 而 言 , 若 原 盟 数 y= f(z) 表示 总 函数 , 则 导 函 数 dy/dz 
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= 3Q*—-8Q+10 





则 是 边际 函数 。 当 然 ,两 个 函数 均 可 对 变量 x 作出 图 形 。 并 且 由 
于 函数 导数 与 其 曲线 斜率 之 间 的 对 应 性 ,对 于 每 一 个 x 值 ,边际 
函数 应 表示 出 总 函数 在 该 x 值 的 斜率 。 在 图 7.1a 中 ,线性 ( 常 斜 
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图 7.1 
率 ) 总 函数 看 来 具有 常 值 边际 函数 。 另 一 方面 ,图 7.12 中 的 非 线 


性 (斜率 在 变化 ) 总 成 本 导致 弯曲 的 边际 函数 , 当 总 函数 斜率 为 负 
《 正 ) 时 ,曲线 位 于 横 轴 的 下 (上 ) 方 。 最 后 ,读者 可 能 由 图 7.1c 注 
意 到 ,总 函数 的 “不 光滑 性 "会 使 边际 函数 或 导 晒 数 曲 线 出 现 “ 缺 
口 “〈 不 连续 )。 它 与 图 7.10 处 处 平滑 的 总 函数 形成 了 鲜明 的 对 
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照 , 后 者 给 出 了 连续 的 边际 函数 。 因 此 , 原 函 数 的 平滑 性 与 导 函 数 
的 连续 性 是 联系 在 一 起 的 。 特 别 是 ,我 们 可 以 不 说 某 个 函数 是 处 
处 平滑 的 (和 可 微 的 ) ,而 是 称 其 具有 连续 导 函 数 的 特征 ,并 称 其 为 
连续 可 微 的 函数 。 


积 的 微分 法 则 


两 个 (可 微分 ?函数 的 积 的 导数 等 于 第 一 个 函数 乘 以 第 二 个 函 
数 的 导数 ,加 上 第 二 个 函数 乘 以 第 一 个 函数 的 导数 : 


[f(x)g(z)] = Cr) glx) 十 g( 工 ) Ef(z) 


= f(r)g (r)+ g(x)f (xz) (7.4) 

例 5 求 函 数 y= (2z+3)(3z2) 的 导数 。 令 F(z)=2z+3， 

g(z)=3z-。 则 由 此 得 f(x)=2,g (x)=6x。 按 照 (7.4), 所 求 
函数 为 


[27 +3)(3z2)] = (2x 上 3)(6z) + (3zx2)(2) 


= 18zx + 18zx 

这 个 结果 还 可 以 通过 首先 将 f(x ) 与 g(x ) 相 乘 , 然 后 再 对 乘积 163 
多 项 式 求 导 加 以 检验 。 乘积 多 项 式 情 况 是 f(x)g(x)= 
(2z+3)(3z-)=6z + 9zx?, 对 其 直接 微分 确实 也 得 到 同样 的 导 
数 :18x ”+ 18x。 

需要 记 住 的 重要 之 点 是 :两 函数 乘积 的 导数 并 不 是 两 个 孤立 
导数 的 简单 乘积 。 因 为 这 一 结论 与 人 们 直观 归纳 所 预期 的 结论 不 
一 致 ,所 以 我 们 对 (7.4) 进 行 证 明 。 按 照 (6.13), 当 x 一 N 时， 


f(x)g (xX) 的 导数 值 应 为 
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ad 1 fr)g(r)— f(N)g(N) 
Itf( x) gz) | -y= lim TN 


(7.5) 
但 ,通过 在 分 子 中 加 和 减 /(x)g(N)( 从 而 原 式 大 小 不 变 ) ,我 们 
可 将 (7.5) 右 侧 的 差 商 变换 如 下 : 


f(r)g(r)- f(r)g(N)+ f(r)g(N)- f(N)g(N) 


这 一 人 
~ f(z) 人 - &(N) +g(N) A = A N) 


用 此 式 代 换 (7.5) 右 边 的 差 商 并 取 极 限 , 我 们 得 到 


[f(r) g(x)] | .N= linf( x )lim es 


tlimg(N)lim < — AY) (7.5’) 
(7.5’) 式 中 的 四 个 极限 表达 式 极 易 计 算 。 第 一 项 为 f( N), 第 三 


项 为 g(N)( 常 数 的 极限 )。 按 (6.13), 余 下 两 项 的 极限 分 别 为 
g (NN) 和 了 (N)。 因 而 (7.5') 简 化 为 


ELf(z) g(r)] | .n=f(N)g (N)+g(N)fF(N) 


(7.5°) 
并 且 , 因 N 表示 z 的 任意 值 , 若 我 们 以 x 代替 每 个 符号 N,(7.5") 
依然 成 立 。 所 以 法 则 得 证 。 
将 此 法 则 推广 至 三 个 函数 的 情况 ,我 们 有 
Elf(z)g Cr)]= fr) g(r hr) + Cr)g'(r)A(z) 
+ f(r)g(r)h (rz) (7.6) 


用 文字 描述 即 : 三 个 函数 乘积 的 导数 等 于 第 二 个 .第 三 个 函数 的 积 
乘 以 第 一 个 函数 的 导数 ,加 上 第 一 个 .第 三 个 函数 的 积 乘 以 第 二 个 


函数 的 导数 ,再 加 上 第 一 个 .第 二 个 函数 的 积 乘 以 第 三 个 函数 的 导 164 
数 。 这 个 结果 可 以 通过 反复 应 用 (7.4) 而 推导 出 来 。 首 先 将 积 
g(x)h(xz) 当 作 单 个 函数 ,比如 (x), 从 而 使 原来 三 个 函数 的 积 
变 成 两 个 函数 的 积 , f(.r)g(x)。 这 样 , 便 可 应 用 (7.4) 了 。 求 得 
f(x )(z) 的 导数 后 ,我 们 可 以 对 乘积 g(x )h(zx) 夺 $8(z) 再 应 用 
(7.4) 以 得 到 (xz)。 则 可 得 到 (7.6)。 详 细 推 导 过 程 留 给 读者 作 
练习 。 

这 个 法 则 的 正确 性 是 一 回 事 , 而 其 适用 性 则 是 另 一 回 事 。 若 
我 们 可 以 将 函数 f(z ) 和 g(x ) 相 乘 , 然 后 再 直接 取 积 的 导数 ,我 
们 为 什么 还 需要 积 的 微分 法 则 呢 ? 对 此 问题 的 一 个 解释 是 这 种 直 
接 取 导数 的 步骤 仅 适 用 于 特定 的 (数字 或 参数 ) 函 数 ,而 如 果 函 数 
是 一 般 形式 , 则 可 应 用 积 的 微分 法 则 。 我 们 运用 经 济 例子 对 此 如 
以 说 明 。 


由 平均 收益 洋 数 求 边际 收益 函数 


寿 我 们 有 下 述 形 式 的 平均 收益 (AR) 函 数 ， 
AR=15-Q 
首先 用 Q 乘 以 AR 以 便 得 到 总 收益 (R) 函 数 , 便 可 以 求 得 边际 收 
益 (MR) 函 数 . : 
R=AR:Q=(15- Q)Q=15Q- QQ 
然后 对 R 取 微 分 : 


= dR_ ss 
MR=1 = 15-2Q 


但 才 AR 函数 以 一 般 形式 AR= f(Q) 给 出 , 则 总 收益 函数 也 
是 一 般 形式 的 : 
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R=AR:Q= f(Q):Q 
因而 “ 相 乘 "的 方法 就 完全 失效 了 。 然 而 , 因 民 是 Q 的 两 个 萎 数 的 
积 , 即 FCQ) 和 Q 的 积 , 积 的 微分 法 则 便 可 以 发 生 作 用 了 。 我 们 
可 以 对 R 微分 以 得 到 如 下 MR 肾 数 : 


MR= 0 = fF(Q) .1+Q.Fo) = f(Q) + QF(Q) 


(7.7) 
但 是 ,这 个 一 般 结果 能 使 我 们 对 MR 有 更 多 认识 吗 ? 答案 是 肯定 
的 。 回 忆 一 下 ,f(Q) 表 示 AR 也 数 ,我 们 将 (7.7) 重 排 并 写成 
MR- AR= MR- f(Q) = QfF(Q) (7.7 ) 
这 使 我 们 了 解 MR 与 AR 之 间 的 重要 关系 : 即 它们 之 间 总 是 相差 
QF (QQ). 
165 我 们 继续 考察 Qf (Q)。 其 第 一 个 成 分 Q 表示 产 出 且 总 为 
非 员 。 另 一 成 分 (QQ) 表 示 对 Q 作出 的 AR 曲线 的 斜率 。 因 为 
“平均 收益 与 “价格 "是 同一 事物 的 不 同 表述 : 


因此 ,平均 收益 曲线 也 可 以 看 作价 格 已 与 产量 Q 之 间 的 关系 曲 
线 :P= f(Q)。, 因 此 ,AR 曲线 只 是 对 该 厂商 产品 需求 曲线 的 反 向 
曲线 ,P 和 Q 轴 对 换 后 所 绘 成 的 需求 曲线 。 在 完全 竞争 条 件 下 ， 
AR 曲线 为 水 平 直线 ,从 而 FIQ)=0, 由 (7.7 ), 对 所 有 可 能 的 Q 
值 ,MR 一 AR=0。 因 此 ,MR 曲线 与 AR 曲线 必定 是 重合 的 。 男 
一 方面 ,在 不 完全 竞争 条 件 下 ,AR 曲线 一 般 为 向 下 倾斜 的 曲线 ， 
如 图 7.2 所 示 , 从 而 fF(Q)<0, 且 由 (7.7’), 对 所 有 正 的 产 出 水 
平 ,MR -AR<0。 在 这 种 情况 下 , MR 曲线 必 位 于 AR 曲线 之 
下 。 
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刚才 阐述 的 结论 实质 上 是 定性 的 。 它 仅 涉及 两 个 曲线 的 相对 
位 置 。 但 (7.7') 也 提供 了 下 述 定量 的 信息 :在 任何 产 出 水 平 Q， 
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AR 三 已 一 19) 
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图 7.2 
MR 曲线 总 是 精确 地 低 于 AR 曲线 Qf QI) 的 距离 。 我 们 再 看 一 


下 图 7.2, 并 考察 特定 的 产 出 水 平 N。 在 该 产 出 水 平 ,表达 式 Qf 
(Q) 则 变 成 NF(N)。 若 我 们 能 求 出 图 中 NA(N ) 的 大 小 ,我 们 
便 可 以 知道 平均 收益 点 G 与 相应 的 边际 收益 点 之 间 的 距离 。 

NN 的 大 小 已 经 给 定 。 了 (N ) 仅 为 AR 曲线 在 点 G( 其 中 Q = 
NN ) 的 斜率 , 即 切线 JM 的 斜率 , 它 是 距离 Of 与 OM 的 比率 , 即 
OJ /OM。 但 我 们 看 到 OJ /OM = HJ/HG ,此 外 ,HG 正好 等 于 所 166 
考察 的 产 出 水 平 NN 的 数量 。 因 此 ,距离 NF(N), 即 在 产 出 水 平 
N 时 MR 曲线 位 于 AR 曲线 之 下 的 距离 ,为 


AH 
Nf (N)= HG je =H 


据 此 , 知 我 们 直接 在 点 G 下 标 出 垂 线 距离 KG = 有 H, 则 点 天 必定 
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Tree 本 下 全 rr ring .4 和 imrc' 本 全 


TE pe 





是 MR 曲线 上 的 点 。( 准 确 绘 出 KG 的 简单 方法 是 画 一 条 通过 点 
互 并 与 JG 平行 的 直线 ;点 KK 为 该 线 与 垂 线 NG 的 交点 。) 

可 用 同样 的 方法 确定 MR 曲线 上 其 它 的 点 。 对 于 AR 曲线 上 
任意 选 定 的 点 G ,我 们 所 要 做 的 是 ,首先 过 G 画 一 条 AR 曲线 的 
切线 , 它 与 纵 轴 交 于 三。 然后 过 G 向 纵 轴 画 一 条 水 平 线 , 它 与 纵 
轴 交 于 互 "。 若 我 们 直接 在 G 点 下 方 标 出 垂直 距离 KG = HJ ， 
则 天 将 位 于 MR 曲线 上 。 这 就 是 由 已 知 的 AR 曲线 导出 MR 曲 
线 的 作 图 方法 。 严 格 地 讲 ,精确 地 绘 出 切线 需要 知道 在 相应 产 出 
水 平 的 导数 值 , 即 广 (CN)。 所 以 刚才 描述 的 图 形 法 是 不 能 独立 存 
在 的 。 一 个 主要 的 例外 是 线性 平均 收益 的 情况 ,AR 曲线 上 任何 
一 点 的 切线 都 是 AR 曲线 自己 ,所 以 没有 必要 绘 出 任何 切线 。 所 
以 上 述 图 形 法 可 以 直接 应 用 


商 的 积分 法 则 
两 个 函数 的 商 f(x )/g(xz) 的 导数 为 
d f(x) _f(x)g(x)- f(x)g (x 
dz g(x) g(x) 


在 右 侧 表 达 式 的 分 子 中 ,我 们 看 到 两 个 乘积 项 ,每 项 中 仅 涉 及 两 个 
原 函 数 中 的 一 个 函数 的 导数 。 注 意 : 了 (xz) 出 现在 正 的 一 项 中 ， 
&g8 (z) 出 现在 负 的 一 项 中 。 分 母 由 郴 数 g(z) 的 平方 构成 , 即 g- 
(xz)=[g(z)1。 


d /2x—3 2(zT+1)—-(2rz-3)(1) 5 
例 6 去 (三 +1 让) (z+1) (zr+1) 
d S(z2+1)-Sz(2z) 5(1— xz?) 
例 7 A 站 = (2 十 1)? (x+1) 
d 十 如 2azr(cz)-(azr2<2+p)(c) 
例 8 4 (ee CH )= (cx) 
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_c(axr’ -6b)_ az 一 6 





(cr) cx” 
这 一 法 则 可 证 明 如 下 。 对 任意 x= NNN, 我们 有 167 
d f(x) Lx )/ (z)= CND4 (N) (7.8) 


Cr g (x) r=N lim 
限 符号 记 记 的 次 束 达 不 亲生 写成 如 下 形式 


f(xz)ge(N)- f(N)g(x) 1 
g(r)g(N) rz-—-N 


在 分 子 中 间 时 加 、 减 f(N)g(N), 并 重 排 ,我 们 可 以 将 其 变换 为 
| f(x)g(N) - f(N)g(N) + f(N)g(N)-— A et | 


g(x)g(N) zz 一 和 N 
加 1 f(T) -AN) g(x)— g(N) 
CN 8(N) cr-N AN) -NN | 
将 此 结果 代 人 (7.8) 并 取 极 限 ,我 们 有 
d f(x) | 1 f(x) — f(N) 
到 5 的 | hin Bae Lim elN) im 人 





一 lim A(N,) tm ES Sr ] 


= 0 Le NN) — f(N)g (N)] 


[由 (6.13)] 
通过 用 z 代替 符号 N。 可 使 上 式 一 般 化 ,因为 N 表示 任意 过 值 。 
商 的 微分 法 则 得 证 。 


边际 成 本 与 平均 成 本 的 关系 
作为 商 的 微分 法 则 在 经 济 中 的 一 个 应 用 ,我 们 考察 产 出 变化 时 
平均 成 本 的 变化 率 。 


给 定 总 成 本 函数 C= CCQ) ,平均 成 本 (4AC) 函 数 为 Q 的 两 个 
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函数 的 商 ,因为 AC= C(Q)/Q, 只 要 Q>0 便 有 定义 。 因 此 ,通过 
对 AC 求 导 可 求 出 AC 对 Q 的 变化 率 : 


dC(Q)_[C(Q)Q-CQ) 1 1 - £0) 
(7.9) 
由 此 可 得 ,对 于 Q>0， 
dC(Q). se 
了 QQ“ 倒 0 当 且 仅 当 C(Q) 全 (7.10) 


168 由 于 导数 C 0) 表 示 边 际 成 本 (MC) 函数 C(Q)/Q 表示 平均 
成 本 (AC) 范 数 ,(7.10) 的 经 济 含 义 为 : 当 且 仅 当 边际 成 本 曲线 位 于 
AC 曲线 的 上 方 .与 之 相交 ,或 者 位 于 其 下 方 时 ,AC 曲线 的 斜率 将 为 
正 、 零 ,或 者 为 负 。 这 个 结果 在 图 7.3 中 加 以 说 明 。 其 中 MC 和 AC 
函数 是 按 下 面 特定 的 总 成 本 函数 绘 出 的 

C=Q-12Q2+60Q 

在 Q=6 的 左 侧 ,AC 是 递减 的 ,MC 位 于 AC 的 下 方 。 在 该 点 右 
侧 ,情况 恰好 相反 。 而 在 Q =6,AC 的 斜率 为 零 ,MC 和 AC 的 值 相 
等 。 D 

(7.10) 中 的 定性 结论 是 完全 按 成 本 函数 来 表述 的 。 但 车 我 们 
将 C(Q@) 看 作 其 它 任何 可 微 的 总 函数 ,把 C(Q)/Q 和 C'(Q) 看 作 
相应 的 平均 和 边际 函数 ,上 述 结 论 依然 是 有 效 的 。 所 以 ,这 个 结果 
揭示 了 一 般 和 系 。 我 们 特别 应 指出 的 是 :在 与 图 
7.2 相 联系 的 讨论 中 , 当 AR 向 下 倾斜 时 MR 位 于 AR 下 方 , 仅 是 





中 注意 ,(7.10) 并 不 表明 当 AC 斜率 为 负 时 ,MC 的 斜率 也 必然 为 负 ; 它 只 表明 此 
时 AC 必定 大 于 MC, 在 图 7.3 中 ,如 Q=s 时 ,AC 递 减 ,而 MC 增加 ,所 以 MC 斜率 为 
正 。 
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图 7.3 
(7.10) 一 般 性 结论 中 的 -- 个 特例 。 


练习 7.2 
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1 给 定 总 成 本 函数 C=Q -5Q +14Q+75, 写 成 可 变 成 本 (VC) 函 数 ， 
求 VC 函数 的 导数 ,并 解释 其 经 济 含义 。 
2 已 知 平均 成 本 函数 AC= Q* -4Q+214, 求 MC 函数 。 这 个 已 知 函 数 
更 适合 于 作 长 期 成 本 函数 或 短期 成 本 函数 吗 ? 为 什么 ? 
3 运用 积 的 微分 法 则 求 下 列 导 数 


(a) (9zr —2)(3x +1) (d)(ar -6b)(cr’) 
(6b) (3r+11)(6xr*-- Sz) (e)(2—3r)(1+ xz)(x+2) 
(c) x*(4x+6) (f(x +3)r i! 
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4 《Qa) 给 定 AR=60-3Q, 绘 出 平均 收益 曲线 ,并 运用 图 7.2 所 用 之 方法 
求 出 MR 曲线 。 
(5) 用 数学 方法 由 给 定 的 AR 函数 求 总 收益 函数 和 边际 收益 晃 数 。 
(c) (a) 中 以 图 形 方 法 推导 出 的 MR 曲线 与 (2) 中 以 数学 方法 推导 出 的 
MR 曲线 一 致 吗 ? 
(d) 比较 AR 和 MR 基数 ,关于 其 相对 斜率 可 得 出 何 结 论 ? 
5 给 出 下 述 一 般 结论 的 数学 证 明 : 给 定 线性 平均 曲线 ,其 相应 的 边际 曲 
线 必定 与 平均 曲线 有 相同 的 截 距 , 而 其 陡 度 是 平均 曲线 的 二 售 。 
6 用 下 述 方法 证 明 (7.6) 的 结论 : 先 将 g(x)h(xz) 看 作 单 个 函数 , 即 令 
g(x)h(r) 三 $(x), 然 后 再 应 用 (7.4) 的 积 的 微分 法 则 。 
7 求 下 列 函 数 的 导数 
(a) (zx:+3)/x (c)4r/(r+5) 
(6b) (r+7)/z (ad) (ar + 6b)/(cr+d) 
8 已 知 函 数 F(z)=ar+p, 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(a)Fz) (bxflr) (cl/flx) (ad)f(x)/x 


7.3 包含 不 同 自 变量 的 函数 的 微分 法 则 


上 一 节 ,我们 讨论 了 具有 同一 变量 的 两 个 或 两 个 以 上 可 微 函数 
的 和 、 差 积 、 商 的 微分 法 则 。 现 在 我 们 考察 两 个 或 两 个 以 上 可 微 函 
数 ,每 个 函数 具有 不 同 自 变量 的 情况 。 


链 微 分 法 则 


若 我 们 有 函数 z= f(y), 其 中 y 又 是 另 一 变量 zx 的 函数 ,比如 
y=gSg(z), 则 zx 对 xz 的 导数 等 于 zx 对 yy 的 导数 乘 以 > 对 的 导数 ， 
170 用 符号 表示 如 下 : 


笃 = 至 = 7Cy)g(z) (7.11) 
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这 一 微分 法 则 称 作 链 微分 法 则 ,这 个 名 称 是 很 直观 的 。 给 定 Az , 必 
定 通过 函数 y= g(z) 产 生 相 应 的 Ay; 而 Ay 必定 通过 函数 z= f(y) 
产生 Az。 因 而 存在 如 下 “ 链 式 反应 ”: 


通过 通过 f 
Ax -一 一 一 Ay Az 


在 这 个 链 的 两 个 衔接 处 ,产生 两 个 差 商 Ay/Ax 和 Az/Ay, 但 它们 相 


乘 时 ,Ay 本 身 会 消去 ,从 而 我 们 得 到 


Az Ay _ Az 
AyAr Ax 


一 个 将 Az 与 Az 联系 起 来 的 差 商 。 若 我 们 取 当 Ax 一 0 时 这 些 差 商 
的 极限 ,每 一 个 差 商 都 将 变 成 导数 , 即 我 们 有 (dz/dy) (dy/dr) = 
dz/drx。 这 与 (7.11) 中 的 结果 完全 一 致 。 

考虑 到 函数 yy=g(z), 我 们 可 以 将 函数 z= f(y) 表示 成 z= 
f[Lg(z)]。 其 中 两 个 函数 符号 f 和 g 相连 出 现 , 表 明 它 是 一 个 复合 
函数 (函数 的 函数 ) 。 由 于 这 个 原因 , 链 微 分 法 则 也 称 复合 函数 微分 
法 则 或 复 函 数 微分 法 则 。 

链 微分 法 则 可 直接 推广 至 三 个 或 更 多 函数 中 去 。 若 我 们 有 
z= f(y),y= g(x),r=h(w), 则 


dz _ dedydzr p(y 
dw dydrdw f(g (rh (w) 


类 似 的 推广 也 适用 于 更 多 郴 数 的 情况 。 
例 1 车 zx=3y, 其 中 y=2z+5, 刚 


dz _ dzdy 

dx dydx7 

例 2 车 z=y--3, 其 中 y=x?, 则 
d 之 


dz _ 2、_ 2 2 
7 1(3x°)=3zx 





=6y(2)= 12y=12(2x +5) 
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例 3 当 必 须 对 像 z= (x?+3x 一 2) "这 样 的 函数 求 导 时 ,我 们 
便 可 以 更 好 地 理解 链 微 分 法 则 的 价值 。 如 果 我 们 不 掌握 此 法 则 ， 
dz/dx 只 能 通过 先 将 表达 式 的 17 次 究 展 开 后 ,才能 极其 繁琐 地 求 
1 得 。 但 运用 链 微 分 法 则 ,我 们 使 可 以 走 捷 径 :定义 一 个 新 的 中 间 变 
量 y=x*+3x 一 2, 从 而 得 到 联结 成 链 的 两 个 函数 : 
z=y ” 和 y=x*+3zx-2 
则 导数 dz/qdx 可 求 出 如 下 : 


dz _ dzdy 
dr dydx 


例 4 给 定 某 厂商 的 总 收益 函数 R= f(Q), 其 中 产 出 Q 为 劳 
动 投入 工 的 函数 ,或 Q= g(L)。 由 链 微 分 法 则 ,我 们 有 
= f(a(L) 
将 其 转换 成 经 济 术语 ,dR/dQ 是 MR 函数 , dQ/dL 为 劳动 的 边际 
物质 产品 (MPP, ) 函 数 。 类 似 地 , dR/dL 为 劳动 的 边际 收益 产品 
(MRP ) 函 数 。 因 此 ,上 述 结果 给 出 了 经 济 学 中 著名 结论 的 数学 表 
述 :MRP, = MR MPP ， 


=17y (2r+3)=17(x*+3x -2)"(27r+3) 


反 函 数 微分 法 则 


铬 尔 数 是 一 个 一 对 一 映射 的 函数 , 即 若 孙 数 使 得 不 同 的 z 值 总 
对 应 不 同 的 y 值 , 则 函数 f 具有 反 函 数 z=/ !(y)( 读 作为 y 的 
有 反 肾 数 )。 这 里 ,符号 f ' 像 导 函 数 符号 f° 一样 ,是 一 个 函数 符号 ， 
表示 一 个 与 函数 f 相 联 系 的 一 个 函数 , 它 并 非 函 数 f(z) 的 倒数 。 

有 反 贤 数 的 存在 实际 上 意味 着 ,在 此 情况 下 ,不 仅 给 定 的 x 值 产 
生 了 唯一 的 y 值 , 即 y= f(x), 而 且 ,给 定 的 y 值 也 产生 一 个 惟一 的 二 


值 。 我 们 给 出 一 个 非 数字 的 例子 :在 一 个 一 夫 一 妻 制 社会 中 ,我 们 
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可 以 把 所 有 丈夫 的 集合 对 所 有 妻子 的 集合 看 作 一 个 一 对 一 的 映射 。 
每 个 丈夫 具有 一 个 妻子 ,每 个 妻子 也 仅 有 唯一 的 丈夫 。 相 反 , 所 有 
父亲 的 集合 对 所 有 儿子 的 集合 则 不 是 一 对 一 的 映射 ,因为 一 个 父亲 
可 能 拥有 多 个 儿子 ,而 每 个 几 子 则 仅 有 唯一 的 父亲 。 
当 x 和 yy 指 具 体 的 数 时 ,一 对 一 映射 的 性 质 被 看 作 是 单调 函数 
这 类 函数 所 特有 的 性 质 。 给 定 函 数 f(z), 若 自 变量 z 的 值 连续 增 
大 时 ,f(x) 的 值 也 总 是 连续 地 增 大 , 即 若 
XI> zf rT) > f(r) 
则 函数 了 称 作 增 (或 单调 递增 ) 函 数 ,? 若 zx 的 连续 增加 总 是 导致 172 
zy) 的 连续 递减 , 即 大 
XI>zx f(r) < fr) 
则 该 函数 被 称 作 减 (或 单调 递减 ) 函 数 。 在 上 述 每 种 情况 下 , 反 函 数 
了 存在。 
确定 给 定 函 数 y= f(z) 单 调 性 的 一 种 实用 的 方法 是 检验 导数 
(x ) 对 所 有 的 二 值 ,是 否 总 是 具有 同样 的 代数 符号 (不 能 为 零 )。 
从 几何 上 看 ,这 意味 着 曲线 或 者 总 是 向 上 倾斜 ,或 者 总 是 向 下 倾斜 。 
因此 ,一 个 总 是 具有 人 负 的 斜率 的 厂商 要 求 曲 线 Q = f(P) 是 单调 递 
减 的 。 所 以 , 它 具 有 反 函 数 P= f/f “(Q)。 如 前 面 所 提 到 的 那样 , 它 
给 出 了 厂商 的 平均 收益 曲线 ,因为 P 三 AR。 








@ 有些 作者 更 喜欢 将 增 函数 定义 为 具有 下 述 性 质 的 函数 : 


7Z1D rT) Fr )》 [ 弱 不 等 式 ] 
而 用 严格 增 函 数 描述 这 种 情况 
ri>rs f(r) > fr) [严格 不 等 式 ] 


在 这 种 用 法 中 ,上升 的 阶段 函数 也 看 作 增 函 数 (尽管 不 是 严格 递增 的 ) ,尽管 事实 上 它 是 
水 平 线段 。 我 们 在 本 书 中 不 使 用 这 种 用 法 。 相 反 ,我 们 不 将 上 升 的 阶段 函数 视 为 增 函 
数 ,而 视 为 非 减 函数 。 同 样 ,我 们 不 将 下 降 的 阶段 函数 视 为 减 函数 ,而 视 为 非 增 函数 。 
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例 5 函数 
y=5x+25 
具有 导数 dy/dzx =5, 无 论 x 取 何 值 , 它 始 终 为 正 。 因 此 ,此 函数 也 
是 单调 函数 。( 它 是 单调 递增 函数 , 因 导数 为 正 。) 所 以 , 反 函 数 存 
在 。 在 本 例 中 , 解 已 知 方程 y=5x +25, 求 出 z, 便 很 容易 求 出 了 反 
函数 。 反 函数 为 


1 
7 一 SSy 一 ”> 


令 人 感 兴趣 的 是 ,这 个 反 函 数 也 是 单调 递增 的 ,因为 对 所 有 的 y 值 ， 
dz/dy=1/5>0。 

一 般 而 言 , 若 反 上 函数 存在 , 原 函 数 和 反 画 数 必 定 都 是 单调 的 。 
进而 ,车 f ' 为 函数 f 的 反 函 数 , 则 了 必 为 广 :的 反 函 数 。 即 了 和 
三 必然 互 为 反 函 数 。 

很 容易 验证 ,y= f(xz) 的 图 形 与 z= 广 !(y) 的 图 形 是 同一 图 
形 , 但 两 个 坐标 轴 怡 好 大 倒 了 。 若 我 们 将 广 :! 图 形 的 x 轴 置 于 图 
形 的 过 轴 上 ,( 对 y 轴 也 作 类 似 处 理 ), 则 两 条 曲线 将 重合 。 若 广 : 

13 图 形 中 的 xz 轴 置 于 f 图 形 中 的 y 轴 上 (而 反之 亦 然 ) 则 两 条 曲线 以 
通过 原点 的 45" 直 线 为 轴 , 呈 镜像 对 称 。 一 旦 原 函 数 f 的 图 形 给 定 ， 
镜像 关系 为 我 们 提供 了 反 函 数 f 图 形 的 简单 方法 。( 读 者 可 用 例 
5 中 的 两 个 函数 尝试 作 图 。) 

反 项 数 的 微分 法 则 为 


de __1 
dy dy/dx 


这 意味 着 反 函 数 的 导数 是 原 函 数 导数 的 倒数 。 因 此 ,dz《ay 一 定 与 
dy/dzx 具有 相同 的 正 负 号 。 从 而 若 f 是 增 ( 减 ) 函 数 , 则 广 必然 也 


为 增 ( 减 ) 孙 数 。 
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要 验证 此 微分 法 则 ,我 们 可 以 回 到 例 $ ,其 中 已 求 得 dy/dx = 9， 
dx /dy 二 1/5。 两 个 导数 确实 互 为 倒数 ,并 且 具 有 相间 的 符号 。 

在 这 个 简单 的 例子 中 ,反光 数 相对 易于 求 得 ,从 而 导数 dx /dy 
可 直接 从 有 反 洱 数 求 出 。 但 正如 下 一 个 例子 将 要 显示 的 那样 , 反 函 数 
有 时 是 很 难 直 接 表 示 清 楚 的 。 所 以 直接 微分 是 行 不 通 的 。 因 此 , 反 
图 数 微 分 法 则 的 价值 变 得 更 为 明显 。 

例 6 给 定 y=x +x, 求 dr/dy。 首 先 ,因为 对 任意 x 值 ， 


957rt+1>0 


所 以 这 个 因数 是 单调 递增 的 ,有 是 反 郴 数 存在 。 解 此 方程 求 出 x 并 不 
是 一 个 轻松 的 任务 ,但 通过 运用 反 了 消 数 微分 法 则 , 便 可 很 快 求 出 反 
国 数 的 导数 : 

dr 1 1 


dy dy/dr Szxi+1 

严格 地 讲 , 仅 当 函数 包含 一 对 一 的 上 映射 时 , 才 可 应 用 反 函 数 的 
微分 法 则 。 但 事实 上 ,我 们 确实 还 有 一 些 选 择 余 地 。 例 如 , 当 涉 及 
U 形 曲 线 ( 非 单调 ) 时 ,我 们 可 以 将 曲线 向 下 和 向 上 倾斜 的 部 分 分 别 
看 成 两 个 单独 的 函数 ,每 个 函数 具有 限定 的 定义 域 , 且 在 限定 定义 
域 中 是 单调 的 ,所 以 便 可 对 其 应 用 反 函 数 的 微分 法 则 了 。 


练习 7.3 


1 已 知 y=w +1, 其 中 =5--x, 运 用 链 微 分 法 则 求 dy /dro 
2 已 知 ww=ay ,y= br?+cx, 运 用 链 微分 法 则 求 dw /qdr。 
3 运用 链 微 分 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 : 
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(a)y=(3z ~13) (0)y=(8 记 一 5 (c)y=(art+ 6b) 

4 已 知 y=(16z+3)“, 运 用 链 微 分 法 则 求 dy/dx。 然 后 将 函数 改写 成 
y=1X(16z +3)*, 并 用 商 的 微分 法 则 求 dj/cdzr。 两 个 答案 一 致 吗 ? 

5 给 定 y=7r+21, 求 其 反 销 数 。 然 后 求 dy/dxr 和 dzvcdy ,并 验证 反 郴 
数 微分 法 则 。 然 后 验证 两 函数 图 形 彼此 间 存 在 镜像 关系 。 

6 下 列 函 数 是 单调 函数 吗 ? 

(a)y=-xzo+s(z>0) (5) y=4x +x ?+3x 对 于 每 个 单调 函数 ,用 
反 函 数 微 分 法 则 求 dr /dy。 


7.4 偏 微分 


迄今 为 止 ,我 们 仅 考察 了 具有 单个 自 变量 的 函数 的 导数 。 但 在 
比较 静态 分 析 中 ,我 们 可 能 遇 到 模型 中 出 现 几 个 参数 的 情况 ,在 此 
情况 下 久生 变量 的 均衡 值 可 能 不 止 是 一 个 参数 的 函数 。 因 此 ,作为 
将 导数 概念 用 于 比较 静态 分 析 的 最 后 准备 ,我 们 必须 学 习 如 何 求 多 
于 一 个 变量 的 函数 的 导数 问题 。 


偏 导 数 


我 们 考察 函数 

y= f(xi, cs", Tn) 《7.12) 
其 中 变量 zx;(i = 1,2,…,n) 彼 此 完全 独立 ,所 以 ,每 个 变量 自己 变 
化 ,不 会 对 其 它 变量 产生 影响 。 若 变量 zx; 发 生变 化 Ari ,其 它 变量 
zz，…，zn 保持 不 变 , 则 y 会 产生 相应 的 变化 Ay。 此 情况 下 的 差 商 
可 以 表示 为 


Ay f(x1 十 Azl zy，…r) Fi) 
AZzi Ai 








(7. 13) 
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若 我 们 取 当 Ax 一 0 时 Ay/Azri 的 极限 ,极限 将 构成 一 个 导数 。 我 
们 称 其 为 y 对 zi 的 偏 导 数 , 以 表示 当 取 这 个 特定 导数 时 ,函数 中 所 
有 其 它 自 变量 均 保 持 不 变 。 当 其 它 自 变量 有 无 穷 小 变化 时 ,还 可 以 
定义 类 似 的 偶 导 数 。 取 偏 导 数 的 过 程 称 作 偏 微分 。 

偏 导 数 可 用 不 同 的 符号 表示 。 这 里 我 们 不 用 符号 d( 像 
dyvdz) ,而 用 希腊 字母 5( 小 写 的 de /ta ) 的 变 体 3 表示 偏 导 数 。 所 175 
以 我 们 现在 写成 9y/9x; , 读 作 “y 对 zx; 的 偏 导数 ”"。 偏 导数 符号 有 
时 也 被 写成 2-y; 在 此 情况 下 ,8/9z; 部 分 可 以 视 作 一 个 算 符 , 它 告 
诉 我 们 取 某 一 函数 对 x; 的 偏 导 数 。 因 为 这 里 所 涉及 的 函数 在 
(7.12) 中 以 了 表示 ,所 以 将 此 人 篇 导 数 写 成 3f/93x; 也 是 可 以 的 。 

我 们 前 面 曾 用 符号 广 (z) 表 示 导 数 , 偏 导 数 也 有 对 应 的 简写 
表示 吗 ? 答案 是 肯定 的 。 但 这 里 用 亡 , 户 等 等 ,而 不 用 广 ,其 中 
下 标 标明 允许 变化 的 自 变量 。 若 函数 (7.12) 以 未 带 下 标的 自 变 量 
表示 ,如 y= f(wu,v,w), 则 偏 导数 以 fu, fv，, fr 表示 ,而 不 用 
万 , 户 , 户 表示 。 

与 上 面 这 些 记 号 一 致 ,根据 (7.12) 和 (7.13) ,我 们 现在 可 以 将 
下 式 


J OZ 1 ar 0 Ax1i 


定义 为 函数 fn 个 偏 导数 集合 中 的 第 一 个 偏 导数 。 
求 偏 导数 的 技巧 

偏 导数 与 前 面 讨论 的 微分 的 基本 差别 在 于 ,我 们 必须 保持 
(n 一) 个 变量 不 变 ,而 只 允许 一 个 变量 变化 。 由 于 我 们 已 掌握 了 在 


微分 中 如 何 处 理 常数 的 方法 ,所 以 , 求 偏 微分 不 应 存在 什么 问题 。 
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例 1 已 知 y= Flzi,z)=3z1+zzo+4zi, 求 俩 导数 。 我 
们 必须 记 住 ,在 求 9y/ezi( 或 f1) 时 ,应 把 xz, 视 为 常数 。 因 此 , 若 
x2 是 一 个 加 和 常数 ,在 求 导 时 将 被 去 掉 ;但 车 它 是 一 个 乘积 常数 
(如 ziz2z 项 中 的 zz), 它 仍 将 被 保留 。 因 此 ,我们 有 


Oy _ 
3 /1 6x1+ x 


类 似 地 ,把 xl 作为 常数 ,我 们 求 得 


Oy 
3 /= r+ Bz 


注意 , 像 原 函数 f 一 样 , 两 个 偏 导 数 均 为 变量 zi 和 zy 的 函 
数 。 即 我 们 可 以 将 其 写成 两 个 导 函 数 
万 = 万 (zizz) 和 f= f(xi,x2) 
例如 ,在 卫 数 三 定义 域 中 的 点 (zi,zz)= (1,3), 偏 导数 将 取 下 面 
两 个 具体 值 : 
fi1(1,3)=6(1)+3=9 和 户 (1,3)=1+8(3)= 25 
176 例 2 已 知 y=f(w,v)= (w+4)(3u +2v), 可 用 积 的 微分 
法 则 求 偏 导 数 。 保 持 v 不 变 , 我 们 有 
f=(ut+4)(3)+1(3u+2v)=2(3u + w+6) 
类 似 地 ,保持 x 不 变 , 我 们 求 得 
fu=(u+4)(2)+0(3u +2v)=2(u +4) 
当 w=2,v==1 时 ,这 两 个 偏 导数 取 值 如 下 : 
f.(2,1)=2(13)=26 和 ff.,(2,1)=2(6)=12 
例 3 给 定 y= (3u -2v)/(u?+3wvw), 可 用 商 的 微分 法 则 求 
偏 导 数 


Oy _3(w + 3v)— 2u(3u ~ 2v) 二 3u’* + 4uv + 9wv 
Ou (zz + 3) (u*+ 3v)? 
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dy _ = 2(x + 3v) — 3(3u — 2v) _ Wu(2u + 9) 
Ov (uu + 30) (2 + 3v) 


偏 导 数 的 几何 解释 


偏 导数 作为 一 种 特殊 类 型 的 导数 ,是 某 个 变量 瞬间 变化 率 的 
度量 ,在 几何 上 它 也 对 应 于 特定 曲线 的 斜 度 。 

我 们 考察 生产 函 数 Q@= Q(K,L), 其 中 Q、K 、L 分 别 表 示 产 
出 、 资 本 投入 和 劳动 投入 。 这 个 函数 是 (7.12) 的 两 变量 形式 , 即 x 
=2。 因 此 我 们 可 以 定义 两 个 偏 导 数 aQ/OK( 或 Qk) 和 3Q/OL 
(或 Qi )。 偏 导数 Qr 与 资本 有 无 穷 小 变化 时 的 产 出 变化 率 相 联 
系 ,而 劳动 投入 保持 不 变 。 所 以 , Qk 表示 资本 的 边际 物质 产品 
(MPPk) 消 数 。 类 似 地 , 偏 导数 QL 是 MPP 函数 的 数学 表示 。 

从 几何 上 看 ,如 图 7.4 所 示 , 生 产儿 数 Q@= Q(K,L) 可 用 三 
维 空间 中 的 一 个 生产 曲面 来 描绘 。 变 量 Q 绘 成 纵 轴 , 所 以 对 底 平 
面 (KL 平面 ) 上 任意 一 点 (K,L), 曲 面 的 高 度 将 标明 产 出 Q。 郴 
数 的 定义 域 由 底 平面 的 整个 非 负 象限 构成 ,但 基于 我 们 的 分 析 目 
的 ,考察 此 非 亿 象限 中 的 一 个 子 集 一 一 短 形 OKoBLo 已 经 足够 
了 。 因 此 ,在 图 7.4 中 仅 显 示 生 产 曲线 中 很 小 一 部 分 。 

现在 我 们 将 资本 维持 在 水 平 开 ,, 仅 考察 投入 工 的 变化 。 令 
K= Ko, 除 了 线段 KoB 上 的 点 以 外 ,( 缩 小 了 的 ) 定 义 域 中 所 有 的 
点 均 与 所 考察 之 问题 无 关 。 同 样 , 只 有 曲线 KoCDA (生产 曲面 的 
截 线 ) 与 我 们 现在 所 讨论 的 问题 有 关 。 此 曲线 表示 对 固定 资本 数 
量 天 = 天 o 时 的 劳动 的 总 物质 产品 (TPPL ) 曲 线 。 因 此 ,我 们 可 由 
其 斜率 读 出 当天 不 变 时 , 产 出 对 工 变化 的 变化 率 。 很 明显 ,所 以 
像 K。CDA 这 样 的 曲线 是 偏 导 数 Qi 在 几何 上 的 对 应 物 。 我 们 再 
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Li L2 


图 7.4 
一 次 强调 ,劳动 的 总 物质 产品 (TPP; ) 曲 线 对 应 于 劳动 的 边际 物质 
产品 (MPPL = QL ) 曲 线 。 
前 面 已 提 到 , 偏 导 数 是 原 函 数 中 所 有 自 变量 的 函数 ,Qir 作为 
L 的 函数 从 Ko CDA 曲线 可 立即 看 出 , 当 上 = 上 1 时 ,Qr 的 值 等 于 
曲线 在 点 C 的 斜率 ;但 当 LL =L, 时 ,Qi 的 值 则 等 于 在 点 DD 的 斜 
率 。 那 么 ,为 什么 Qi 也 是 K 的 函数 呢 ? 答案 是 ,K 可 以 固定 在 
不 同 水 平 , 对 于 不 同 的 固定 的 K 水平 ,将 会 产生 不 同 的 TPPL 曲 
线 (生产 曲线 的 不 同 的 截 线 ), 从 而 必然 会 对 导数 QL 产生 影响 。 
因此 ,Qi 也 是 K 的 函数 。 
类 似 的 解释 也 适用 于 偏 导 数 Qk。 若 劳动 投入 固定 不 变 ( 比 
如 固定 在 水 平 Lo), 则 LoB 为 定义 域 中 的 相关 子 集 ; 曲 线 LoA 表 
示 生 产 曲 面 上 的 相关 子 集 。 偏 导数 Qk 则 可 解释 为 曲线 LoA 的 
斜率 ,要 注意 在 图 7.4 中 ,K 轴 由 东南 向 西北 方向 延伸 。 还 应 指 
出 的 是 , Qk 也 是 变量 志和 天 的 函数 。 
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练习 7.4 


1 求 下 列 每 个 图 数 的 Day/veri ,Byve.r> : 


(a)y=27r1— 11lr1r 二 37zs (c)y=(2zi+3)(z 一 2) 

(6b)y= 7r1+5rizi- 9732 (d)y= (4z1 + 3)/(x; 一 2) 178 
2 求 下 列 函 数 的 f, 和 /: 

(a) f(r,y)= 2 +5ry 一 (Of (zy)= ET 


2 __. 
(b)f(r,y)= (x 3y)(x -2) (f(r) = 


3 由 上 述 问题 的 答案 , 求 每 一 函数 的 f,(1,2), 即 求 当 x =1,y=2 时 ， 
偏 导 数 广 的 值 。 


4 给 定 生 产 聘 数 Q = 96K””L?’, 求 MPPk 函数 和 MPP， 函数 。 
MPPxk 仅 是 开 的 函数 ,还 是 既是 K 的 函数 ,又 是 工 的 熙 数 ? MPP; 呢 ? 
 S$ 车 某 人 的 效用 钞 数 取 下 述 形式 : 
U= U(ri,7x2)= (r+2) (rz +3) 
其 中 U 为 总 效用 范 数 ,zl zx; 为 所 消费 商品 的 数量 ， 
(a) 求 每 一 商品 的 边际 效用 本 数 。 
(5) 求 当 消费 的 每 个 商品 均 为 3 个 单位 时 ,第 一 个 商品 的 边际 效用 值 。 


7.5 微分 在 比较 静态 分 析 中 应 用 


掌握 了 各 种 微分 法 则 的 知识 后 ,我 们 终于 可 以 解决 比较 静态 
分 析 所 提出 的 问题 : 即 当 任意 外 生变 量 或 参数 发 生变 化 时 ,内 生变 
量 的 均衡 值 将 如 何 变 化 。 


市 场 模型 


首先 ,我 们 再 一 次 考察 (3.1) 式 简单 的 单一 商品 市 场 模型 。 此 
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模型 可 以 写成 下 述 形式 的 两 个 方程 : 
Q =a -poP (a,b >0) [ 需求 ] 
Q=-c+aP (c,d > 0) [供给 ] 
其 解 为 








(7.14) 


(7.15) 


这 两 个 解 可 以 看 作 简化 形式 :两 个 内 生变 量 被 简化 为 四 个 独立 参 


数 ab\cd 的 显示 表示 。 


为 了 解 某 一 参数 的 一 个 无 穷 小 变化 如 何 影响 已 值 ,我 们 仅 需 


对 (7.14) 中 每 一 参数 求 偏 导 数 。 车 偏 导数 的 正人 负 号 ,比如 3P /3a 
179 的 正人 负 号 可 由 关于 参数 的 给 定 信 息 来 确定 ,我 们 便 会 知道 当 参 数 


a 变化 时 P 的 变化 方向 。 这 个 分 析 给 出 了 定性 的 结论 。 若 3P/ 


9a 的 大 小 可 以 确定 , 则 此 分 析 给 出 了 定量 的 结论 。 


类 似 地 , 像 3Q /Ba 一 样 ,由 Q@ 对 每 一 参数 的 偏 导数 , 我 们 还 
可 以 得 出 定性 或 定量 的 结论 。 然 而 ,为 了 避免 误解 ,我 们 应 在 导数 


0Q /3a 和 3Q/3a 之 间作 明确 区 分 。 后 一 导数 是 一 个 仅 适 于 需 


求 函 数 的 梳 念 , 不 考虑 供给 函数 的 影响 。 而 导数 8Q /9a 由 (7. 
15) 的 均衡 数量 求 得 ,(7.15) 本 质 上 是 模型 的 解 ,将 供给 和 需求 的 


相互 作用 综合 到 了 一 起 。 为 强调 这 一 区 别 ,我 们 将 P 和 Q 对 参数 


的 导数 称 作 比较 静态 导数 。 


现在 集中 讨论 已 ,我 们 由 (7.14) 可 得 出 四 个 偏 导数 : 
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oP 参数 a 的 系数 是 








Aa 已 十 过 py 

oP 0(b+d)-1i(a+c) 一 (e+c) | 

3 = (Bra) -ay [ 商 的 微分 法 则 

oP 1 (= 兰 

Bac b+t+ad\ 3 | 

aP 0(b+d)-1l(at+c) 一 (ao (= 六) 

ad (bp+a) (b+d)\ % 

在 此 模型 中 , 因 所 有 参数 被 限定 为 正 , 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 
aP 3P aP _ aP 
->0 和 =37<0 (7.16) 


为 充分 理解 (7.16) 中 的 结论 ,我 们 观察 图 7.5, 其 中 每 个 图 表 
示 一 个 参数 的 变化 。 同 前 面 一 样 ,我 们 把 Q( 而 非 P) 画 作 纵 轴 。 

图 7.Sa 给 出 了 参数 a 增 至 a 时 的 图 形 表示 ,这 意味 着 需求 
曲线 有 更 高 的 纵 截 距 ,由 于 参数 6b( 斜 率 参数 ) 未 变 ,a 的 增加 导致 
需求 曲线 由 品 平 移 至 D'。DD “与 供给 曲线 S 的 交点 决定 了 均衡 价 
格 忆 , 它 高 于 原 均衡 价格 P。 这 便 证 明了 8P/9a >0 的 结论 , 尽 
管 为 清晰 起 见 ,我 们 在 图 7.5a 中 所 绘 出 的 参数 a 的 变化 比 导 数 
概念 所 指 的 变化 要 大 。 

图 7.5c 与 图 7.5a 有 类 似 的 解释 。 但 因 发 生变 化 的 是 参数 
c, 所 以 结果 是 供给 曲线 的 平行 移动 。 注 意 , 这 里 是 向 下 的 平行 移 180 
动 ,因为 供给 曲线 具有 纵 截 距 -c, 因 此 ,c 的 增加 会 使 纵 截 距 比如 
从 -2 变 为 -4。 这 个 图 形 比 较 静 态 分 析 的 结果 是 P' 大 于 P, 与 导 
数 O PP/9c 具 有 正 号 是 一 致 的 ,这 也 是 我 们 期 望 的 结果 。 

图 7.56 和 图 7.54d 描述 了 模型 中 两 个 函数 的 斜率 参数 变化 


的 影响 。2 的 增加 意味 着 需求 曲线 的 斜率 的 绝对 值 增 大 , 即 它 将 
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(增加) 





图 7.5 

变 得 更 陡 。 按 照 结 论 3P/3b<0, 我 们 知道 此 图 中 的 PP 下降。 而 
d 的 增加 将 使 供给 曲线 更 陡 ,从 而 使 均衡 价格 上 升 。 当 然 ,这 与 比 

较 静 态 导 数 9 P/ed 具有 负 号 是 一 致 的 。 
这 样 ,(7.16) 中 的 结论 似乎 都 可 由 图 形 法 得 到 。 若 如 此 ,我 们 
为 什么 要 如 此 麻烦 地 学 习 微分 法 吗 ? 原因 是 微分 法 至 少 有 两 个 主 
181 要 优点 。 首 先 ,图 形 法 受 维 数 限制 ,而 微分 法 则 没有 这 种 约束 。 甚 
至 在 内 生变 量 和 参数 数量 较 多 ,使 得 难以 通过 图 形 法 表示 均衡 状 
态 时 ,我 们 仍 可 运用 微分 法 来 解决 问题 。 其 次 ,微分 法 可 以 给 出 更 
具 一 般 性 的 结论 。 不 论 参 数 a、b 、c、d 取 何 具体 值 ,只 要 它们 满足 
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正 负 号 约束 条 件 ,(7.16) 中 的 结论 总 是 正确 的 。 所 以 ,此 模型 的 比 
较 静 态 分 析 结 论 实 际 上 可 应 用 于 无 数 (线性 ) 供 给 和 需求 函数 的 组 
合 。 比 较 而 言 ,图 形 法 仪 适 于 需求 和 供给 曲线 的 某 些 特殊 情形 ; 严 
格 地 讲 ,其 分 析 结 论 源 于 所 描述 的 具体 函数 。 

上 面 ,我 们 将 偏 导 数 用 于 简单 市 场 模型 的 比较 静态 分 析 ,但 实 


际 上 我 们 仅 完成 了 任务 的 一 半 ,因为 我 们 还 需求 出 Q 的 比较 静态 
导数 。 这 个 工作 留 给 读者 作为 练习 。 z 


国民 收入 模型 


我 们 把 第 3 章 中 的 简单 国民 收入 模型 扩大 为 具有 三 个 内 生变 
量 Y( 国 民 收入 )、C( 消 费 ) 和 工 (税收 ) 的 模型 : 
Y=C+T1+Co 
C=a+B(Y- 了 了) (a>0;0<B8<1) (7.17) 
T=yY+6SY (Y>0;0<6<1) 
方程 组 中 的 第 一 个 方程 给 出 了 国民 收入 的 均衡 条 件 ,而 第 二 .三 个 
方程 则 分 别 表示 C 和 了 在 模型 中 是 如 何 决定 的 。 

这 里 必须 对 参数 a.8、y、5 值 的 限制 进行 解释 :因为 即使 可 支 
配 收 入 (Y 一 全 ) 为 零 ,消费 仍 为 正 , 所 以 a 为 正 ; 而 8B 为 一 正 分 数 ， 
因 其 表示 边际 消费 倾向 ;y 也 为 正 值 ,因为 即使 Y 为 零 ,政府 也 会 
有 正 的 税收 ( 源 于 税 基 而 非 收 入 );6 是 一 个 正 的 分 数 ,因为 它 表示 
所 得 税率 ,因此 , 它 不 能 超过 100% 。 外 生变 量 1o( 投 资 ), Go( 政 
府 支出 ) 当 然 为 非 负 ,假设 所 有 参数 和 外 生变 量 彼此 独立 ,所 以 ,其 
中 任何 一 个 参数 和 外 生变 量 被 赋予 新 值 , 均 不 影响 其 它 变 量 。 

将 (7.17) 中 的 第 三 个 方程 代入 第 二 个 方程 ,再 将 所 得 方程 代 
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人 第 一 个 方程 ,可 以 解 模型 得 到 Y。 均 衡 收 入 (以 简化 式 表示 ) 
为 : 


a BY+ [ot+ Co 
1—-B+BS 


182 类 似 地 ,我 们 还 可 以 求 得 内 生变 量 C 和 工 的 均衡 值 ,但 我 们 这 里 
集中 讨论 均衡 收入 。 
由 (7.18) 式 ,可 求 得 六 个 比较 静态 导数 。 其 中 ,下 述 三 个 具有 
特别 的 政策 意义 : 
3Y 1 


立 - 





(7.18) 


3Go ™1T-B+B >" (7.19) 
oY _ -8B 

dy “1T-B+B < (7.20) 
aY _~Ba-BY+l+t+CG)_ -BY 

38 | (1 — B+ BS)? Tar! [由 (7.18)] 


(7.21) 
6 大 于 零 。 若 给 定 参 数 B 和 5 的 数值 ,我 们 还 可 由 (7.19) 式 求 出 乘 
数 的 数值 。(7.20) 式 的 导数 可 称 作 非 所 得 税 乘 数 ,因为 它 表明 7 
的 单位 变化 , 即 政 府 源 于 非 所 得 税 的 收入 的 单位 变化 ,将 对 均衡 收 
入 产生 何 种 影响 。 在 本 模型 中 乘 数 为 负 , 因 为 (7.20) 中 的 分 母 为 
正 而 分 子 为 负 。 最 后 ,(7.21) 中 的 偏 导 数 表示 所 得 税率 乘 数 。 对 


任意 正 的 均衡 收入 ,此 乘 数 在 模型 中 也 为 负 值 。 
投入 一 产 出 模型 


开放 投入 产 出 模型 的 解 是 一 个 矩阵 方程 工 =(T- A) iqd。 
240 





车 我 们 以 B= [6; ] 表 示 逆 矩阵 (I 一 A)  , 则 一 个 三 个 产业 的 经 
济 的 解 可 以 写成 = Bd ,或 者 


1 bl b12 03 1d 
x2|= ib2 2022 023||22 (7.22) 
3 031 b32 ?33 | d3 


那么 , 解 值 z; 对 外 生 的 最 终 需 求 4d1、d, 和 ds 的 变化 率 为 多 
少 呢 ?一 般 答案 为 


Ox . 
3 = bh (j,k = 1,2,3) (7.23) 


为 看 清 这 一 点 ,我 们 乘 开 (7.22) 式 的 Bd ,并 将 解 表示 成 183 


Xi budit bizd» + biad3 
Xs | = ,ddit bd2 + by3d3 
元， p3ldi+ Oo3d2 二 033G3 


在 这 个 三 个 方程 组 成 的 方程 组 中 ,每 个 方程 给 出 了 作为 外 生 最 终 
需求 的 函数 的 特定 解 值 。 这 些 解 什 的 偏 导 数 将 产生 九 个 比较 静态 
导数 : 


OXI OT1_ O17 1 

5d ll 3d 2 dd ?3 

Dr er Ox, , 
Bd Pb dd bb2 dd 3 (7.23) 
za OT3 OX; 

3d, 二 23 add, 23 3d, 033 


这 是 (7.23) 云 的 展开 形式 。 
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分 三 个 不 同 的 列 来 读 (7.23 ) 式 ,我 们 可 以 将 每 列 中 的 三 个 导 
数组 成 一 个 矩阵 (向 量 ) 导 数 : 


1 oll b12 013 
i 8 |- |- dz _ Bz _ 
ad = 8d, *2|= |22 ad = | 02 3d 一 02 
3 bal b32 b33 
(7.23 ) 


因为 7.23 ) 中 的 三 个 列 向 量 仅 是 和 矩阵 B 的 列 , 经 过 进一步 的 考 
虑 ,我 们 可 以 将 九 个 导数 概括 成 一 个 单一 矩阵 导数 9z /Od。 给 定 
x= Bd ,我 们 能 简单 写成 

bl1 O12 2013 

2 ~- p21 02 b23|=B 

031 b3 033 
这 是 这 个 开放 的 投入 产 出 模型 的 全 部 比较 静态 导数 的 简洁 表达 方 
式 。 显 然 ,此 矩阵 导数 可 轻易 由 现在 的 三 个 产业 经 济 推广 到 一 般 
的 n 产业 经 济 。 

投入 产 出 模型 的 比较 静态 导数 是 经 济 规划 的 有 用 工具 ,因为 它 

为 下 述 问题 提供 了 答案 :如 果 反 映 在 (di1,d,,…,d,) 中 的 规划 目标 
被 修订 ， 且 如 果 我 们 希望 照顾 到 该 经 济 中 所 有 直接 和 间接 的 需要 


以 完全 避免 瓶颈 因素 ， 我 们 需 如 何 改变 x 个 产业 的 产 出 目标 呢 ? 


184 练 习 7.5 


1 检验 (7，15) 式 的 均衡 数量 的 比较 静态 性 质 ， 并 以 图 形 分 析 验 证 
你 的 结论 。 
2 根据 (7. 18) 式 ， 求 出 偏 导数 9 Y/ef、BaY/aa 以 及 95Y/spg。 解 
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释 其 含义 并 确定 其 正 负 号 。 
3 数字 投入 产 出 模型 (5. 21) 在 5. 7 节 中 被 解 出 : 
(a) 可 推导 出 多 少 个 比较 静态 导数 ? 
(6) 按 (7. 23 和 (7. 23”) 的 形式 写 出 这 些 导数 。 


7. 6 雅 可 比 行列 式 的 注释 


前 面 对 偏 导数 的 研究 ， 完 全 由 于 比较 静态 分 析 的 动机 所 驱 
使 。 但 但 导数 也 提供 了 一 种 检验 2 个 变量 ?个 函数 的 集合 中 是 
否 存 在 函数 (线性 或 非 线 性 的 ) 相关 的 方法 。 这 个 问题 与 雅 可 比 
行列 式 (以 雅 可 比 的 名 字 命 名 ) 的 概念 相 联 系 。 

考察 两 个 图 数 


y1 =27X1 + 37x2 


(7.24) 
y2 =47x?1 + 127x17z2 + 975 
若 我 们 求 出 所 有 四 个 偏 导数 
0% _ 92L_。 9?2 _ 9y2 _ 
3z 一“ 3 一 Bz, Sit 12 dx, 11+ 18zr2 


并 按 规定 顺序 将 其 重 排 成 一 个 方 阵 ， 将 其 称 作 雅 可 比 矩阵 ， 并 名 
1J 表示 ;， 然后 取 其 行列 式 ， 便 得 到 所 谓 的 雅 可 比 行列 式 (或 简称 
雅 可 比 式 ) 以 | | 表示 : 


Oy 921 
OZ1 xX; 2 3 
1 | 三 = 
Oy; Oy?2 (8zl +12z?) (1l2x1 + 18zx,) 
OZzl dx; 


(7.25) 
243 





为 节约 空间 ， 雅 可 比 行列 式 有 时 也 表示 成 


O 《yi， y2) 
9 (zl， Z2 ) 


185 更 一 般 地 ， 若 我 们 有 具有 ?7 个 变量 的 个 可 微 函数 (不 必 痢 是 
线性 的 ): 





l= 


y1 = f (ri, rT2," ,Tn) 
y2 = f(x, X22, Zn) 
本 (7.26) 
yn = ff (Xi, TI srn) 
其 中 ，r 表示 第 n 个 一 数 〈 而 非 函 数 的 次 寡 )。 我 们 可 以 由 此 
推导 出 mn? 个 偏 导数 。 将 其 归 在 一 起 ， 将 得 到 雅 可 比 行列 式 








O91 9% ... 31 
OX! OOz， OX, 
By i ya) | 
| 天 | =— Ar TY = | 
A(xi1, x2, 并， 
Oyn Oyn Oy, 
OX1 QZ， Ox, 
(7.27) 


下 述 定 理 给 出 ”个 函数 集合 中 函数 相关 存在 性 的 雅 可 比 检 
验 : 当 且 仅 当 (7，26) 式 中 的 nn 个 函数 广 ，…， 广 为 函数 ( 线 
性 或 非 线 性 的 ) 相关 时 ，(7. 27) 所 定义 的 雅 可 比 行列 式 对 所 有 
的 zl1，…，<zn 值 恒 为 零 。 

作为 一 个 例子 ， 对 于 (7. 24) 中 的 两 个 郴 数 ，(7. 25) 所 
给 出 的 雅 可 比 行列 式 的 值 为 

1 了 | = (24r1+36x,) — (24zi+36z) =0 
即 雅 可 比 式 对 zi 和 x, 的 所 有 值 均 为 零 。 因 此 ， 按 照 上 述 定理 ， 
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(7，24) 中 的 两 个 函数 必然 是 函数 相关 的 。 读 者 可 以 自己 验证 这 
一 点 ;yz 只 是 yi 的 平方 ， 因 此 ， 它 们 确实 是 函数 相关 的 ， 这 里 
是 非 线性 相关 。 

现在 我 们 考察 线性 函数 的 特殊 情况 。 我 们 前 面 已 经 证 明 ， 当 
且 仅 当 下 列 线性 方程 组 


AliT1+ 412T2 + "+ ainTrn = di 
QTXI + dr2 十 十 Ca2nzn 二 dd) 
ot (7.28) 
Un Tl + Cn272 十 十 cotn = dd; 


的 行列 式 | A | =0 时 ,线性 方程 组 系数 矩阵 A 的 行 间 存在 线性 
相关 。 这 个 结果 可 以 看 作 函 数 相 关 的 雅 可 比 行列 式 检验 准则 的 一 
个 具体 应 用 。 

将 (7. 28) 式 中 每 一 方程 的 左边 作为 一 个 单独 的 包括 个 
变量 zi; ，…，xz, 的 函数 ， 并 将 这 些 函 数 以 y  ，…，y 表示 。 可 
以 证 明 ， 这 些 函 数 的 偏 导 数 为 ayt/azi = at，ayi/azaz= al 等 
等 ， 因 而 我 们 可 以 一 般 地 写成 9y;/3x; = ai。 所以， 7 个 函数 的 
雅 可 比 行列 式 的 元 素 恰 好 是 已 按 正 确 顺 序 排列 的 系数 矩阵 A 的 
元 素 。 即 我 们 有 | J 人 |= |A|,，, 这样 ，y!，…，y, 间 的 函数 相 
关 (或 者 ， 实际 上 是 一 样 的 ， 系 数 答 阵 A 各 行 间 的 函数 相关 )186 
的 雅 可 比 行列 式 检验 准则 在 现在 的 线性 情况 下 ， 等 价 于 判别 准则 
1 A|=0。 

前 面 ， 雅 可 比 行列 式 是 在 含 ”个 变量 的 2” 个 函数 系统 中 进 
行 讨 论 的 。 但 需要 指出 的 是 ，(7. 27) 式 中 的 雅 可 比 行列 式 即 使 
是 在 〈7. 26) 中 的 肾 数 包含 的 变量 多 于 n 个 时 ,仍然 有 定义 : 
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y; = (zi Znsyzarlyzns) (i = 1,2,.…,n) 
在 此 情况 下 ， 若 我 们 将 其 中 的 任意 两 个 变量 (比如 zx, ; 1， +2) 
保持 不 变 ， 或 者 将 其 视 为 参数 ， 我 们 又 可 以 有 信 nn 个 变量 的 
个 晤 数 ， 并 形成 雅 可 比 行 列 式 。 进 而 ， 通 过 使 不 同 的 zx 变量 对 
保持 不 变 ， 我 们 可 以 形成 不 同 的 雅 可 比 行列 式 。 在 第 8 章 讨 论 隐 
函数 定理 时 还 会 遇 到 这 种 情况 。 


练习 7. 6 


1 运用 雅 可 比 行列 式 检验 下 列 浮 数 对 中 是 否 存 在 函数 相关 : 


(a) yi =3x1i+x, (b) y= 3zxi+ 
y2= 9x1 十 6z1 (za 十 4) 十 27x3 
(xz;+8) +12 y2= 3x1+1 


2 将 三 个 函数 xz;=f (di, d;,，d;) (i 二 1，2，3) 看 作 一 个 集 
合 : 

(a) 写 出 3x3 雅 可 比 行列 式 。 它 与 (7. 23’) 是 否 具 有 某 些 联系 ? 我 
们 可 以 写 出 | 了 | = | 日 | 吗 ? 

(5) 因为 B 寺 (1 一 A) !'， 我 们 可 得 出 结论 | B | 和 关 0 吗 ? 对 (7. 22) 
中 的 三 个 方程 ， 我 们 能 由 此 得 出 何 结论 ? 
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第 8 章 一 般 洱 数 模 型 的 
比较 静态 分 配 


通过 上 一 章 对 偏 导数 的 学 习 , 我 们 已 可 以 处 理 一 些 简 单 的 比 187 


较 静 态 问 题 ,其 中 模型 的 均衡 解 以 简化 型 显 式 表示 。 在 那 种 情况 
下 , 解 的 偏 导 数 将 直接 给 出 所 期 望 的 比较 静态 信息 。 读 者 可 以 回 
忆 一 下 , 偏 导数 的 定义 要 求 自 变量 (比如 z;) 之 间 不 存在 任何 函数 
相关 ,从 而 zi 可 独立 变化 而 不 对 zz，zas，…,zw 的 值 产生 影响 。 
当 将 其 应 用 于 比较 静态 分 析 时 ,这 意味 着 简化 型 解 中 的 参数 和 
(或 ) 外 生变 量 必定 为 相互 无 关 的 。 因 为 这 实际 上 是 为 建 模 而 定义 
成 的 预定 信息 ,其 相互 影响 的 可 能 性 已 被 内 在 地 排除 了 。 因 而 上 
一 章 采 用 偏 导 数 的 方法 是 完全 合理 的 。 
但 是 , 当 模 型 中 包含 一 般 函 数 , 因 而 不 能 得 到 简化 型 显 式 解 

时 , 便 不 能 再 指望 会 有 如 何 的 方便 了 。 在 此 情况 下 ,我 们 必须 从 模 
型 原来 给 定 的 方程 中 直接 求 出 比较 静态 导数 。 例 如 , 取 一 个 具有 
两 个 内 生变 量 Y 和 C 的 简单 国民 收入 模型 

Y=C+Iot+Go 

C=C(Y,T) [| To: 外 生 的 税收 ] 
它 可 简化 为 一 个 方程 (均衡 条 件 ) 

Y= C(Y,To)+1Io+ Go 
以 解 出 了 Y。 但 由 于 C 函数 的 一 般 形 式 ,没有 合适 的 显 式 解 。 因 
此 ,我们 必须 由 此 方程 直接 求 出 比较 静态 导数 。 我 们 能 解决 这 一 
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问题 吗 ? 我 们 能 遇 到 什么 特殊 困难 呢 ? 

我 们 假设 均衡 解 了 确实 存在 。 则 在 非常 一 般 的 条 件 (后 面 将 
讨论 ) 下 ,我 们 可 取 了 为 外 生变 量 J。、Go、To 的 可 微 函 数 。 因 此 ， 
我 们 可 写 出 方程 

Y= Y (1o, Go, To) 
尽管 我 们 不 能 确定 该 函数 所 取 的 显 式 形式 。 进 而 ,在 均衡 值 了 的 
某 个 邻 域 ,下 列 恒等式 成 立 : 
Y= C(Y, To)+1Io+ Go 

这 种 恒等式 称 作 均衡 恒等式 ,因为 此 式 只 不 过 是 均衡 条 件 中 的 了 
变量 被 均衡 值 了 替代 而 已 。 既 然 了 已 经 出 现 ,似乎 初 看 起 来 ,对 
此 恒等式 简单 求 偏 导 便 会 得 到 所 期 望 的 比较 静态 导数 , 比如， 
ayY/aT0。 但 不 幸 的 是 ,情况 并 非 如 此 。 因 为 了 是 To 的 函数 , C 
函数 的 两 个 自 变量 并 非 不 相关 。 特 别 是 在 此 情况 下 , To 不 仅 直接 
影响 C ,而 且 通 过 立 间接 影响 C。 因 此 , 求 偏 微分 不 再 适合 于 实 
现 我 们 的 目的 。 那 么 ,我 们 怎样 解决 这 一 问题 呢 ? 

答案 是 ,我 们 必须 借助 于 全 微分 (以 区 别 于 偏 微分 ) ,基于 全 微 
分 的 概念 ,求全 微分 的 过 程 可 使 我 们 得 到 一 个 相关 的 概念 一 一 全 
导数 , 当 To 影响 另 一 自 变量 了 时 , 它 度量 函数 C(Y ,To) 对 自 变 
量 To 的 变化 率 。 因 此 ,一 旦 我 们 掌握 了 这 些 概 念 , 便 可 以 处 理 那 
些 自 变 量 并 不 独立 的 函数 ,这 样 便 可 以 清除 我 们 在 研究 一 般 函 数 
模型 比较 静态 分 析 中 迄今 所 遇 到 的 最 大 障碍 。 但 在 讨论 这 些 概念 
之 前 ,我们 应 先导 入 微分 这 一 概念 。 


8.1 微分 


符号 dy/dz ,作为 耻 数 y= FCz) 的 导数 ,迄今 为 止 一 直 被 视 
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为 一 个 单独 的 整体 。 现 在 我 们 将 其 重新 解释 为 两 个 量 dy 和 dx 
的 比率 。 


微分 与 导数 


给 定 函 数 y= f(z), 特定 的 Ax 将 导致 相应 的 变化 Ay, 且 我 
们 可 以 使 用 差 商 Ay/Ax 表示 yy 对 z 的 变化 率 。 因 为 


Ay 三 ( 知 )sz (8.1) 


成 立 ,一旦 变化 率 Ay/Az 和 ~ 的 变 差 已 知 , 则 可 求 出 Ay 的 大 小 。 

当 Az 为 无 穷 小 ,Ay 也 将 为 无 穷 小 , 差 商 Ay/Ax 则 变 成 导数 
dy/dx。 然 而 若 我 们 分 别 以 dz 和 dy( 不 用 Ax 和 Ay) 表 示 xz 和 y 
的 无 穷 小 变化 ,恒等式 (8.1) 变 成 


dy = (jar 或 dy 二 f(x)dr (8.2) 


符号 dy 和 dz 分 别称 为 y 和 x 的 微分 。 
将 恒等式 (8.2) 两 边 被 dz 除 , 我 们 有 


(dy) _ dy 二 (dy) , 


此 结果 表明 导数 (dy/dx) 夺 f/f'(z) 可 以 解释 为 两 个 独立 微分 dy 
和 dz 的 商 。 

根据 (8.2) ,一 旦 我 们 知道 函数 y= f(x) 的 导数 ,dy 便 可 以 
写成 (x)dzx。 因 此 ,可 以 将 f(x) 看 作 一 个 “转换 因子 ”, 它 将 无 
穷 小 变化 dz 转化 为 相应 的 无 穷 小 变化 dy。 

例 1 已 知 y=3zx +7zx 一 5, 求 dy。 函数 的 导数 为 dy/dz = 
6z +7, 因 此 所 求 微 分 为 

dy = (6x + 7)dzx (8.3) 
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这 个 结果 可 用 于 计算 由 给 定 z 的 变化 所 引起 的 y 的 变化 。 
但 应 记 住 的 是 ,微分 dy 和 dz 仅 指 无 穷 小 变化 ;因此 ,车 我 们 将 一 
个 很 大 的 值 Az 代入 (8.3), 所 得 到 的 dy 仅 可 以 作为 相应 的 y 的 
确切 变化 Ay 的 近似 值 。 假 设 x 由 5 变 至 5.01, 我 们 由 (8.3) 式 
计算 dy。 首 先 ,我 们 令 x =5, dx =0.01, 并 将 其 代入 (8.3) 式 ， 
结果 dy =37(0.01) =0.37。 这 个 数字 与 y 的 实际 变化 相 比 怎么 
样 呢 ? 当 变 化 前 x =5, 我 们 可 由 已 知 函数 计算 出 y= 105, 而 当 
工 二 5.01 时 ,我们 得 到 > = 105. 3703。 因 此 y 的 真实 变化 Ay = 
0.3703, 所 以 ,我 们 的 结果 dy =0.37 的 近似 误差 为 0.0003。 

190 近似 误差 的 来 源 可 用 图 8.1 来 说 明 。 对 于 图 中 给 定 的 Azx( 距 
离 AC ),y 的 实际 变化 ,或 Ay, 是 距离 CB。 如 果 我 们 用 直线 
AB(=Ay/Ax= CB/AC ) 作 为 相应 的 变化 率 ,并 应 用 (8.1) 来 求 
Ay ,我 们 将 得 到 正确 的 答案 


Ay= (2 jax - AC = CB 


但 在 使 用 (8.3) 时 [ 它 是 (8.2) 的 特殊 形式 ], 我 们 实际 上 使 用 导数 
dy/dzx 代替 了 Ay/Azx, 即 我 们 在 计算 中 用 切线 AD 的 斜率 
(= CD/AC) 代 圭 了 直线 AB 的 斜率 。 因 此 ,我 们 得 到 答案 : 


dy= ( 完 )a*= FAC = CD 


它 与 真实 变化 CB 相差 误差 DB。 当 然 ,可 以 预期 , 随 着 Ax 趋 小 ， 
点 B 趋 近 于 点 A ,误差 就 会 变 小 。 

求 微分 dy 的 过 程 被 称 作 微 分 。 回 忆 一 下 ,我 们 前 面 一 直 将 
微分 作为 求 导 的 同 义 语 而 使 用 ,但 却 未 给 出 适当 的 解释 。 然 而 , 按 
照 我 们 将 导数 解释 成 两 个 微分 的 商 的 作法 ,这 个 术语 的 合理 性 便 
不 言 自明 了 。 但 将 同一 术语 “微分 " 既 用 于 描述 求 微分 dy 的 过 
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程 ,又 用 于 描述 求 导数 dy/dqdz 的 过 程 , 总 是 有 点 不 明确 。 为 避免 
混 消 ,在 取 导 数 dy/qdx 时 ,我 们 通常 就 把 “微分 "这 个 词 说 成 是 对 
工 求 导 。 





图 8.1 
由 (8.2) 式 应 当 很 清楚 ,给 定 函 数 y= f(z), 我 们 总 可 以 (1) 用 dx 191 
除 以 已 知 微分 dy ,从 而 将 其 变换 成 导数 dy/dzr;(2) 用 dz 乘 以 已 
知 导 数 dyvdz ,从 而 将 其 变换 成 微分 dy。 


微分 与 点 弹性 


为 举例 说 明 微 分 在 经 济 学 中 的 应 用 ,我 们 考察 函数 弹性 这 一 
概念 。 例 如 ,对 于 需求 函数 Q@= f(P), 弹 性 定义 为 (AQ/Q)/ 
(AP/AP)。 但 者 PP 变化 无 穷 小 ,表达 式 AP 和 AQ 将 变 成 4P 和 


dQ , 则 此 时 的 弹性 度量 便 具有 需求 的 点 弹性 的 含义 ,我 们 以 ss( 希 
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腊 字 母 epsilon ,用 于 表示 弹性 ) 表 示 。 册 


_ dQ/Q dQ/dP 
aaP/P QQ/P (8.4) 


注意 上 式 最 右边 的 部 分 ,我 们 已 将 微分 4Q 和 dP 重 排 成 比 
率 dQ /dP , 它 是 需求 函数 Q = 六 已 ) 的 导数 或 边际 函数 ,因为 类 似 
地 ,我 们 还 可 以 将 分 母 中 的 比率 Q/P 看 作 需 求 函 数 的 平均 函数 ， 
所 以 (8.4) 中 的 需求 点 弹性 s。 可 以 看 作 是 需求 函数 的 边际 函数 对 
平均 函数 的 比率 。 

实际 上 ,刚才 所 描述 的 关系 不 仅 对 需求 函数 的 点 弹性 ,而且 对 
其 它 函数 的 点 弹性 都 是 成 立 的 ,因为 对 任意 给 定 总 函数 y= f 
(z) ,我 们 可 以 将 y 对 zx 的 点 弹性 公式 写成 


。 = dy/dx 边际 函数 
交 yz ”平均 函数 


为 方便 计 ,我 们 用 弹性 的 绝对 值 来 度量 函数 在 某 一 特定 的 点 
是 否 有 弹性 。 例 如 ,在 需求 函数 的 例子 中 ,我们 规定 : 
有 弹性 
当 |es | 全 1 ta 
缺乏 弹性 
例 2 若 需 求 函 数 为 Q = 100-2P, 求 se。 给 定 函 数 的 边际 
函数 和 平均 肾 数 为 


dQ Q 100-2P 
apP = 和 PP 一 PP 


所 以 其 比率 使 我 们 得 出 





D 点 弹性 还 可 以 解释 成 当 AP 一 0 时 ,225 总 = 人 8 人 上 的 极限 , 它 与 (8.4) 式 的 
结果 相同 。 
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在 上 式 中 ,弹性 表现 为 书 的 函数 。 只 要 具体 的 价格 选 定 ， 点 192 
弹性 的 大 小 便 确 定 了 。 例 如 , 当 P=25 时 ,我 们 有 ej = 一 1, 或 
les|==1, 所 以 该 点 的 需求 弹性 为 单位 弹性 。 但 当 P= 30 时 ,我 们 
有 |esl 1.5, 因 此 ,在 此 价格 水 平 上 ,需求 富 于 弹性 。 更 一 般 地 ， 
可 以 验证 ,在 本 例 中 , 当 25<P<50 时 ,我 们 有 |ejy| >1; 当 0<P 
<2S 时 ,|sz|<1。( 在 这 里 .价格 P>>50 有 意义 吗 ?) 

可 能 会 有 些 离 题 ,但 仍 需 补充 的 是 ,将 两 个 微分 的 比率 看 作 导 
数 , 从 而 将 函数 点 弹性 的 公式 变换 为 边际 对 平均 函数 之 比例 ,使 得 
可 以 用 图 形 法 迅速 确定 点 弹性 。 图 8.2 分 别 描述 了 曲线 斜率 为 负 
和 为 正 的 两 种 情况 。 在 每 一 情况 下 ,在 曲线 上 A 点 或 定义 域 中 z 
= zo 点 的 边际 函数 值 ,由 切线 AB 的 斜率 来 度量 。 而 在 每 一 情况 
下 的 平均 函数 值 , 则 由 直线 OA (连接 原点 与 曲线 上 给 定点 A 的 
直线 , 像 一 个 矢 径 ) 的 斜率 来 度量 。 因 为 在 点 A ,我 们 有 y= zoA 
和 zz = Oxo, 所 以 平均 函数 为 y/x = x,A /Oxro= OA 的 斜率 。 因 
而 在 A 点 的 弹性 便 可 以 通过 比较 上 述 两 个 斜率 的 数值 来 确定 : 若 
AB 陡 于 OA , 则 函数 在 点 A 富 于 弹性 ; 若 相 反 , 则 函数 在 A 缺乏 
弹性 。 因 此 ,图 8.2a 所 绘 函 数 在 点 A 或 z= xo 是 缺乏 弹性 的 ,而 
在 图 8.228 中 的 A 点 则 是 富 于 弹性 的 。 

进一步 看 ,所 比较 的 两 个 斜率 直接 取决 于 两 个 角 2， 和 ba( 希 
腊 字母 theta , 下 标 m 和 a 分 别 表示 边际 和 平均 ) 的 大 小 。 因 此 ， 
我 们 还 可 以 比较 两 个 角 来 代替 比较 两 个 斜率 。 再 观察 图 8.2, 读 
者 可 以 看 到 在 图 a 中 的 点 A,0. <0 ,表明 边际 值 小 于 平均 值 ,所 
以 函数 在 点 A 缺乏 弹性 。 图 8 中 的 情况 恰好 完全 相反 。 





Za 


233 





图 8.2 
有 时 ,我们 对 给 定 曲 线 的 单位 弹性 点 感 兴趣 。 现 在 可 以 很 容 
易 地 找到 这 个 点 。 知 曲线 斜率 为 负 , 如 图 8.3a 所 示 , 我 们 可 以 找 
到 点 C ,使 得 直线 OC 和 切线 BC 与 x 轴 形 成 的 角 的 大 小 相同 , 尽 
管 方 向 相反 。 在 曲线 斜率 为 正 的 情况 下 ,如 图 8.365 所 示 ,我 们 仅 
需要 在 曲线 上 找到 点 C ,使 得 切线 切 于 C 点 ,并 经 适当 延伸 ,可 通 
过 原点 妈 可 。 
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我 们 必须 提醒 读者 ,刚才 所 摘 述 的 图 形 法 是 以 这 一 假设 为 基 
础 的 :函数 y= f(z) 是 把 因 变 量 y 作为 纵 轴 而 绘 成 的 。 具 体 来 
说 , 当 我 们 将 此 方法 应 用 于 需求 函数 时 ,我们 应 使 Q 为 纵 轴 。( 假 
设 Q 实际 上 在 作 图 时 被 绘 成 横 轴 ,我 们 读 点 弹性 的 方法 应 作 何 种 
修正 呢 ?) 


练习 8.1 


1 已 知 下 列 函 数 , 求 微分 dy: 


Ca) y= 一 zz2+3) (5) y= (zr.-8)(7r+5) (c) = 


2 给 定 进口 范 数 M = f(Y), 其 中 M 为 进口 ,Y 为 国民 收入 。 按 进口 
倾向 表示 进口 的 收入 弹性 swy。 

3 给 定 消 费 苛 数 C=aw+pra>0;0<5<1): 

(a) 求 其 边际 函数 和 平均 函数 。 

(5) 求 消费 的 收入 弹性 ecy ,假设 Y>0, 确 定 cy 的 符号。 194 

(c) 证 明 此 消费 函数 在 所 有 正 的 收入 水 平 上 均 是 缺乏 弹性 的 。 

4 给 定 Q@=k/P", 其 中 与 为 正常 数 ， 

(a) 在 这 种 情况 下 ,弹性 取决 于 价格 吗 ? 

《pe) 在 ?= 的 特定 情况 下 ,需求 曲线 是 何 形 状 ? 需求 的 点 弹性 为 多 

少 ? 


8.2 全 微分 


微分 的 概念 很 容易 推广 至 具有 两 个 或 更 多 自 变 量 的 一 数 的 情 
况 。 考 察 储 芙 函数 
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S=S(Y,i) (8.6) 
其 中 S 为 储蓄 ,Y 为 国民 收入 ,i 为 利息 率 。 像 这 里 要 使 用 的 所 
有 函数 均 将 采用 的 假设 一 样 ,我 们 假设 此 函数 连续 , 且 具 有 连续 的 
( 偏 ) 导 数 , 这 实际 上 是 函数 平滑 且 处 处 可 导 的 另 一 种 表述 方式 。 
我 们 知道 , 偏 导 数 GS /BY( 或 Sy) 度 量 S 对 Y 的 无 穷 小 变化 的 变 
化 率 , 或 者 简 言 之 , 它 表示 边际 储蓄 倾向 。 因 此 ,由 于 YY 的 变化 所 
引致 的 S 的 变化 可 以 表达 成 (9S/9Y)adyY 表示 ,此 式 与 (8.2) 式 右 
边 的 表达 式 具有 可 比 性 。 基 于 同样 的 理由 ,由 i 的 无 穷 小 变化 引 
致 的 S 变化 可 表示 成 (9S/93i)di。 则 S 的 总 变化 等 于 


_3S,, ,35, 
do = ydYt Dd 


或 用 另 一 种 记号 : 
dS = SydY + Sidi 

注意 ,两 个 偏 导 数 Sy 和 Si 同样 起 “变换 因子 ”的 作用 : 它 将 无 穷 
小 变化 dY 和 qdi 分 别 变换 为 对 应 的 变化 4S。 而 表达 式 dS ,作为 
两 种 不 同 原因 所 引致 的 变化 之 和 , 称 作 储蓄 函数 的 全 微分 。 求 此 
全 微分 的 过 程 , 称 作 全 微分 法 。 

当然 ,尽管 i 保持 不 变 时 ,Y 仍 可 变化 。 在 此 情况 下 ,di =0， 
则 全 微分 将 简化 为 偏 微分 dS = (3S《ayY)dY。 两 边 同 时 除 以 
dY ,我 们 得 到 : 


只 - (并 
= 


因此 ,很 明显 , 偏 导数 9S /8Y 也 可 以 解释 成 两 个 微分 dS 与 4Y 的 
比率 ,其 前 提 是 函数 中 另 一 自 变量 i 保持 不 变 。 依 照 完全 类 似 的 


195 方 式 , 当 dY =0 时 ,我 们 还 可 形成 另 一 个 偏 微 分 4S = (835S /69i)， 
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并 可 将 偏 导 数 9S /9i 解释 为 微分 4S(Y 保持 不 变 ) 对 微分 di 的 
比率 ,注意 ,dS 和 di 现在 均 可 代表 独立 的 微分 ,但 表达 式 9S /9i 
仍然 是 一 个 整体 。 

具有 2 个 自 变量 的 更 一 般 情况 的 例子 可 由 一 般 形式 的 效用 
函数 给 出 : 





U=U (zxi, TT 2, ”5 工 ，) (8.7) 
此 晴 数 的 全 微分 可 以 表示 成 
_9U oU .+ 2U 
dU 3 dl 十 Bz» dx2 十 十 Br dr 
或 dU = Ui dxi 十 U, dx» 十 十 U cz， 一 > Udz.; 
i 二 1 


其 中 ,右边 表达 式 中 的 每 一 项 表示 由 某 一 自 变量 无 穷 小 变化 引 
致 的 U 的 变化 量 。 上 式 中 第 一 项 Uidzi 的 经 济 意义 是 第 一 个 
商品 的 边际 效用 乘 以 该 商品 消费 的 增 量 。 其 它 各 项 也 类 似 。 因 
此 ,这 些 项 的 和 表示 由 所 有 可 能 的 原因 所 引致 的 效用 变化 的 总 
和 。 

像 任意 其 它 函数 一 样 ,储蓄 函数 (8.6) 和 效用 函数 (8.7) 均 可 
产生 类 似 于 (8.5) 所 定义 的 弹性 量度 。 但 在 这 两 种 情况 下 ,弹性 量 
度 必须 仅 根据 一 个 自 变量 的 变化 来 定义 ,因此 ,这 个 储蓄 函数 有 两 
个 这 样 的 弹性 量度 ,效用 函数 则 有 x 个 这 样 的 弹性 量度 。 它 们 被 
称 作 偏 弹性 。 对 储蓄 函数 而 言 , 偏 弹性 可 以 表示 成 

9S/9Y GO Y 


对 于 效用 函数 ,” 个 偏 弹性 可 以 简洁 地 表示 如 下 : 


_ 9Ux; 
Uz, Ox; U 





(i=1,2,.…,n) 
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练习 8.2 


1 求 下 询 殴 数 的 全 微分 : 

(a) >z=3z2+xzy-2 (6b) [=2x1+9r1r 2 x3 

2 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
1 


(a) y= (65) y= 


zit+zx2 
3 某 商 品 的 供给 医 数 为 
Q=a+pp2+RI (ae<0, 56>0)[R: 降 雨量 ]: 
求 供给 的 价格 弹性 sop ,供给 的 降雨 量 弹性 soR。 
196 4 上 题 中 两 个 偏 弹性 如 何 随 P 和 R 的 变化 而 变化 ? 车 忆 和 R 为 正 ， 

变化 是 单调 的 吗 ” 

5 外 国 对 我 国 出 口 的 需求 和 取决 于 外 国 的 收入 Yr ,我 国 的 价格 水 平 
P:X= YH?+ Pp"?。 求 :外 国 对 我 国 出 口 的 需求 相对 于 我 国 价格 水 平 的 偏 
弹性 。 








8.3 微分 法 则 


给 定 函数 

y= f(x1, Tx2) 
求全 微分 dy 的 一 个 直接 方法 是 求 偏 导数 fi 和 f,, 并 将 其 代入 方 
程 

dy = fidzrxi+ f2 dr 

但 有 时 应 用 某 些 微分 法 则 可 能 会 更 方便 ;由 于 微分 法 则 与 前 面 学 
习 的 导数 公式 有 着 极 大 的 相似 之 处 ,所 以 记忆 起 来 非常 方便 。 

令 上 为 常数 ,uw 和 ww 为 变量 x 和 x, 的 两 个 函数 。 则 下 列 法 
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则 成 立 :9 


法 则 I 4ak=0 (参阅 常 函 数 导 数 ) 
法 则 I dl(ci)= cnu” ldu (参见 响 函 数 微分 法 则 ) 
法 则 IH d(wt+w)= dutdvw (参见 和 差 微分 法 则 ) 
法 则 IV d(wv)=wvw qdu+wudv (参见 积 的 微分 法 则 ) 


法 则 V 4[ 蔚 )= 证 (vw du -wdv) (参见 商 的 微分 法 则 ) 
这 里 我 们 不 证 明 这 些 法 则 ,而 仅 说 明 其 实际 应 用 。 
例 1 求 函数 
y=Szit+3z? 
的 全 微分 。 直 接 法 要 求 计 算 偏 导数 f1 = 10zx1， 户 =3, 然 后 可 以 
写 出 
dy= 记 dzri+ 户 dry=10zlidzli+3dz， 
但 我 们 还 可 以 令 x =Sz ,v= 二 3xs,; 应 用 上 述 法 则 可 得 到 如 下 同 197 
样 的 答案 : 
dy =d(Szi2) + d(3x,) [由 法 则 II1] 
=10zidzi + 3dz， [由 法 则 II] 
例 2 求 下 列 函 数 的 全 微分 : 
y = 3zi + zix2’ 
因 f=6x1+ zy ,f= 二 2z1x2;, 则 所 求 微分 为 
dy = (6zi + x2) dri 二 2zlzodzrs 


通过 应 用 已 知 法 则 ,也 可 得 出 如 下 同样 的 结果 


由 当 w 和 w 本 身 也 是 自 变 量 ,而 不 是 其 它 变 量 zi 和 x, 的 函数 时 ,本 节 所 讨论 
的 这 些微 分 法 则 同样 也 可 以 应 用 。 
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dy =d(3zi) + d(xix2) [由 法 则 III] 
=6zlidrl + zidzi+ zid(z) [由 法 则 II 和 ITIV 
= (6zj + zx) dr +2zrizadzra [由 法 则 II] 

例 3 求 函数 


X11+x» 
VT 
22z1 


的 全 微分 。 由 于 在 本 例 中 ,人 篇 寻 数 为 


一 (x1 十 27x,) 
273 


(请 读者 对 其 进行 验证 以 作为 练习 ), 所 求全 微分 为 


1 
fi = 和 f2 二 


1] 


(zi1+27x,) 1 
人 2 zx 


但 通过 应 用 微分 法 则 ,也 可 得 到 同样 结 采 : 


dzxit 


dy -4[2zia(zi +z)-(zi+z)d(2z3)] 
[由 法 则 V] 
一 pC + dr2)— (xit+ x2)4ridri] 
[由 法 则 III 和 II] 
_ el -2zri(z1+2x2) dri +2x1dx2] 


-+ dz 
当然 ,这 些微 分 法 则 还 可 以 推广 到 zi、 zs 的 两 个 以 上 函数 的 
198 情 况 。 具 体 而 言 ,我 们 可 以 增加 下 述 两 个 法 则 : 
法 则 YI d(utvtw)=dutdvtdw 
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法 则 VII cZ(xom)= vw du t+ uw dv + uv dw 
为 导出 法 则 V1, 我 们 可 以 应 用 熟悉 的 技巧 , 令 z= vw ,从 而 
d(uvw) 二 d(uz)= zdu+udzx [由 法 则 IV] 
则 ,再 对 dz 应 用 法 则 IV ,我 们 得 到 中 间 结 果 
dz = d (vw)= wdv + vdvw 
将 其 代入 上 一 个 方程 , 则 得 到 所 求 的 最 终结 果 . 
d (uvw)= vw du t+ ul(w dvt+v dw)= vwdut uw dvt uv dw 


类 似 的 步骤 可 用 于 推导 法 则 V1。 


练习 8.3 





1 运用 微分 法 则 求 下 列 函 数 的 全 微分 (a)z=3zx?+ zy 2y 和 (65)U 
二 2z1+9zx1izx2+ x? 根据 练习 8.2 一 1 的 答案 对 你 的 答案 进行 验证 。 
2 用 微分 法 则 求 下 列 函 数 的 dy: 


1 2X1X2 


T1+ x2 (0) 7 一 证 
3 给 定 y=3zxi(2zx2 -1) (x;+5) 

(a) 用 法 则 VII 求 dy。 

(2) 若 dz = dxs=0, 求 y 的 偏 导 数 。 
(c) 由 上 述 结果 推导 偏 导 数 By/3x1。 


4 假设 x 和 w 为 自 变量 而 非 其 它 变量 的 函数 ,证明 法 则 IILHIIV 和 V。 





(a) y= 





8.4 全 导数 


掌握 了 微分 的 概念 ,我 们 现在 便 可 以 回答 本 章 开 头 所 提出 的 


26]1 


问题 , 即 当 Y 与 To 相关 时 ,如 何 求 函数 C(Y, To) 对 To 的 变化 
率 。 如 前 所 述 ,答案 在 于 全 导数 的 概念 。 与 偏 导数 概念 不 同 , 全 导 
数 的 概念 并 不 要 求 当 To 变化 时 , 自 变 量 Y 保持 不 变 , 这 样 , 便 可 
以 考虑 两 个 自 变 量 间 所 假设 的 关系 。 


199 求 全 导数 


为 在 一 个 更 具 一 般 性 的 框架 内 展开 讨论 ,我 们 考察 具有 三 

彼此 相关 (如 图 8.4 所 示 ) 的 变量 y、x 、w 的 任意 函数 
y=f(xz,w) 其 中 x=g(w) (8.8) 

我 们 将 图 8.4 称 为 通道 图 。 由 此 图 可 清楚 地 看 到 ,本 例 中 变化 的 
基本 根源 ww ,可 以 通过 两 条 渠道 影响 y:(1) 通 过 了 晴 数 g 进而 通过 
ff 加 直线 箭头 ) 间 接 影响 ;(2) 通过 函数 f( 曲 线 箭头 ) 直 接 影响 。 
偏 导 数 f, 仅 能 反映 出 直接 影响 ,而 全 导数 才 可 以 反映 出 这 两 种 
影响 的 联合 效果 。 

为 求 得 全 导数 ,我 们 先 对 y 全 微分 ,以 得 到 全 微分 dy = f., dz 
+ f, dqw。 此 方程 两 边 同 时 被 dw 相 除 ,结果 是 


dy . 
div fr E+ fee 
_9y cd ,oy | 经 = 
Br dw DB dw 1 (8.9) 
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因为 两 个 微分 的 比率 可 以 看 作 一 个 导数 ,上 式 左 边 的 表达 式 
dy/dw 可 以 视 为 >? 对 zw 变化 率 的 度量 。 进 一 步 看 ,大 (8.9) 式 右 
边 的 两 项 能 够 分 别 等 于 加 对 > 的 间接 和 直接 影响 , 则 dy/dw 将 
确实 是 我 们 所 寻求 的 全 导数 。 现 在 ,我 们 已 经 知道 第 二 项 (ay/ 
0) 度量 直接 影响 , 且 它 对 应 于 图 8.4 中 的 曲线 箭头 。 在 如 下 稍 
头 的 帮助 下 ? 


8y .dx 
Oxe” jw ) 
我 们 对 第 一 项 之。 经 | 进行 分 析 可 以 知道 , 它 显然 度量 间接 影 


响 。w 的 变化 , 即 dw 首先 传递 到 变量 xz, 并 通过 引致 的 x 的 变化 200 
即 dz ,再 传递 到 变量 vy。 所 以 这 确实 是 图 8.4 直 箭 头 所 描述 的 间 
接 影响 。 因 此 ,表达 式 (8.9) 确 实 表示 所 求 的 全 导数 。 求 全 导数 
dy/dw 的 方法 被 称 作 y 对 ww 的 全 微分 法 。 
例 1 已 知 函 数 
y=f(zx,w)=3xz-w 其 中 x=g(w)=2w+w+4 
求全 导数 dy/dw。 由 (8.9) 式 ,全 导数 应 为 


34w+1) +( -2w)=10w+3 
dw 


作为 检验 ,我 们 可 将 函数 g 代入 也 数 了 ,得 到 

y=3(2w’ +w+4) -w=5w +3w+12 
此 式 仅 为 w 的 函数 。 其 导数 dy/dw 很 容易 地 求 得 为 10w + 3， 
与 上 述 结果 一 致 。 


D ”表达 式 演 经 易 使 我 们 联想 到 前 面 讨论 过 的 链 式 法 则 (复合 西数 求 导 法 则 )， 
只 是 因为 /恰好 是 多 元 函数 ,所 以 这 里 出 现 了 偏 导 数 。 
263 





例 2 若 我 们 有 效用 范 数 QU= U(Cc,s), 其 中 ec 为 哪 啡 的 消费 
量 ,s 为 糖 的 消费 量 , 另 一 个 函数 ;= g(c) 表 示 两 物品 之 间 存 在 互 
补 关 系 , 则 我 们 可 以 简单 写成 

U=[c,g(c)] 
对 此 ,我 们 有 


dU _aU, 9U i(,) 
dc Oc Og (c)3 " 





论题 的 一 个 引申 


当 我 们 有 
x1=g(w) 
y= f(ri,7x2, Ww) 中 | (8.10) 
Xx =h(vw) 
情况 便 稍 有 些 复 杂 。 这 种 情况 的 通道 图 如 图 8.5 所 示 :变量 ww 可 
通过 三 条 炬 道 影响 y:(1) 通 过 卫 数 g ,进而 通过 f 间接 影响 ;(2) 


通过 函数 h ,进而 通过 了 间接 影响 ;(3) 通过 函数 f 直接 影响 。 根 





图 8.5 
据 前 面 的 经 验 , 可 以 预期 ,这 三 种 影响 分 别 可 以 表示 成 为 


Bycdzl 8y.dzz 和 9y 这 _ 
OZ1 du ? OX» dw 和 zw 这 预期 是 正确 的 ,因为 当 我 们 取 yy 的 
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全 微分 ,并 将 其 两 边 分 别 除 以 dw ,我 们 得 到 : 


dy of Ft + f2 2 + 二 
(8.11) 
_ By dz , Oy drs ， By 
ar， dw Bx; dw Ow 
此 式 与 (8.9) 式 是 类 似 的 。 
例 3 令 生 产 函 数 为 
Q=Q(K,L ,t) 
其 中 除了 两 种 投入 K 和 上 之 外 ,还 有 第 三 个 自 变数 1 ,表示 时 间 。 
t 变量 的 存在 表明 ,生产 函数 可 能 随时 间 而 移动 以 反映 技术 变化 。 
因此 ,这 是 一 个 动态 的 ,而 非 静 态 的 生产 函数 。 因 为 资本 与 劳动 也 
随时 间 而 变化 ,所 以 ,我们 可 以 写成 
K=K(t) 和 L=L (:) 
则 按照 (8.11) 的 全 导数 公式 , 产 出 对 时 间 的 变化 率 可 以 表示 成 


dQ _oQdK 9QdL oQ 


dt OK dt ccd dtr 
或 者 用 另 一 种 符号 表示 : 
2 = QKK'(D)+ QL (D+, 


论题 的 另 一 个 引申 


当 (8.10) 式 变化 的 基本 根源 ww 为 两 个 共同 存在 的 根源 ww 和 
"所 替代 时 , 便 产 生 以 下 情形 : 
zl = g(u,v) 
一 f(xri,r2,u ,UU) 其 中 
xr» = h(u,v) 
(8.12) 
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尽管 现在 的 通道 图 可 能 包含 更 多 的 箭 号 ,但 其 构造 的 基本 原理 是 

202 相 同 的 ,因此 ,我 们 留 给 读者 自己 去 完成 。 为 求 出 > 对 ul(w 保持 
不 变 ) 的 全 导数 ,我 们 可 以 再 一 次 取 y 的 全 微分 ,并 将 各 项 通 除 以 
du ,得 到 结果 


dy -ay dz , By dz ,dydu , dy do 


du Br: du ‘Br du | Bu du ' Bv du 


_9y dz | 9y dr2 | dy 和 = 让 
OX] du ' Bz du t 3 au = 0 因 v 保持 不 变 


由 于 我 们 在 变动 x 时 ,使 v 保持 不 变 ( 因 为 单一 导数 不 能 处 理 zx 
和 vw 同时 变化 的 情况 ), 所以, 上述 结 论 必须 以 下 述 两 种 方式 进行 
修正 :(1) 右边 的 导数 dzx1/du 和 dx/du 应 改写 成 偏 导 数 符号 
dri/9u 和 dxr2/9u ,这 与 (8.12) 式 的 函数 g 和 有 hh 是 一 致 的 ;(2) 
左边 的 比率 dy/du 也 应 解释 为 偏 导 数 ,尽管 它 是 由 y 的 全 微分 
推导 而 来 的 ,实质 上 仍 是 一 个 全 导数 。 因 此 ,为 使 其 与 简单 偏 导数 
3y/9u 相 区 别 ,我 们 称 其 为 偏 全 导数 ,并 以 符号 $yA$u( 以 $ 而 
不 是 3) 表 示 ;如 前 面 的 结果 所 示 ,简单 偏 导 数 只 是 加 和 起 来 ,构成 
偏 全 导数 三 项 中 的 一 项 。 
根据 上 述 修 正 ,我 们 的 结果 变 成 


3y _ Oy or! , Oy 972 , Oy 
Su ar Ou Y ax; Ou ”3 (8 .13) 


它 与 (8.11) 类 似 。 注 意 , 在 上 式 右 边 已 出 现 符号 Gy/3u, 从 而 有 
必要 在 左边 采用 新 的 符号 $ y/$ w 以 表示 偏 全 导数 这 一 含义 更 


中 表示 偏 全 县 数 的 男 一 种 方法 是 


dy 


或 引 
du 或 


"不 变 du 








dv=0 
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广 的 概念 。 我 们 还 可 以 用 完全 类 似 的 方式 ,推导 出 另 一 个 偏 全 导 
数 $yZSnp。 但 由 于 在 (8.12) 中 xx 和 w 的 作用 完全 对 称 ,所 以 ,我 
们 可 采用 另 一 种 更 简单 的 方法 。 即 将 (8.13) 中 所 有 的 符号 x 用 mv 
替换 , 便 可 得 到 3 yA3 ve 

运用 新 符号 3yA3u 和 3vy/A3wv 表示 偏 全 导数 尽管 有 些 不 
便 , 但 确实 可 避免 与 (8.12) 式 函数 f 所 产生 的 简单 偏 导数 9y/Bz 
和 eye 之 间 的 混 消 。 然 而 ,在 了 函数 取 y>= f(x1,x2) 而 不 用 自 
变量 w 和 ww 的 具体 情况 下 ,简单 偏 导数 ay/ex 和 By/em 没有 定 
义 。 因 此 ,在 这 种 情况 下 使 用 后 一 种 符号 表示 y 对 ww 和 w 的 微 全 203 
导数 ,并 没有 什么 不 受 之 处 ,也 不 可 能 引起 什么 混淆 。 但 即使 在 这 
种 情况 下 ,使 用 特殊 符号 仍 是 明智 之 举 , 因 为 这 可 以 增加 透明 度 。 


本 节 综 述 


关于 全 导数 和 全 微分 ,我 们 得 出 三 个 结论 : 

1 在 本 节 所 讨论 的 各 种 例子 和 情形 中 ,无 不 涉及 到 一 个 变量 
与 第 二 个 变量 函数 相关 ,而 第 二 个 变量 又 与 第 三 个 变量 函数 相关 
的 情况 。 因 而 ,必然 出 现 链 的 概念 。 全 导数 的 项 中 出 现 两 个 导数 
的 一 个 积 (或 多 个 积 ) 便 足以 证 明 这 一 点 。 所 以 ,(8.9)、(8.11)、 
(8.13) 中 的 全 导数 公式 也 可 以 视 为 链 微 分 法 则 ,或 复合 函数 的 微 
分 法 则 的 表达 式 ,但 它 是 7.3 节 所 引信 的 链 微分 法 则 的 更 复杂 形式 。 

2 ”导数 的 链 并 不 仅 限于 两 个 “ 环 ”( 两 个 导数 相 乘 ) ;全 导数 的 
概念 可 拓展 至 复合 函数 具有 两 个 或 多 个 环 的 情况 。 

3 在 讨论 的 所 有 情形 中 , 金 导数 ,包括 偏 全 导数 ,度量 因 变量 
对 链 中 某 些 基本 变量 ,或 者 说 对 某 些 具有 外 生性 的 或 不 能 表示 成 
其 它 变量 的 函数 的 变量 的 变化 率 。 全 导数 和 全 微分 法 的 实质 ,是 
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考虑 到 直接 和 间接 的 所 有 渠道 ;通过 这 些 渠道 ,基本 变量 变化 的 影 
响 能 够 传递 到 所 研究 的 特定 因 变量 中 。 


练习 8.4 





1 已 知 下 列 了 匡 数 , 求 其 全 导数 . 
(a) z= f(x,y)=2z7+ zxy--y ,其 中 z=g(y)=3y? 
(6) z=6x’-3ry+2y? ,其 中 x=1/y 
(c) z= (z+y)(r -2y), 其 中 x=2-7y 
2 给 定 下 列 函 数 , 求 其 全 导数 : 
(a) zx= 妆 -8zy 一 风 ,， 其 中 z=34 和 y=1-: 
(6) z=3u+t+vt, 其 中 w=2t? 和 w=:+1 
(c) z= f(xz,y,t), 其 中 江 =atbt 和 y=c+dtr 
204 3 着 生产 函数 为 Q= A(zt) KL8, 其 中 A(z) 是 1 的 增 函 数 , 目 K = 
Kot+at,L=Lot+ 6, 求 产 出 对 时 间 的 变化 率 。 
4 ”给 定 下 列 函 数 , 求 偏 全 导数 $ W/Su 和 § W/$v: 
(a) W=azx + bryt+cu, 其 中 T=aut+pBv 和 y= Yu 
(565) W= f(zxi,x2), 其 中 x =5u?+3wv 和 rz， 王女 一 4 了 
3 画 出 适 于 (8.12) 式 的 通道 图 。 
6 由 (8.12) 式 ,通过 取 y 的 全 微分 ,然后 以 dv 通 除 y 的 全 微分 ,以 正式 
推导 出 $ yA/§ v 的 表达 式 。 





8.5 有 隆 函 数 的 导数 


全 导数 的 概念 还 可 以 使 我 们 求 出 所 谓 的 “ 隐 范 数 " 的 导数 。 
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隐 函 数 


一 个 形式 为 y= f(z ) 的 函数 ,比如 
y= f(r)= 3x° (8.14) 
被 称 作 显 函 数 , 因 为 变量 y 被 明确 地 表示 成 x 的 函数 。 若 此 函数 
被 写成 另 一 种 等 价 形式 
y—3zx4=0 (8.14’) 
则 我 们 便 不 再 有 显 函数 了 。 确 切 地 说 ,函数 (8.14) 被 隐 含 地 定义 
于 方程 (8.14') 中 了 。 因 此 , 当 我 们 有 形式 为 (8.14 ) 的 方程 , 它 隐 
含 着 函数 y= f(x), 但 我 们 其 至 不 知道 此 函数 的 具体 形式 ,我 们 
便 称 其 为 隐 函 数 。 
因为 方程 的 左边 是 两 个 变量 y 和 z 的 函数 ,所 以 一 般 地 , 形 
式 为 (8.14 ) 的 方程 可 以 写成 这 种 形式 :FF(y,z)=0。 注意, 这 里 
我 们 使 用 大 写字 母 下 ,以 区 别 于 函数 f/。 函 数 下 ,代表 (8.14 ) 左 
边 的 表达 式 , 具 有 两 个 自 变数 y 和 zx。 函数 ,代表 隐形 数 , 仅 有 
一 个 自 变量 x 。 当 然 ,下 函数 也 可 以 有 不 止 两 个 自 变量 。 例 如 ,我 
们 可 以 有 方程 F(y,zx1,… ,zn) = 二 0。 这 样 的 方程 可 能 定义 成 隐 联 
数 y= f(zx1,'"* ,Trn)o 
在 上 一 段 最 后 一 个 句子 中 ,我 们 使 用 了 一 个 不 是 很 确定 的 词 
“可 能 ,这 是 经 过 谨慎 搬 酌 的 。 因 为 虽然 一 个 显 函 数 , 比 如 y= 
f(z), 简 单 地 将 f(z) 式 移 至 等 号 左边 ,使 总 可 以 将 其 变换 成 方程 205 
F(y,z)=0; 但 这 种 变换 并 不 总 是 可 逆 的 。 事 实 上 ,在 某 些 情况 
下 ,给 定 方 程 下 (y,z)=0 并 不 能 定义 成 显 函数 y= F(z)。 例 如 ， 
方程 z* + y*=0 仅 在 原点 (0,0) 成 立 , 因 此 ,并 不 能 得 到 我 们 所 说 
的 有 意义 的 消 数 。 男 一 个 例子 是 ,方程 
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F(y,X)= 7 +y -090=0 (8.15) 
并 不 是 一 个 函数 ,而 仅 代 表 一 种 关系 ,因为 如 图 8.6 所 示 ,(8.15) 
绘 出 图 时 是 一 个 圆 ,所 以 每 一 x 值 并 不 对 应 一 个 唯一 的 y 值 。 但 
注意 , 若 我 们 将 y 值 限 定 为 非 负 , 则 我 们 仅 得 到 上 半 个 圆 , 它 确 实 
构成 一 个 函数 , 即 y= + V9- z?。 类 似 地 , 当 y 值 为 非 负 时 ,下 半 
圆 构 成 了 另 一 个 函数 ,y= - V9- zx:。 相 反 , 左 半 俩 和 右 半 癌 则 
不 能 构成 任何 函数 。 






y 一 - 十 V9 一 x2 


(上 半圆 ) 


图 838.6 
鉴于 这 种 不 确定 性 ,有 必要 提出 下 述 问 题 :是 否 存 在 已 知 的 一 
般 条 件 ,在 此 条 件 下 我 们 可 以 确定 ,给 定 下 述 形式 的 一 般 方程 
F(y,rl, ,Xx,)=0 (8.16) 
确实 可 以 定义 一 个 隐 范 数 
270 





y= FJCzl，…，Zm) (8.17) 
此 问题 的 答案 由 所 谓 的 “ 隐 消 数 定理 "给 出 。 该 定理 可 表述 如 


给 定 方 程 人 8.16), 右 (a) 函 数 下 有 具有 连续 偶 导 数 王 ,天 
Fi ,县 若 (6) 在 点 (yo，Xx10,… ,Xm0) 满 足 方程 (8. 16), 下 ,了 关 
0， 则 存在 一 个 (zio,… ,zmo) 的 mx 维 邻 域 NN ,在 此 邻 域 中 ,y 
是 变量 zi ,…, xz 隐 性 定义 的 函数 ,其 函数 形式 为 (8.17)。 
此 隐 孙 数 满足 yo 二 f(xio,… ,zxmo), 且 对 邻 域 N 内 的 每 个 
有 序 mx 元 素 组 (x1,… ,x ), 也 满足 方程 (8.16) 一 一 因而 在 
此 领域 内 使 得 (8.16) 成 为 恒等式 。 而 且 , 隐 函数 了 连续, 生 
有 连续 偏 导数 户 , …， 万 。 


我 们 将 此 定理 应 用 于 仅 含 一 个 变量 的 圆 的 方程 (8.15)。 首 
先 ,我 们 可 证 明 FF,==2y 和 下 ,= 2x 连续 。 其 次 ,我们 注意 到 除了 
y=0, 即 除了 在 圆 上 最 左边 的 点 (-3,0) 和 最 右边 的 点 (3,0) 以 
外 ,下 ,天 0。 因 此 ,在 圆 上 除 (-3,0) 和 (3,0) 外 的 任意 一 点 ,我 们 
都 可 构造 一 个 邻 域 ,在 此 邻 域 内 ,方程 (8.15) 定 义 一 个 隐 函 数 y= 
FF(z)。 这 一 结论 在 图 8.6 中 很 易 得 到 证 明 。 在 图 8.6 中 除 (-3， 
0) 和 (3,0) 外 的 任意 一 点 附近 ,我 们 确实 可 以 画 出 一 个 长 方形 ,使 
得 封 团 起 来 的 圆周 部 分 构成 一 个 函数 的 图 形 ,在 此 长 方形 中 每 个 
Zz 值 ,对 应 一 个 唯一 的 y 值 。 

关于 隐 和 函数 定理 ,有 以 下 几 点 值得 注意 。 首 先 , 定 理 中 所 列举 
的 条 件 实质 上 是 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 。 这 意味 着 如 果 我 们 在 满 
足 方 程 (8.16) 的 某 点 求 得 下,=0, 我 们 不 能 依 此 定理 排除 在 该 点 
附近 隐 函 数 的 存在 。 因 为 这 样 的 隐 和 函数 实 际 上 是 可 能 存在 的 ( 参 
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见 练习 8.5 一 4)。 其 次 ,即便 隐 函 数 f 确实 存在 ,定理 并 未 给 出 
隐 范 数 f 的 形式 的 任何 线索 。 而 且 , 该 定理 也 并 未 告诉 我 们 定义 
隐 函 数 的 邻 域 N 的 大 小 。 但 尽管 有 这 些 局 限 性 ,此 定理 依然 具有 
重要 意义 。 因 为 当 定 理 的 条 件 得 到 满足 时 ,讨论 和 利用 诸如 
(8.17) 这 样 的 函数 就 变 得 有 意义 ,即使 我 们 的 模型 中 包含 方程 
(8.16) ,很 难 或 者 不 可 能 将 其 求解 ,以 便 显 化 成 y 对 变量 z 的 函 
数 。 另 外 ,由 于 定理 也 保证 偏 导数 户 ,…, 广 的 存在 ,所 以 现在 讨 
论 隐 上 函数 的 导数 也 有 意义 了 。 


隐 范 数 的 导数 


耕 方程 F(y,Xx1,… ,Xm) 二 0 对 y 可 解 , 则 我 们 可 以 将 其 写成 
207 显 函数 3 三 了 (zi Zn), 运 用 前 面 学 过 的 方法 求 其 导数 。 例 
如 , 解 (8.15) 可 以 得 到 两 个 独立 的 方程 : 


y!=+ V9- x [上 半圆 ] 








y =—- V9- x [下 半圆 ] (8.15 ) 
其 导数 如 下 : 
= L929- x) 4(- 2z) 
-A (#0) 
= EE- (9- x)i] = 一 六 (9 -xz2) 二 -2z) 


CD 另 一 方面 ,在 整个 邻 域内 若 书 =0, 则 可 得 出 在 该 邻 域内 不 存在 隐 函 数 的 结 
论 。 同 理 , 若 Fy=0 恒 成 立 , 则 在 任何 一 点 均 不 存在 隐 函 数 。 
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ee er 


= 了 (>y 天 0) (8.18) 
但 若 给 定 方 程 FF(y,zli,…,zn)=0 不 能 直接 解 出 y, 那 又 该 
如 何 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 若 根据 隐 函 数 定 理 可 知 隐 函 数 存 在 , 则 我 
们 仍 可 不 需 解 出 y 而 求 得 所 需要 的 导数 。 为 此 ,我 们 需要 运用 
“ 隐 范 数 法 则 ”。 通 过 该 法 则 ,我 们 可 求 出 由 给 定 方程 所 确定 的 每 
个 隐 函 数 的 导数 。 隐 函数 法 则 的 推导 基于 下 述 基 本 事实 :(1) 若 
两 个 表达 式 恒 等 , 则 它们 各 自 的 全 微分 必定 相等 (2) 对 包含 变 
量 y,zr1,… ,x 的 表达 式微 分 ,将 会 得 到 一 个 含有 微分 dy , dzi， 
… ,dxm 的 表达 式 ;(3) 若 我 们 以 dx1 除 dy ,并 令 所 有 其 它 的 微分 
(dzx2,… ,dx,) 为 零 , 则 商 可 看 作 偏 导数 Oy/Ozi;。 类 似 地 , 若 我 们 
以 dz; 除 dy ,我 们 可 以 得 到 偏 导数 G9y/9x2; 如 此 等 等 。 将 上 述 事 
实 应 用 于 方程 F(y,zi,…,zn)=0 (回忆 一 下 ,此 方程 在 确定 隐 208 
函数 的 邻 域内 具有 恒 等 性 质 ) ,我 们 可 以 写成 dF =0, 或 者 





、 


@ 例如 , 取 恒 等 式 
7 -y=(r+y) (r-y) 
由 于 zx 和 y 取 任 何 值 ,方程 两 边 均 相 等 ,所 以 此 式 为 恒等式 。 对 方程 两 边 取 全 微分 ,我 
们 有 
d( 左 边 ) =2zx dr -2ydy 
d( 右 过 ) = (zx -yd(r+y)+ (x+y)d(r— y) 
=(z- y)(dr + dy) + (xr +y)(dr — dy) 
=27rdx - 2ydy 
这 两 个 结果 实际 上 是 相等 的 。 然 而 , 若 这 两 个 表达 式 不 恒 等 ,而 只 是 对 变量 的 某 些 特 
定 的 值 相等 , 则 全 微分 不 相等 。 例 如 方程 
zi— y= r+y -2 
仅 当 y= 土 1 时 成 立 。 两 边 的 全 微分 为 
d (左边 ) =2x dx -2ydy 
dd 右边) =2x dr +2y dy 
显然 不 等 。 特 别 要 注意 的 是 ,它们 在 y= + 1 处 也 不 等 。 
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Fydyt+ Fl drt + Fi dr, =0 
假设 仅 允 许 和 zl 变化 ( 即 仅 令 dy 和 dxi 不 为 0), 则 上 面 的 方 
程 简 化 为 Fy dy+ 下 dzi=0。 以 arl 除 各 项 ,并 求解 dy/dri ,得 
到 : 
dy ~ 0»y__Hi 
dzi | 其 它 变量 不 变 “Ox F 


» 


通过 类 似 的 方法 ,我们 推导 出 隐 范 数 f 的 所 有 其 它 偏 导数 。 这 可 
以 概括 成 一 个 一 般 法 则 一 一 隐 函 数 法 则 :给 定 F(y,z1,… ,zm) 二 


0 , 知 隐 范 数 y= f(zxi,…，zm) 存 在 , 则 三 的 偏 导数 为 : 


ay _ 天， - . 
37. = ja (i = 1,2, , 77 ) (8.19) 
一 个 简单 的 情形 是 给 定 方程 是 F(y,x)=0, 由 上 述 法 则 得 出 
d F. , 
dr FF, (8.19 ) 


> 


这 个 法 则 表明 ,即使 隐 函 数 的 具体 形式 为 未 知 ,我 们 仍 可 通过 
取 泡 数 下 的 一 对 偏 导数 的 比值 的 负 信 而 求 得 隐 范 数 的 偏 导 数 ,而 
孙 数 下 则 是 确定 隐隐 数 的 已 知 方程 F(y, zi1,，"…， Xx ) 二 0。 要 注 
意 的 是 F, 总 是 以 比率 的 分 母 而 出 现 。 因 此 ,不 允许 出 现 F,=0 
的 情况 。 由 于 隐 函 数 定 理 设 定 在 定义 隐 范 数 的 某 点 附近 下 ,天 0， 
因 而 在 该 点 的 相关 邻 域内 分 母 为 零 的 问题 被 自动 排除 了 。 
例 1 求 由 (8.14 ) 定 义 的 隐 苯 数 的 导数 dy/daz 。 因 为 F(y， 
z) 取 y-3z“ 的 形式 ,由 (8.19 ) ,我 们 有 : 
dy 1 


12x° 


dx F 1 


> 


在 这 个 特定 问题 中 ,我 们 可 以 很 容易 解 此 方程 得 到 >, 即 y=3x’“。 


因此 ,用 上 述 方法 求 得 的 导数 的 正确 与 否 很 容易 得 到 验证 。 
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例 2 求 由 圆 方程 (8.15$) 所 定义 的 隐 函 数 的 导数 dy/dx。 这 
里 我 们 有 FF(y,x)=x +y 一 9, 因 而 FF 一 2y, 下 . = 2x, 由 


(8.19 ) ,所 求 导 数 为 209 
dy_ 27 Xx NG@ 
dr 2y y (y 天 0 ) 


前 面 曾 指出 ,由 隐 范 数 法 则 可 求 出 由 给 定 方程 确定 的 每 个 隐 范 数 
的 导数 。 下 面 ,我 们 用 (8.15’) 中 的 两 个 函数 和 它们 相应 的 导数 
(8.18) 对 此 加 以 验证 。 车 我 们 以 + 替代 用 隐 范 数 法 则 求 得 的 结 
果 dyvdz = -ziy 中 的 y, 我 们 便 得 到 在 (8.18) 中 所 表示 的 结果 
dy* /dx; 类 似 地 ,以 y 蔡 代 vy, 会 得 到 (8.18) 中 的 另 一 个 导数 。 
因而 前 面 的 结论 得 证 。 

例 3 求 由 方程 F(y,x,w)= yx :+w + yzrw3=0 定 义 
的 任意 隐 范 数 的 偏 导数 ay/az 。 此 方程 很 难 解 出 y, 但 因 FF,, FF,， 
F,, 明显 连续 , 且 ,= 3y x ”+ zw 在 满足 给 定 方程 的 点 ,如 (1,1， 
1) 确 实 为 非 零 ,所 以 隐 范 数 y= /(z,ww) 至 少 在 该 点 确实 存在 ,因而 
讨论 导数 ay/az 有 意义 。 进 而 由 (8.19) ,我 们 可 立即 得 出 


oy__F_ 2yz+ym 


ar FF, 3y: x + rw 
在 点 (1,1,1), 该 导数 之 值 为 - 3/4。 
例 4 假设 方程 F(Q,K,L)=0 隐 食 地 定义 了 一 个 生产 隧 
数 Q = f(K,L), 让 我 们 求 出 表示 与 函数 下 相关 的 边际 物质 产品 
MPPK 和 MPPj 的 方法 。 因 为 边际 产品 仪 为 偏 导 数 GQ/OK 和 
93Q@/9L ,我 们 可 应 用 隐 函 数 法 则 并 写 出 : 


DD y 夫 0 的 限制 与 前 面 对 引 出 隐 函 数 定理 的 讨论 是 非常 -一致 的 。 
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oeQ_ Fx aQ_ _Fr 
MPPk=3R = - 和 MPPL 3 = -Fo 
此 外 ,我 们 还 可 从 方程 F(Q,K,L)=0 得 到 另 一 偏 导数 
aK__fr 
oaL Fk 


SK /3L 的 经 济 含义 是 什么 呢 ” 偏 导数 符号 意味 着 另 一 变量 Q 保 
持 不 变 , 由 此 可 知 此 导数 所 描述 的 KK 和 上 的 变化 实质 上 是 一 种 
“补偿 "变化 ,从 而 使 产 出 Q 维持 在 某 一 特定 水 平 不 变 , 因 而 这 种 
210 变 化 属于 没 着 等 产量 曲线 上 的 移动 。 实 际 上 ,导数 Bk /OL 是 此 等 


产量 线 斜 率 的 度量 , 它 在 正常 情况 下 为 负 。 而 9K /SL 的 绝对 值 ， 
则 是 两 种 投入 的 边际 技术 替代 率 的 度量 。 


推广 到 联 立 方程 组 的 情况 


隐 上 函数 定理 也 可 以 更 一 般 的 形式 出 现 , 它 讨 论 联 立方 程 组 


(yy， 1 一 0 
Fy ynjTis'" ) =0 
(8.20) 
F” (ys, Yn TI Tm) 一 人 0 
此 联 立 方程 组 定义 了 -组 隐 函 数 9 
= fi(ri," ,xn) 
y2 = f(x, rm) 
i (8.21) 


Q@ 从 另 一 方面 考虑 ,这 些 条 件 可 确保 (8.20) 中 的 nm 个 方程 原则 上 可 解 出 n 个 变 
量 y,,…,y, ,尽管 我 们 可 能 不 能 以 显 函 数 形式 得 到 解 (8.21)。 
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rh ri ee Mri ee rm 


yn 三 (ri 
隐 和 函数 定理 的 一 般 化 形式 表达 如 下 : 
给 定 方程 组 (8.20), 若 (a) 对 所 有 的 y 变量 和 xz 变量 ,函数 已 ， 
… ,Fr 均 具 有 连续 偏 导 数 , 且 车 (65) 在 点 (yi0,…，yn0; zi0，…， 
Znm0) 满 足 方程 (8.20), 且 下 述 雅 可 比 行列 式 为 非 零 : 








aF! aF! . aF! 

Oy1 Oy2 yn 

DUOFI F”") oF dF 本 和 二 BF 

一 | ， /|9Oy Oy Oy, 
1 | sy) ! 9%2 和 | 天 0 

oF oF 9F 

Oy1 Oy2 Oyn 


则 存在 一 个 (zio，… ， zm0) 的 m 维 邻 域 N ,在 此 邻 域 内 , 变 
量 y1，…，y 是 变量 zl,…，,zn 的 函数 ,其 形式 如 (8.21)。 
这 些 隐 消 数 满足 

y10 = f (X10 Tm0) 

yao = ff" (x10 ,Tm0) 
对 邻 域 N 中 的 每 个 mx 元 数组 (zi,…，zw), 它 们 也 满足 211 
《8.20) 一 一 因而 在 此 邻 域 中 使 得 (8.20) 成 为 一 组 恒等式 。 而 
且 , 隐 函数 己 ,…， 灵 连续 , 且 对 所 有 的 x 变量 具有 连续 偏 导 

数 。 

同 单一 变量 情况 一 样 ,可 直接 从 (8.20) 的 ”个 方程 中 解 得 隐 
函数 的 偏 导 数 ,而 不 需 解 出 变量 y。 利 用 在 邻 域 N 中 (8.20) 为 恒 
等 式 这 一 事实 ,我 们 可 以 对 每 个 恒等式 取 全 微分 并 写成 4F’ =0 
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(j=1,2,…,n)o 其 结果 是 包括 微分 dyi,'"", dyn 和 dx, ,dr 
的 方程 组 。 具 体 地 ,将 dx; 项 移 至 等 号 右边 后 ,我 们 有 








3 2 
人 
SF ay, OE dy + + gy dn 
-~ (Bet) 
0 (8.22) 
dt Br dy tt dy 


因为 在 (8.22) 中 所 有 的 偏 导 数 在 点 (yi0,**，Yn05 10，*…， 
Xm0) [在 该 点 附近 隐 范 数 (8.21) 有 定义 | 处 计算 其 值 时 ,将 取 具 体 
(常数 ) 值 ,所 以 这 里 我 们 得 到 ”个 线性 方程 组 ,在 这 个 方程 组 中 
微分 dyi1( 视 为 内 生 的 ) 可 用 微分 dxz; 来 表示 (可 视 dx; 为 外 生 
的 )。 现 在 , 除 dri 外 ,我 们 令 所 有 的 dz; 为 零 ( 即 仅 人 允许 zl 变 
化 ), 则 dzz,……，cdzn 各 项 将 从 方程 组 中 消失 。 另 外 ,假设 我 们 以 
dzi 除 以 余下 各 项 , 则 出 现 表 达 式 dyi1 /dzxi，…，dynAdx1io。 但 
是 ,我 们 可 以 将 其 理解 成 为 (8.21) 的 偏 导数 ,因为 除 zi 外 所 有 的 
变量 x 均 保 持 不 变 。 因 此 ,通过 采取 上 述 步 又 ,我 们 可 以 得 到 所 
要 求 的 隐 函 数 的 偏 导数 。 注 意 , 实 际 上 我 们 一举 得 到 了 全 部 ”个 
偏 导数 (在 这 里 ,它们 是 9y1 /Or1,… ,Oy /x1)。 


由 上 述 步 又 所 得 到 的 结果 是 下 列 线性 方程 组 : 
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i 1 1 1 
oF (小 aF (3 ) .oF (六)=- 站 

















Oy!l Axl Oy2 OZ | Oy, OZ1 OZ1 

oF (2) + 站 (2 + 2 (Su)-- aE 

OV!1 Ox] Oy? OXI] Oy, OX1 Ox] 

oF (| oF Eg ... [Se ) = - oF 

Oy!: \OX] Oy \OXI Oy, \Oxi OXI1 
(8.23) 


这 里 为 便于 区 分 ,我们 为 那些 待 求 的 导数 加 上 括号 以 区 别 于 现在 
看 作 和 常数 的 导数 。 用 矩阵 符号 ,此 方程 组 可 以 表示 成 : 























ge gp ap) ae 
Oy! Oy2 Oy, | OX1 Oxi1 
oF 9F’? .. 9F’ (| _ BF 
Oy! dy2 dy | | ozi oT1| (8.23’) 
3aF" BF 9F” EE aF 
Oy!: Oy; Oyn | Ox1 Ox] 


因为 (8.23 ) 中 的 系数 矩阵 只 不 过 是 特殊 的 雅 可 比 行列 式 | | ,在 
隐 盟 数 定 理 的 条 件 下 , 它 不 等 于 零 。 又 因为 方程 组 必 是 非 齐 次 的 
(为 什么 ?) ,所 以 方程 组 (8.23 ) 有 唯一 解 。 根 据 克 菜 姆 法 则 ,此 解 
的 解析 表达 式 可 表 丰 成 


[ 状 )= J 
oar} |J| 


适当 调整 上 述 步 又, 隐 消 数 对 其 它 变 量 xr,,…, zx, 的 偏 导数 也 可 
以 得 到 。 
与 单一 方程 相 适 应 的 隐 畏 数 法 则 (8.19) 相 似 ,在 计算 隐 唤 数 
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() = 1,2,.…,n) [ 见 (5.15)] (8.24) 





及,…，, 户 的 偏 导数 时 ,其 步骤 仅 要 求 运用 函数 下 [在 点 (yio,…， 
yoizio,…，xzrno) 计 算 而 来 ] 的 偏 导数 。 因 此 ,矩阵 方程 (8.23”) 
和 其 分 析 解 (8.24) 实 际 上 表述 了 联 立 方程 组 的 隐 范 数 法 则 。 
注意 ,要 求 | 1 隆 0, 就 排除 了 (8.24) 分 母 为 零 的 情况 ,这 与 在 
隐 函 数 法 则 (8.19) 和 (8.19') 中 要 求 F, 隆 0 是 一 样 的 。 同 样 ,条 件 
| 由 天 0 在 保证 一 般 方程 组 (可 能 是 非 线 性 的 )(8.20) 具 有 唯一 解 
(尽管 是 隐 式 解 ) 方 面 所 起 的 作用 ,与 线性 方程 组 Ar = d 中 的 非 
奇异 条 件 |A| 关 0 所 起 的 作用 是 非常 相似 的 。 
213 例 5 将 国民 收入 模型 (7.17) 重 新 写成 下 述 形式 
Y-C-10o-Go,=0 
C-a—-B(Y—-T)=0 (8.25) 
T-Y-56Y =0 
若 我 们 将 内 生变 量 (Y,C, 芽 ) 取 为 (yi1, yi,y3), 将 外 生变 量 和 参 
数 (I0, Go,a,B,Y,5) 取 为 (zx1,x2，,"…，x6), 则 每 个 方程 左边 的 表 
达 式 可 以 视 为 一 个 特定 的 下 函数 ,其 形式 为 户 (Y,C,T;1o,Go,， 
a,B,Y,8)。 因 此 ,(8.25) 是 (8.20) 的 一 个 特例 ,其 n=3,m =6。 
因为 函数 下 ,F 和 天 确实 具有 连续 偏 导 数 , 且 相应 的 雅 可 比 行 
列 式 ( 仅 包括 内 生变 量 的 行列 式 ) 
oF Qar” gor 


ay 3C aT 1 0 
_ oF af a5 | |- _ 
17|= sy 3Cc S37|= B 1 B=1-B8B+BS 
| 一 人 0 1 


3F? oF’ oF’ 
OY 3C oT 


(8.26) 
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总 不 为 零 (8 和 6 被 限定 为 正 分 数 ), 所 以 我 们 可 以 在 满足 (8.25) 
的 任意 一 点 附近 把 Y,C, 芽 看 作 (Io,Go,a,B,Y,5) 的 隐 函 数 。 但 
满足 (8.25) 的 点 应 是 与 YY 、C 和 开 相 关 的 均衡 解 ,因此 ,根据 隐 范 
数 定理 我 们 可 以 写成 


Y= fi(1o,Go,a,B,Y,d) 
C= f(To,Go,a,B,Y,d) 


T= fi(1o,Go,a,B,Y,S) 
此 式 表明 内 生变 量 的 均衡 值 是 外 生变 量 及 参数 的 隐 范 数 。 

隐 函 数 的 偏 导 数 , 如 Byvalio 和 BY/3G6 等 ,实质 上 是 比较 
静态 导数 。 为 求 得 这 些 导数 ,我们 仅 需 计算 模型 在 均衡 状态 时 的 
F 函数 的 偏 导数 。 进 而 , 因 ”=3, 所 以 通过 一 次 运算 可 得 到 三 个 
偏 导数 值 。 现 在 我 们 假设 除 Go 外 ,所 有 其 它 外 生变 量 和 参数 保 
持 不 变 , 则 将 此 结果 改写 成 (8.23’) 的 形式 ,我 们 可 以 写成 方程 











1 _1 pl3Y /6 | 
-8 1 8Iacv《eGo|= 。 
-°° 0 1 lsFveG 
由 此 式 可 以 计算 出 三 个 比较 静态 导数 ( 均 为 对 Go 的 导数 )。 例 
如 ,表示 政府 支出 乘 数 的 第 一 个 导数 为 214 
1 -1 0 
0 1 8 
or |10 0 1| 1 
3G. = 六 -TI [由 (8.26)] 


当然 ,这 不 过 是 前 面 在 (7.19) 中 所 得 到 的 结果 。 但 要 注意 ,我 们 这 
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里 所 运用 的 方法 只 是 对 隐 范 数 进 行 运算 ,完全 不 需 解 方程 组 
(8.25) 以 求 得 Y,C 和 本 。 正 是 由 于 这 种 方法 的 此 类 特征 , 才 使 
得 我 们 可 以 处 理 本 质 上 难以 有 显 式 解 的 一 般 函 数 模 型 的 比较 项 态 
分 析 问 题 。 


练习 8.5 


1 假设 方程 F(U,ziyz…z)=0 隐 和 式 定义 了 一 个 效用 基数 U= ff 
(zl1y TI Th): 

(a) 求 Gu /Br ,Ou /3x,，Orx3/OT,>，Ozx4/O7x, 的 表达 式 。 

(46) 分 别 解释 其 经 济 含义 。 

2 给 定 如 下 方程 F(y,x)==0: 

(a) z ~2r y+3xy 一 22=0 

(b) 2z2+4ry 一 办 +67=0 
在 点 (?=3,z=1) 附 近 能 确定 一 个 隐 函 数 y= jz) 吗 ? 着 你 的 答案 是 肯定 
的 ,用 隐 函 数 法 则 求 dy/dz ,并 在 点 (y=3,x=1) 处 计算 其 值 。 

3 已 知 x +3xy+2yz+y +z”" 一 11=0, 在 点 (z=ly=2,z=0) 附 
近 能 否定 义 隐 函数 y= f(z,z)? 若 能 ,运用 隐 和 函数 法 则 求 9z/9x ,5z/ey， 
并 计算 其 在 该 点 的 值 。 

4 在 原点 附近 的 邻 域内 ,考察 方程 F(y,z)=(z-y) =0, 证 明 隐 函数 
定理 所 提 到 的 条 件 并 非 必要 条 件 。 

5 如 果 方 程 F(x ,y,z)=0 将 三 个 变量 中 的 每 个 变量 定义 为 男 两 个 变 
量 的 隐 范 数 , 且 如 果 所 要 求 的 导数 均 存 在 , 求 下 式 的 值 : 


Cz Or 9y 
Or Oy Oz 


6 验证 课文 中 的 结论 “方程 组 (8.23 ) 必 定 为 非 齐 次 的 "是 正确 的 。 
7 由 国民 收入 模型 (8.25) ,运用 隐 冰 数 法 则 求 非 所 得 税 滋 数 和 所 得 税 
率 乘 数 。 与 (7.20) 和 (7.21) 相 比较 ,验证 你 的 结果 。 
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8.6 一 般 函 数 模型 的 比较 静态 学 


当 我 们 在 第 七 章 初次 考察 比较 静态 分 析 问 题 时 ,我 们 讨论 了 
这 样 一 种 情况 :模型 内 生变 量 的 均衡 值 可 由 外 生变 量 和 参数 显 式 
表示 。 在 那里 ,简单 的 偏 微分 技术 已 足以 解决 全 部 问题 。 但 是 , 当 
模型 含有 以 一 般 形式 表示 的 函数 时 ,由 于 难以 得 到 显示 解 , 偏 微 分 
技术 已 难以 适应 。 因 此 必须 使 用 像 全 微分 、 全 导数 ,以 及 隐 范 数 定 
理 、 隐 函数 法 则 等 新 的 方法 。 我 们 首先 用 市 场 模型 ,然后 再 运用 国 
民 收入 模型 来 介绍 这 些 方法 。 


市 场 模 型 


考察 一 个 单一 商品 市 场 ,其 中 需求 量 Qj 不仅 是 价格 已 ,而 且 是 
外 生 确 定 的 收入 Yo 的 函数 ,但 供给 量 Q, 则 仪 是 价格 的 函数 。 如 果 
这 些 函 数 并 未 以 具体 形式 给 出 , 则 我 们 可 以 将 这 个 模型 一 般 地 写成 : 


Qa 一 Q, 
Qs =D(P,Yo) (8D/eP <0;0D/eYo > 0) (8.27) 
Q, = S(P) (dS/aP > 0) 


假设 消 数 D 和 S 均 拥有 连续 偏 导 数 ,或 者 换 句 话说 , 均 具 有 
平滑 的 曲线 ;而 且 , 为 了 保证 其 经 济 意义 ,我 们 对 这 些 导数 的 符号 
施加 明确 的 限制 。 尽 管 供 给 函数 可 以 是 线性 的 ,也 可 以 是 非 线 性 
的 ,但 限制 条 件 dS /dP >0, 规 定 了 供给 函数 是 单调 递增 函数 。 类 
似 地 ,对 需求 函数 的 两 个 偏 导数 符号 的 限制 可 以 表明 它 是 价格 的 
减 函 数 ,收入 的 增 函 数 。 这 些 限 制 可 以 把 我 们 的 分 析 限 定 在 我 们 
希望 遇 到 的 “正常 情况 。 
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215 





在 描绘 通常 的 二 维 需 求 曲 线 时 ,收入 水 平 被 假定 为 固定 不 变 。 
当 收 入 变化 时 ,由 于 会 导致 需求 曲线 移动 而 破坏 给 定 的 均衡 。 类 
似 地 ,在 (8.27) 中 ,Yo 可 通过 需求 函数 导致 非 均 了 衡 变化 。 这 里 ， 
Yo 是 唯一 的 外 生变 量 或 参数 ,所 以 此 模型 的 比较 静态 分 析 就 只 关 
注 Yo 的 变化 如 何 影响 模型 的 均衡 状态 。 
市 场 的 均衡 状态 由 均衡 条 件 Qu = Q, 所 确定 。 通 过 替代 和 重 
排 ,均衡 条 件 可 以 表示 成 : 
DLP,Yo) -SCP)=0 (8.28) 


216 尽 管 不 能 解 此 方程 求 出 均衡 价格 PP ,但 我 们 仍 假设 确实 存在 静态 均 
衡 一 一 否则 即便 提出 比较 静态 分 析 问 题 都 没有 意义 。 根 据 我 们 处 
理 具体 函数 模型 的 经 验 , 我 们 可 以 预期 P 是 外 生变 量 Y, 的 函数 : 

P= 了 (Yo) (8.29) 
现在 我 们 借助 于 隐 函 数 定 理 , 对 这 种 预期 提供 严格 的 依据 。 
因为 (8.28) 的 形式 是 F(P,Yo)=0, 满 足 隐 函数 定理 的 条 件 将 会 
保证 在 满足 (8.28) 的 某 一 点 的 邻 域内 , 即 在 均衡 (初始 或 旧 的 ) 解 
的 邻 域内 ,每 一 个 Yo 值 都 得 到 一 个 唯一 的 也 值 。 在 此 情况 下 ,我 
们 实际 上 可 以 写 出 隐 函 数 忆 = P(Yl), 并 讨论 其 导数 4dP/ 
dyYo 一 一 我 们 知道 它 是 存在 的 , 它 正 是 我 们 所 要 求 的 比较 静态 导 
数 。 现 在 我 们 来 检验 那些 条 件 。 首 先 , 函 数 下 (P , Yo) 确实 具有 连 
续 导 数 ,因为 根据 假设 , 郴 数 和 的 两 个 部 分 DC(P,Yo) 和 S(P) 均 
具有 连续 导数 ;其 次 ,函数 下 对 P 的 偏 导 数 , 即 Fp=BD/eP- 
3S/OP 为 负 , 因 此 无 论 在 何 处 计算 均 不 等 于 零 。 因 此 ,可 应 用 隐 
函数 定理 , 且 (8.29) 确 实 成 立 。 


基于 同样 的 定理 ,均衡 条 件 (8.28) 在 均衡 解 的 某 一 邻 域 内 可 
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视 作 人 恒等式。 这 样 ,我 们 可 以 把 均衡 等 式 写 成 


D(P, Yo)- S(P)=0 (8.30) 
则 只 需 直 接应 用 隐 函 数 法 则 便 可 得 到 比较 静态 导数 dP /dY 0。 


为 便于 识别 ,以 后 我 们 将 导数 4P /dYo 加 上 括号 以 区 别 于 一 般 的 
导数 。 这 些 导 数 只 是 模型 特征 的 一 部 分 。 比 较 静 态 导 数 的 结果 是 
(办)- F/OY, 加 aD/oY,o ~0 (8.31) 
3F7BP aD/3P— dS/dP 
在 此 结果 中 ,表达 式 BD/BP 是 导数 8D/eP 在 初始 均衡 点 P= P 
处 计算 的 值 。 对 dS /dP 也 可 以 作 类 似 的 解释 。 事 实 上 ,3D/eY 
也 必须 在 均衡 点 计算 。 由 于 (8.27) 中 符号 的 设 定 ,(dP /dY) 恒 
为 正 , 因 此 我 们 的 定量 结论 是 :收入 水 平 的 提高 (下 降 ) 将 会 导致 均 
衡 价格 的 提高 (下 降 )。 如 果 供 给 函数 和 需求 函数 在 初始 均衡 的 导 
数值 为 已 知 , 则 (8.31) 当 然 也 会 给 出 定量 的 结论 。 

上 述 讨论 涉及 到 Yo 变化 对 尸 的 影响 。 那 么 ,能 否 发 现 Y。 
变化 对 均衡 数量 Q( = Qu=Q,) 的 影响 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 因 为 
在 均衡 状态 ,我 位 有 Q = SP ) ,又 因为 P= P(Yo), 我 们 可 应 用 链 217 
式 法 则 得 到 导数 

I)=- 守 (i)>0 | 本 入 六 > 中 .32) 
因此 ,在 此 模型 中 ,均衡 数量 也 与 Yo 正 相 关 。 而 且 , 如 果 各 导数 
在 均衡 时 的 取 值 已 知 ,(8.32) 也 会 给 出 定量 的 结论 。 

(8.31) 和 (8.32) 包 括 了 市 场 模 型 中 所 有 的 比较 静态 分 析 的 内 
容 ,这些 结 果 并 不 出 人 意料 。 事 实 上 ,它们 只 不 过 传递 了 这 样 一 个 
命题 :需求 曲线 向 上 移动 将 会 导致 更 高 的 均衡 价格 和 更 大 的 均衡 
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数量 。 好 像 只 用 简单 的 图 解 分 析 就 可 以 得 到 同样 的 命题 ,这 似乎 
有 道理 ,但 人 们 不 应 忽略 我 们 这 里 所 用 的 分 析 方 法 具有 更 普遍 的 
一 般 性 。 再 重复 一 遍 : 图 形 分 析 就 其 本 质 而 言 仅 局 限于 一 组 具体 
的 曲线 ( 即 一 组 特定 函数 的 几何 表示 ) ,因此 严格 地 说 ,其 结论 也 仅 
与 这 组 曲线 相 联系 , 仅 适应 于 这 组 曲线 。 与 此 形成 鲜明 对 照 的 是 ， 
(8.27) 式 虽然 简单 , 却 包含 了 斜率 为 负 的 需求 曲线 和 斜率 为 正 的 
供给 曲线 所 有 可 能 组 合 的 全 部 集合 ,这 样 它 也 就 更 为 一 般 化 。 此 
外 ,这 里 采用 的 分 析 方法 还 可 处 理 图 形 分 析 方 法 难以 解决 的 远 为 
复杂 的 问题 。 


联 立 方程 法 


模型 (8.27) 的 分 析 是 以 一 个 单一 方程 即 (8.30) 为 基础 完成 
的 。 由 于 一 个 方程 只 能 包含 一 个 内 生变 量 ,所 以 包含 了 PP 则 意味 
着 排除 了 Q。 因 而 我 们 不 得 不 首先 求 出 (4dP /Yu) ,然后 在 下 一 


步 再 导出 (dQ /dyYyo)。 现 在 我 们 来 介绍 如 何 同时 研究 P 和 Q。 
因为 有 两 个 内 生变 量 ,相应 地 我 们 要 建立 由 两 个 方程 组 成 的 方程 
组 。 首 先 , 令 (8.27) 中 的 Q = Qv. = Q,, 并 重 排 ,我 们 可 将 市 场 模 
型 表示 成 
F(P,Qiyo) =D(P,Yo)-Q=0 
F’(P,Q;Y0) =S(P)-Q=0 
此 式 与 (8.20) 的 形式 一 致 ,其 中 n =2,m =1。 再 一 次 检验 隐 函 数 
定理 的 条 件 是 有 意义 的 。 首 先 , 因 需求 与 供给 函数 均 假 定 有 连续 
偏 导数 ,所 以 函数 Fi 与 F* 必定 也 具有 连续 偏 导数 。 其 次 ,内 生 


变量 雅 可 比 行列 式 ( 包 含 P 和 和 Q 的 雅 可 比 行列 式 ) 确 实 不 为 零 ,不 
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(8. 33) 


管 在 哪 一 点 计算 其 值 。 因 为 : 





FF oF oD _ 1 
jj aP aQ, aP _ds_3D、, 
DF2 aF? 和 aS | aP oP 
aP 30Q dP 
(8.34) 


因此 ,如 末 均 衡 解 存在 (我 们 必须 作 这 样 的 假定 才能 使 我 们 对 比较 
静态 学 的 讨论 有 意义 ), 根据 隐 沪 数 定理 我 们 可 以 写 出 隐 函 数 . 
P=P(Yo) 和 Q= Q(yY',o) (8.35) 
尽管 我 们 不 能 解 出 P 和 Q 。 我 们 知道 ,这 些 函 数 具 有 连续 导数 ， 
而 且 在 均衡 状态 的 某 一 邻 域内 ,(8.33) 是 一 对 恒等式 ,所 以 我 们 也 
可 以 写成 
D(P,Yo) - Q=0 
(8.36) 
S(P) - Q=0 
由 此 ,(dP /DYo) 和 (dQ /dyo) 可 同时 得 到 。 
微分 4P ,dQ 和 dYo 是 这 两 个 导数 的 组 成 部 分 。 为 得 到 这 些 
微分 表达 式 ,我 们 对 (8.36) 中 的 每 个 恒等式 依次 进行 微分 , 重 排 后 
得 到 关于 4P 和 dQ 的 线性 方程 组 


Sa dP—- dQ=- SdY, 
aP 0 
dS dP- 4Q =0 

dP 


因为 变量 4P 和 dQ 均 为 一 次 宕 ,所 有 在 初始 均衡 状态 时 计算 其 
值 的 系数 导数 均 代 表 常 数 ,外 生变 量 的 任意 非 零 变化 dY。 也 代表 
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常数 ,所 以 ,此 方程 组 是 线性 方程 组 。 以 dy 通 除 各 项 ,并 将 两 个 
微分 的 商 视 为 导数 ,我 们 得 到 和 矩阵 方程 0 
aD  _- dP 
1 | | 








3p rol 六 
dS -1 (人 0 
Pp dYo 
219 由 克 莱 姆 法 则 ,并 利用 (8.34) ,我 们 得 到 解 为 : 
_aD _ 1 
Oo aD 
(第)= 0 -1l| _ 9Y0o 
dYo, | 了 | 
oD _ oD (8.37) 
oP QAOYDo 
ds 0 ds aD 
(最 )- dB _ dP oo 
dYo [| | 了 | 


其 中 需求 与 供给 函数 (包括 那些 在 雅 可 比 行列 式 中 的 供求 函数 ) 的 
所 有 导数 均 在 初始 均衡 处 计算 其 值 。 读 者 可 以 验证 ,刚才 所 得 到 
的 结果 与 前 面 通 过 单一 方程 方法 所 得 到 的 结果 (8.31) 和 (8.32) 是 
一 致 的 。 


全 导数 方法 的 运用 


上 面 所 介绍 的 单一 方程 法 和 联 立方 程 组 法 均 具有 一 个 共同 的 
特点 :我 们 都 对 均衡 恒等式 两 边 取 全 微分 ,然后 令 其 相等 。 然 而 ， 


中 不 取 全 微分 并 以 dYo 通 除 ,采用 隐 函 数 法 则 (8.23) 仍 可 得 到 同样 的 矩阵 方 
程 。 
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不 取 全 微分 , 仍 可 能 对 特定 的 外 生变 量 或 参数 取 全 导数 ,并 令 其 结 
果 相 等 。 
例如 ,在 单一 方程 法 中 ,均衡 恒等式 为 
D(P,Yo)- S(P)=0 [由 (8.30)] 
其 中 P= P(Y,) [由 (8.29)] 
在 均衡 恒等式 两 边 对 Yo 取 全 导数 (这 不 仅 考 虑 到 了 Yo 变化 的 直 
接 影响 ,而 且 也 考虑 到 了 间接 影响 ), 因而 得 到 方程 


加 品 ) ， 器 一 基 操 )- 

aP ‘°°0 0 dP ‘~*! 

(Yo 对 DD 的 (Yo 对 万 的 (Yo 对 S 的 
间接 影响 ) 直接 影响 ) 间接 影响 ) 


将 此 式 解 出 (dP /dYo), 其 结果 与 (8.31) 是 一 致 的 。 
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图 8.7 
而 在 联 立 方程 法 中 ,有 两 个 均衡 恒等式 


D(P, Yo) - P=0 
S(P) - Q=0 [由 (8.36)] 
其 中 P= P(Yo) Q=Q(Y,) [由 (8.35)] 
显然 ,Yo 变化 的 各 种 影响 很 难 识 别 , 但 借助 于 图 8.7 的 通道 图 , 影 


啊 的 模式 就 变 得 非常 明了 了 。 比 如 ,由 此 通道 图 可 知 , 将 函数 DD 
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对 Yo 微分 时 ,我 们 必须 考虑 到 Yo 通过 书 对 万 的 间接 影响 ,以 及 
Yo 的 直接 影响 (曲线 箭头 )。 另 一 方面 ,在 将 函数 S 对 Yo 微分 
时 , 则 只 需 考虑 通过 已 对 S 的 间接 影响 。 所 以 经 重新 整理 后 ,两 
个 恒等式 对 Yo 微分 的 结果 是 下 面 两 个 方程 


0 )- [名 )- oD 


3p \dYo dYo/ 93Yo 
3 (外 ]- ( 息 )-0 
IP dY'o dYo/ 


当然 ,它们 与 通过 全 微分 法 得 到 的 方程 是 一 致 的 ,而 且 由 它们 可 再 
次 导出 (8.37) 中 的 比较 静态 导数 。 


国民 收入 模型 


现在 将 刚才 介绍 的 方法 应 用 于 以 一 般 函 数 表示 的 国民 收入 模 
型 。 为 增加 一 些 变 化 ,这 次 我 们 在 模型 中 减 去 政府 支出 和 税收 ,而 
加 上 对 外 贸易 。 男 外 ,我们 还 把 货币 市 场 与 商品 市 场 置 于 一 起 。 
更 具体 地 ,假定 商品 市 场 的 特征 由 以 下 四 个 函数 规定 : 
1. 投资 支出 了 是 利息 率 ; 的 减 函 数 : 
T= I(i) (I’ < 0) 
其 中 了 二 dI1/di, 是 投资 函数 的 导数 。 
2. 储蓄 S 是 国民 收入 Y 以 及 利息 率 i 的 增 函 数 , 边 际 储蓄 倾 
向 为 正 分 数 : 
S=S(Y,i) (0< Sy<1;S,>0) 
其 中 Sy = 3S/9Y (边际 储蓄 倾向 ) 和 S; 志 35S /3i 均 为 偏 
导数 。 


3. 进口 支出 M 是 国民 收入 的 函数 ,边际 进口 倾向 也 是 正 分 数 ; 
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AM = MGCY) (0< AM <<1) 
4. 出 口水 平 X 由 外 生 因 素 决 定 : 


在 货币 市 场 中 ,我 们 有 如 下 两 个 函数 : 


5. 货币 需求 量 Mu 是 国民 收入 的 增 郴 数 ( 交 易 需 求 ) ,但 是 利 
息 率 的 减 范 数 ( 投 机 需求 ) : 
Mi=L(Y,i) (Ly>0;L;<0) 
这 里 之 所 以 使 用 函数 符号 L ,是 因为 货币 需求 消 数 习惯 上 
被 称 作 流 动 偏好 函数 (Liquidity function)。 Ma 代表 货币 
需求 ,应 注意 避免 与 表示 进口 的 符号 M 相 混 消 。 

6. 货币 供给 作为 一 个 货币 政策 问题 ,由 外 生 因 素 确 定 : 

AM = Ma 

注意 ,I.S、M 和 XX 同 Y 一 样 , 均 是 流量 概念 ,是 在 一 定时 间 
内 度量 的 ;而 Ms 和 M, 则 是 存量 概念 ,它们 表示 在 某 一 特定 时 点 
存在 的 量 。 但 无 论 是 存量 还 是 流量 ,上 述 陋 数 均 被 假定 具有 连续 
导数 。 

此 模型 要 达到 均衡 需要 同时 满足 商品 市 场 均衡 条 件 ( 注 人 = 
漏出 ,或 者 IJ+X=S+AM) 以 及 货币 市 场 的 均衡 条 件 (货币 需求 = 
货币 供给 ,或 Mi = M,)。 在 上 述 一 般 函 数 的 基础 上 ,均衡 状态 可 
通过 下 述 两 个 条 件 来 表示 

I(i) + Xo = S(Y,i)+ M(Y) 
L(Y,i) = Mo 


由 于 符号 TS 、M 和 上 可 视 为 函数 符号 ,实际 上 我 们 只 有 两 
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(8.38) 
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个 内 生变 量 收 入 Y 和 利率 ; ,以 及 两 个 外 生变 量 ,出 口 Xo( 由 外 国 
222 决 定 ) 和 Mo( 由 货币 当局 决定 )。 因 此 (8.38) 可 以 (8.20) 形 式 表 
示 , 其 中 n= m=2: 
FI(Y,i;Xo, Mo) = I(i) + Xo - S(Y,i)—- M(Y) =0 
F’(Y,i; Xo, M0) = L(Y,i)— Mo =0 
(8.38’) 
此 方程 组 满足 隐 函 数 定 理 的 条 件 , 因 为 (1)F 和 F* 具有 连续 导 
数 ( 根 据 假 设 , 所 有 函数 的 导数 连续 );(2) 在 初始 均衡 处 (假设 它 
存在 ) 和 其 它 地 方 , 内 生变 量 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 : 
oF!l/oY OF!/0i -Sy-M TIT-S, 
oF*/oY 3F /Bi Ly L; 
=- L(Sy+ M’)- Ly(I’ ~- S$;)>0 


|J| = 











(8.39) 
因此 ,尽管 我 们 不 能 明确 解 出 了 和 i ,但 可 以 写 出 隐 消 数 
Y= Y(Xo, Mo) 和 := i(Xo,M,o) (8.40) 
进而 ,我 们 把 (8.38 ) 看 作 均 衡 点 某 一 令 域 的 一 对 恒等式 ,所 以 我 
们 可 以 写 出 
I(i)+ Xo—- S(Y,i)—- M(Y)=0 


(8.41) 
L(Y,? ) AT 0 二 0 


电 这 些 均衡 恒等式 ,可 以 得 到 四 个 比较 静态 导数 ,两 个 与 Xo 有 
关 , 男 两 个 与 M,o 相 关 。 但 这 里 我 们 只 推导 出 前 两 个 导数 ,后 两 个 
留 给 读者 作 练 习 。 
因此 ,在 对 (8.41) 的 每 个 恒等式 取 全 微分 以 后 , 令 4M,o =0， 
从 而 使 dzo 成 为 唯一 的 不 均衡 因子 。 其 次 ,以 dz 通 除 ,并 把 两 
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个 微分 的 商 视 为 偏 导数 (因为 另外 一 个 外 生变 量 Mo 保持 不 变 )， 
得 到 矩阵 方程 : 


-Sv-M 大 -ST1Taer | -1 
| = (8.42) 





Ly L; (Bi /3X0)」 1 
由 克 莱 姆 法 则 并 运用 (8.39) ,得 到 解 
-1 I-S, 
BY 0 L, -Ll 
(Bw) [了 -7 > 
和 -1 
Oi \ Ly 0 | 
(2)= > (8.43) 


其 中 等 号 右边 所 有 的 导数 (包括 那些 出 现在 雅 可 比 行列 式 中 的 导 223 
数 ) 都 在 初始 均衡 , 即 Y = Y ,i= i 处 计算 其 值 。 当 这 些 导 数 的 具 
体 值 为 已 知 时 ,(8.43) 产 生 关 于 出 口 变化 的 影响 的 定量 结论 。 但 
当 这 些 值 为 未 知 时 ,只 能 得 到 定性 结论 :在 此 模型 中 Y 和 i 将 随 
出 口 增 加 而 增加 。 

像 在 市 场 模型 中 一 样 ,如 果 不 使 用 全 微分 法 ,我 们 还 有 一 个 选 
择 是 将 (8.41) 中 的 均衡 恒等式 对 所 研究 的 特定 的 外 生变 量 , 即 X。 
取 全 导数 。 当 然 ,我 们 在 取 全 导数 时 必须 记 住 隐 式 解 (8.40)。 如 
在 (8.41) 和 (8.40) 中 给 出 的 那样 ,X。 影响 模型 不 同 部 分 的 各 种 方 
式 通过 通道 图 8.8 概括 出 来 。 特 别 应 注意 的 是 ,对 Xo 微分 储 蔷 
函数 或 流动 偏好 函数 时 ,我 们 必须 考虑 到 通过 ;i 和 了 两 方面 的 间 
接 影响 。 借 助 于 通道 图 ,我 们 可 以 对 XI 微分 均衡 恒等式 ,以 得 到 
下 面 两 个 方程 : 
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OXo 3 DXo 9 
(号 )( 芝 )。 


因为 另 一 个 外 生变 量 Mo 保持 不 变 ,这 两 个 方程 左 侧 表 示 对 应 的 
两 个 均衡 恒等式 中 左边 表达 式 的 偏 全 导数 。 然 而 ,作为 隐 函 数 
(8.40) 的 导数 ,比较 静态 导数 (3Y /3X,) 和 (3i /Xi) 仅 仅 是 简单 





图 8.8 


224 的 偏 导数 。 作 适当 的 压缩 ,这 两 个 方程 可 以 压缩 成 (8.42)。 所 以 ， 
全 微分 法 与 全 导数 法 得 到 了 一 致 的 结果 。 

读者 应 注意 到 , (3Y/3X0o) 实 质 上 是 出 口 乘 数 。 因 为 出 口 引 

致 的 均衡 收入 的 增加 ,通过 进口 函数 M = M(Y) 使 进口 也 增加 ; 


我 们 可 再 应 用 链 式 法 则 求 得 (辅助 ) 比 较 静 态 导 数 : 
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( 司 ):- ( 强 )- -MTL 

aXo/ 5Xo | JI| 

因为 M >0, 所 以 上 述 导数 符号 为 正 。 用 完全 类 似 的 步骤 也 可 求 
出 其 他 辅助 比较 静态 导数 ,例如 (af /OXo),(3S /seXo) 等 。 


步骤 总 结 


在 分 析 一 般 蚂 数 市 场 模 型 和 国民 收入 模型 时 ,不 可 能 得 到 内 生 

变量 显 式 解 的 值 。 相 反 ,我 们 依靠 隐 函 数 定理 写 出 下 面 的 隐 哺 数 : 
P=P(Y) 和 i =i (Xo,M,o) 

我 们 下 一 步 求 出 诸如 (dP /4dYo) 和 (3i /OXo) 等 的 比较 静态 导数 ， 

然后 基于 根据 隐 范 数 定 理 得 知 的 事实 解释 函数 已 和 1i 具有 连续 

导数 的 意义 。 

为 便于 应 用 这 个 定理 ,我们 使 以 (8.16) 或 (8.20) 形 式 写 出 模 
型 的 均衡 条 件 成 为 标准 的 作法 ,然后 检验 :(1) 函数 下 是 否 具 有 
连续 导数 ;(2) Fy 的 值 或 者 内 生 蛮 量 雅 可 比 行列 式 ( 取 次 于 具体 
情况 ) 在 模型 初始 均衡 处 是 否 为 非 零 。 然 而 ,只 要 模型 中 的 单个 沙 
数 具 有 连续 导数 一 一 在 一 般 函 数 模 型 中 经 常 采 用 此 假设 是 很 自然 
的 一 一 上 述 第 一 个 条 件 便 自动 得 到 满足 。 因 此 ,实际 上 只 需 检 验 
Fy 的 值 或 者 内 生变 量 雅 可 比 行列 式 的 值 。 如 果 在 均衡 处 不 为 零 ， 
则 我 们 便 可 以 立刻 求 出 比较 静态 导数 。 

要 达到 此 目的 , 隐 函 数 法 则 是 有 用 的 。 在 单一 方程 情况 下 , 仅 
需 令 内 生变 量 等 于 均衡 条 件 下 的 均衡 值 , 即 令 P=P, 然 后 应 用 
《8.19) 中 所 述 的 法 则 于 所 得 到 的 均衡 恒等式 。 对 于 联 立 方程 组 的 
情况 ,我 们 也 必须 首先 令 所 有 内 生变 量 分 别 等 于 均衡 状态 时 的 均 
衡 值 ;然后 我 们 再 对 所 得 到 的 均衡 恒等式 应 用 (8.24) 所 述 的 隐 冰 

295 


225 数 法 则 ,或 者 按 下 面 介 绍 的 几 个 步骤 进行 : 
1. 对 每 个 均衡 恒等式 依次 取 全 微分 。 
2. 选择 一 个 且 仅 选择 一 个 外 生变 量 , 比 如 Xo 作为 唯一 的 非 
均衡 因子 ,并 令 所 有 其 它 外 生变 量 的 微分 等 于 零 。 然 后 以 
dXo 除 以 每 个 恒等式 中 余下 各 项 ,并 将 两 个 微分 的 商 视 为 
比较 静态 导数 一 一- 若 模型 包含 两 个 或 两 个 以 上 的 外 生变 
量 , 应 视 作 一 个 偏 导数 。9 
3. 解 所 得 到 的 方程 组 , 求 出 比较 静态 导数 ,并 解释 其 经 济 意 
义 。 在 这 一 步 , 如 果 使 用 克 莱 姆 法 则 , 则 可 以 利用 这 一 事 
实 : 即 前 面 在 检验 1]1 关 0 条 件 时 ,我 们 已 经 计算 出 现在 要 
解 的 方程 组 的 系数 矩阵 行列 式 的 值 。 
4. 车 有 其 它 非 均衡 因子 (其 它 外 生变 量 ) ,其 分 析 可 重复 步骤 
2 和 步 又 3。 尽 管 在 新 的 方程 组 中 会 出 现 一 组 不 同 的 比较 
静态 导数 ,系数 矩阵 却 会 同 以 前 一 样 ,所 以 可 再 次 运用 已 
知 的 171 值 。 
如 果 给 定 的 模型 具有 mm 个 外 生变 量 ,要 求 得 所 有 的 比较 静态 
导数 , 则 需 应 用 上 述 步 又 m 次 。 


练习 8.6 


1 令 国 民 收 入 的 均衡 条 件 是 


人 ” 若 不 采取 步 又 1 和 步骤 2, 我 们 也 可 以 采用 全 导数 的 方法 ,将 每 个 均衡 恒等式 
的 两 边 对 选 定 的 外 生变 量 取 全 微分 。 若 这 样 做 ,通道 图 就 是 很 有 益 的 了 。 
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~ S(Y)}+T(Y)= I(Y)+Go0(S’, T I >0; S$ +T > 了 了) 
其 中 S,Y,T,T 和 G 分 别 代 表 储 蓄 、 国 民 收 入 .税收 、 投 资 和 政府 支出 。 所 
有 的 导数 均 连 续 。 
(a) 解释 导数 S',T 和 7 的 经 济 含义 。 
(5) 检验 隐 范 数 定理 的 条 件 是 否 满足 。 若 满足 , 写 出 均衡 恒等式 。 
(c) 求 (ZY /dGo) 并 讨论 其 经 济 意义 。 
2 令 某 一 商品 的 需求 和 供给 函数 为 


Q, = D(P, Yo) (D,<0; Dy >0) 
Q,= S(P, To) (S,>0; ST <0) 
其 中 Yo 为 收入 ,To 为 对 此 商品 征 的 税 。 所 有 导数 均 连 续 。 226 


(a) 写 出 单一 方程 的 均衡 条 件 。 

(5) 检验 能 否 应 用 隐 函 数 定 理 。 若 能 , 写 出 均衡 恒等式 。 

(c) 求 (6P /OYo) 和 (3P /To) ,并 讨论 其 经 济 意 义 。 

(qd) 运用 与 (8.32) 类 似 的 步 双 ,由 供给 函数 求 (3Q /BY ) ;由 需求 函数 
求 (3Q /8T0)。 [为 什么 不 由 需求 函数 求 (8Q /9eYo ) ,由 供给 函数 求 
(3G /BT0) 呢 ?] 

3 以 联 立 方程 法 解 上 题 。 

4 假设 某 一 商品 的 需求 函数 和 供给 函数 为 : 


oD oD 
Qs=D(P,t0) (器 <0 吕 >0)] 和 Q = Qu 


其 中 zo 是 消费 者 对 此 商品 的 偏好 ,而 且 两 个 偏 导数 均 连 续 。 

(a) 写 出 单一 方程 的 均衡 条 件 。 

(5) 能 够 运用 隐 函 数 定理 吗 ? 

(c) 均衡 价格 将 如 何 随 着 消费 者 偏好 的 变化 而 变化 ? 

5 由 (8.38) 的 国民 收入 模型 , 求 (3Y /OM,o) 和 (3i /3M.，) ,并 解释 
其 经 济 意义 。 求 上 述 导 数值 既 要 全 微分 法 ,又 要 用 全 导数 法 ,并 证 明 两 种 方 
法 所 得 的 结果 相同 。 

6 考察 下 列国 民 收 入 模型 (忽略 税收 ): 

Y—-C(Y)-1(i)- Go,=0 (0<C’<1;I <0) 
kY+L(i)- Mo=0 (有 三 正常 数 ; 工 <0) 

(a) 第 一 个 方程 具有 均衡 条 件 的 性 质 吗 ? 

(56) 在 此 模型 中 ,货币 需求 总 量 是 多 少 ? 
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ee 


(c) 当 货 币 供 给 变化 (货币 政策 ) 和 政府 支出 变化 (财政 政策 ) 时 ,分 析 模 
型 的 比较 静态 结果 。 


8.7 比较 静态 学 的 局 限 性 


由 于 在 经 济 学 中 ,我 们 常 对 发 现 一 个 参数 的 非 均衡 变化 如 何 
影响 模型 的 均衡 状态 感 兴趣 ,所 以 比较 静态 分 析 是 一 个 有 价值 的 
研究 领域 。 但 是 ,认识 到 比较 静态 学 的 这 一 性 质 是 非常 重要 的 : 即 
比较 静态 学 忽略 了 从 旧 均 衡 向 新 均衡 的 调整 过 程 ,同时 它 也 忽略 
了 调整 过 程 中 的 时 间 因 素 。 结 果 , 它 必然 忽略 了 由 于 模型 内 在 的 
不 稳定 性 ,从 而 导致 新 均衡 难以 达到 的 可 能 性 。 对 调整 过 程 的 研 
究 属于 动态 经 济 学 的 范畴 。 当 我 们 进入 动态 经 济 学 的 范畴 时 ,我 


227 们 将 会 特别 关注 变量 随时 间 变 化 的 方式 ,以 及 均衡 的 稳定 性 问题 。 


但 是 我 们 必须 暂缓 对 动态 经 济 学 这 一 重要 问题 的 研究 。 在 
本 书 的 下 一 部 分 ,我 们 将 研究 最 优化 问题 , 它 也 是 一 种 具有 比较 静 
态 含义 的 非常 重要 的 一 类 特殊 均衡 分 析 。 
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第 四 篇 


最 优化 问题 
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第 9 章 最 优化 :一 类 
特殊 的 均衡 分 析 


在 第 三 章 首 次 引信 均衡 概念 时 ,我 们 在 目标 均衡 与 非 目 标 均 
衡 之 间作 了 大 致 的 区 分 。 以 我 们 研究 的 市 场 模型 和 国民 收入 模型 
为 例 , 非 目 标 均衡 是 指 模型 中 的 某 些 相反 的 力量 一 -比如 市 场 模 
型 中 的 供给 和 需求 以 及 国民 收入 模型 中 的 注 人 与 汕 出 一 一 恰好 处 
于 彼此 相等 ,相互 平衡 的 状态 ,因而 排除 了 进一步 变化 的 趋势 。 这 
种 均衡 的 实现 是 这 些 力量 非 人 为 平衡 的 结果 ,不 需要 有 关 参 与 人 
有 意识 地 努力 以 实现 特定 目标 。 诚 然 ,需求 力量 背后 的 居民 户 和 
供给 力量 背后 的 厂商 在 给 定 环境 下 都 会 主动 谋求 一 种 最 佳 的 地 
位 ,但 仅 就 市 场 本 身 而 言 , 没 有 人 会 追求 任何 一 种 特定 的 均衡 价格 
和 均衡 数量 ,除非 政府 恰好 试图 固定 价格 。 与 此 相似 ,在 国民 收入 
决定 中 ,漏出 与 注 和 人 的 平衡 会 导致 均衡 状态 ,不 需 任何 旨 在 实现 特 
定 目标 (比如 通过 货币 政策 或 财政 政策 以 调整 非 意愿 的 收入 水 平 
等 ) 的 人 为 努力 。 

但 在 本 书 的 这 一 部 分 ,我 们 将 着 意 研究 目标 均衡 。 所 谓 目标 
均衡 是 指 给 定 经 济 单位 ,如 居民 户 、 厂 商 或 者 整个 经 济 等 的 最 优 状 
态 ; 而 且 这 些 经 济 单位 主动 谋求 均衡 的 实现 。 因 此 ,在 这 里 ,而 且 
仅仅 是 在 这 里 ,我们 前 面 提醒 大 家 注意 的 “均衡 并 不 意味 着 人 为 需 
要 ”, 在 这 里 就 变 得 无 关 紧要 ,甚至 不 恰当 了 。 在 本 书 这 一 部 分 中 ， 


我 们 将 主要 介绍 确定 最 优化 的 古典 方法 一 一 微 积分 法 。 较 为 现代 
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的 方法 ,如 数学 规划 等 ,将 在 后 面 讨 论 。 


9.1 最 优 值 与 极 值 


经 济 学 基本 上 是 一 门 关于 选择 的 科学 。 当 要 实现 一 个 特定 的 
经 济 目标 ,如 要 实现 一 个 特定 水 平 的 产 出 ,通常 有 许多 可 供 选择 的 
方式 。 但 是 在 这 诸多 选择 中 ,按照 某 一 标准 ,会 有 一 种 方式 会 比 其 
它 方式 更 好 ;根据 所 规定 的 标准 ,选择 最 适宜 的 方式 ,这 就 是 最 优 
化 问题 的 实质 。 

在 经 济 学 中 ,最 常见 的 选择 标准 是 最 大 化 目标 (如 厂商 利润 最 
大 化 、 消 费 者 效用 最 大 化 .厂商 或 一 国 经 济 增长 率 最 大 化 等 ) 或 最 
小 化 目标 (如 在 给 定 产 出 下 使 成 本 最 低 等 )。 在 经 济 学 上 ,我 们 可 
以 把 最 大 化 问题 和 最 小 化 问题 归 为 最 优化 问题 这 一 类 ,表示 “寻求 
最 优 ”。 但 从 纯 数学 角度 看 ,“ 极 大 值 " 和 “ 极 小 值 ”这 两 个 术语 并 无 
最 优化 的 含义 。 因 此 ,作为 数学 概念 , 极 大 值 和 极 小 值 这 两 个 术语 
实际 上 表示 极 值 。 

系统 地 阐述 一 个 最 优化 问题 ,首先 要 确定 目标 函数 ,其 中 因 变 
量 表示 最 大 化 或 最 小 化 的 对 象 ;而 自 变量 则 表示 这 样 -- 组 对 象 ,其 
大 小 由 所 涉及 的 经 济 单位 出 于 最 优化 的 考虑 而 进行 选择 。 因 此 ， 
我 们 将 这 些 自 变量 称 作 选 择 变 量 ?。 简 单 地 说 ,最 优化 的 实质 就 
是 求 出 那些 能 够 使 目标 函数 达到 极 值 的 选择 变量 的 值 的 集合 。 

举例 来 说 , 某 厂 商 可 能 寻求 利润 x 最 大 化 , 即 最 大 化 总 收益 
R 与 总 成 本 C 的 差 。 因 为 在 给 定 技术 水 平和 市 场 对 该 厂商 产品 





@ 有 时 它们 也 被 称 作 决 策 变量 或 政策 变量 。 
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233 需 求 的 情况 下 ,R 与 C 均 为 产 出 水 平 Q 的 函数 ,因而 也 可 以 表 
不 成 Q 的 图 数 : 
r(Q)=RCQ)-C(CQ) 
此 方程 构成 了 目标 函数 ,r 为 最 大 化 之 目标 ,Q 则 是 唯一 的 选择 变 
量 。 最 优化 问题 是 选择 产 出 水 平 Q 使 得 x 最 大 化 。 注 意 ,根据 定 
义 ,x 的 最 优 水 平 即 是 其 最 大 化 水 平 ,但 是 选择 变量 Q 的 最 优 水 
平 本 身 并 不 要 求 是 最 大 值 或 最 小 值 。 
为 将 此 问题 纳入 更 一 般 的 模式 以 便于 进一步 讨论 (尽管 我 们 
这 里 仍 局 限于 只 有 一 个 选择 变量 的 目标 函数 ) ,我们 考察 一 般 函 
数 : 
y= f(x) 
以 研究 出 这 样 一 种 方法 : 求 出 xz 值 的 水 平 ,从 而 使 y 值 最 大 化 或 
最 小 化 。 在 下 面前 讨论 中 ,我 们 将 假定 函数 f 连续 可 导 。 


9.2 相对 极 大 值 和 极 小 值 :一 阶 导 数 检 验 


因为 目标 晒 数 y= f(z ) 是 以 一 般 形式 表示 的 ,对 其 是 线性 的 
还 是 非 线性 的 ,是 单调 的 还 是 既 含 有 递增 成 分 ,又 含有 递减 成 分 
等 ,并 无 限制 。 在 符合 上 述 目 标 函 数 形式 的 诸多 可 能 类 型 中 ,我们 
选择 了 三 种 类 型 ,描绘 在 图 9.1 中 。 尽 管 这 些 图 形 可 能 很 简单 ,但 
它们 对 我 们 了 解 确定 函数 y= f(z) 的 极 大 值 或 极 小 值 问题 是 有 
极 大 价值 的 。 


相对 极 值 与 绝对 极 值 


如 图 9.1a 所 示 , 铬 目标 函数 为 常 函 数 ,无 论 变量 x 选择 何 
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(a) (5b) (¢) 


图 9.1 

值 ,都 会 得 到 同样 的 y 值 。 该 函数 图 形 上 每 一 点 (如 A、B 或 C)234 
的 高 度 都 可 以 看 作 极 大 值 或 是 极 小 值 , 或 者 既 非 极 大 值 也 非 极 小 
值 。 在 此 情况 下 ,为 极 大 化 或 极 小 化 y 而 对 x 进行 选择 没有 什么 
意义 。 

在 图 9. 16 中 ,函数 是 单调 递增 的 , 若 其 定义 域 为 非 负 实 
数 ,那么 它 就 没有 有 限 的 极 大 值 。 但 我 们 可 以 将 左 端的 值 D(y 
截 距 ) 看 作 极 小 值 ;事实 上 , 它 是 函数 值 域 中 的 绝对 (或 总 体 ) 极 小 
值 。 

而 图 9. 1c 中 的 点 EE 和 下 则 是 相对 (或 局 部 ) 极 值 的 例子 , 基 
为 它们 中 的 每 个 点 仅 代表 在 该 点 紧密 邻 域 中 的 极 值 。 当 然 ,点 F 
是 相对 极 小 值 并 不 能 确保 它 也 是 函数 的 总 体 极 小 值 ,尽管 在 此 例 
中 它 可 能 恰好 是 总 体 最 小 值 。 类 似 地 ,相对 极 大 值 点 E 可 能 是 ， 
也 可 能 不 是 总 体 极 大 值 。 还 要 注意 的 是 ,一 个 函数 很 可 能 有 几 个 
极 值 ,其 中 一 些 是 极 大 值 , 另 一 些 是 极 小 值 。 

在 我 们 要 处 理 的 绝 大 多 数 经 济 问题 中 ,我 们 即便 不 是 全 部 ,也 
是 主要 关心 非 终点 值 的 极 值 。 因 为 大 多 数 此 类 问题 的 目标 函数 的 


定义 域 被 限定 为 非 人 负数 的 集合 ,因而 左 问 终点 值 表 示 选 择 变量 处 
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于 零 水 平 ,所 以 通常 没有 什么 实际 意义 。 实 际 上 在 经 济 分 析 中 最 
常 遇 到 的 星 数 类 型 是 图 9.1c 中 的 阻 数 ,或 者 是 此 类 也 数 的 变形 : 
即 曲线 中 仅 有 一 处 弯曲 。 因 此 ,我 们 后 面 的 讨论 主要 集中 于 寻找 
像 玉 点 和 下 点 这 样 的 相对 极 值 。 即 便 我 们 想 要 求 出 绝对 极 值 , 先 
求 出 相对 极 值 也 是 必要 的 ,因为 绝对 极 值 必定 为 相对 极 值 或 者 终 
点 值 中 的 一 个 。 因 此 ,如果 我 们 知道 了 所 有 相对 极 值 , 则 我 们 只 需 
选择 其 中 最 大 的 一 个 与 终点 值 相 比较 , 便 可 确定 绝对 极 值 。 函 数 
的 绝对 最 小 值 也 可 以 类 似 的 方法 发 现 。 后 面 ,我 们 所 要 考察 的 极 
值 都 是 指 相对 或 局 部 极 值 ,除非 男 作 说 明 。 


一 阶 导数 检验 


作为 一 个 术语 ,今后 我 们 把 函数 的 导数 称 作 一 阶 导数 。 这 样 
称呼 的 理由 很 快 就 会 清楚 。 
给 定 函 数 y= f(x), 其 一 阶 导 数 f(z ) 在 寻求 极 值 方面 起 着 
重要 作用 。 这 是 因为 若 函 数 在 x = xo 处 存在 极 值 , 则 我 们 或 者 有 
235(1) 了 (zx)==0; (2) 或 者 f (zo) 不 存在 。 第 二 种 情况 在 图 9.2a 
中 描述 ,其 中 A 点 和 B 点 代表 的 相对 极 值 ,但 在 这 些 角 点 处 , 函 
数 的 导数 不 存在 。 然 而 在 现在 的 讨论 中 ,我 们 假设 y= f(z) 连 
续 , 并 具有 连续 偏 导 数 , 所 以 我 们 实际 上 已 经 排除 了 角 点 的 存在 。 
对 于 平滑 的 函数 ,相对 极 值 仅 在 一 阶 导数 为 零 处 存在 。 图 9.28 
中 的 C 点 和 点 说 明了 这 种 情况 :这 两 个 点 均 表示 极 值 , 且 二 者 
均 具 有 斜率 为 零 的 特征 , 即 六 zt)=0 和 三 (zz)=0。 不 难看 出 ， 
当 斜 率 不 为 零 时 ,我 们 不 可 能 得 到 相对 极 小 值 ( 谷 底 ) ,或 者 相对 极 
大 值 ( 峰 顶 )。 为 此 ,在 与 平滑 函数 相关 的 内 容 中 ,我 们 取 
f(z)=0 作 为 相对 极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) 存 在 的 必要 条 件 。 
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但 我 们 必须 补充 一 点 :斜率 为 零 尽 管 是 相对 极 值 存 在 的 必要 


值 无 关 的 例子 。 然 而 ,如 果 在 导数 为 零 的 条 件 的 基础 上 再 增加 某 
些 附 加 条 件 ,我 们 就 会 得 到 一 种 相对 极 值 检验 的 重要 方法 。 此 方 


法 可 以 表述 如 下 : 
相对 极 值 的 一 阶 导数 检验 


若 消 数 f(z ) 在 z= xo 处 的 一 阶 导 数 等 于 零 , 即 广 (z ) = 0， 
则 函数 在 zo 的 值 f(xo) 将 是 : 


了 





(a) 


图 9.2 
4a. 当 工 从 xo 左边 增 至 zo 右边 时 ,车 (xz) 由 正 变 为 负 , 则 
存在 相对 极 大 值 。 
b. 车 从 zo 的 左边 增 至 zo 右边 时 ,车 f(z) 由 负 变 正 , 则 
存在 相对 极 小 值 。 
c. 当 工 从 zo 左边 增 至 xo 右边 时 , 若 f(z) 的 符号 不 变 , 则 
既 匹 相对 极 大 信 存 在 ,也 无 相对 极 小 值 存在 。 
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236 如 果 广 (zo)=0, 则 我 们 称 xo 为 z 的 临界 值 , 称 f(z0) 为 y 
或 函数 的 稳定 值 。 相 应 地 ,把 坐标 为 zo 和 (zu) 的 点 称 作 稳定 
点 。( 我 们 使 用 稳定 一 词 的 合理 性 是 不 言 自明 的 :只 要 是 在 斜率 为 
零 的 地 方 ,所 研究 的 点 就 不 会 处 于 向 上 或 向 下 倾斜 的 斜面 上 ,而 总 
是 位 于 相对 静止 的 位 置 。) 所 以 从 几何 上 看 ,上 文中 所 列 的 第 一 种 
可 能 的 稳定 点 将 会 是 在 峰 顶 ,如 图 9.26 中 的 点 Di; 而 第 二 个 可 能 
的 稳定 点 则 会 是 在 谷底 ,如 图 9.20 中 的 C。 但 要 注意 ,考虑 到 还 
在 在 第 三 种 可 能 性 ( 待 讨论 ), 我 们 还 不 能 将 条 件 广 (z) = 0 视 为 
相对 极 值 存在 的 充分 条 件 。 然 而 ,我 们 现在 可 以 看 到 ,如 果 必 要 条 
件 f(x)=0 得 到 满足 , 则 导数 符号 变化 的 条 件 可 以 视 为 相对 极 
值 存在 的 充分 条 件 ; 是 极 大 值 还 是 极 小 值 取决 于 符号 变化 的 方 
向 。 

现在 我 们 来 解释 第 三 种 可 能 性 。 在 图 9.3a 中 ,函数 了 在 点 
J( 当 z=j 时 ) 的 斜率 为 零 。 但 是 ,虽然 了 (j)=0,f(j) 是 一 个 稳 
定 值 ,可 当 x 从 x=j 的 一 边 变 至 其 另 一 边 时 ,导数 的 符号 并 不 发 
生变 化 。 因 此 ,根据 上 面 的 检验 方法 可 知 ,点 ] 既 非 极 大 值 ,也 非 
极 小 值 ,从 图 形 中 我 们 也 可 以 看 到 这 一 点 。 确 切 地 说 ,点 只 不 
过 是 人 们 所 说 的 拐点 的 一 个 例子 而 已 。 

拐点 的 特征 是 :在 该 点 , 导 函 数 (与 原 函数 相对 照 ) 达 到 极 值 。 

237 由 于 此 极 值 可 能 是 极 大 值 ,也 可 能 是 极 小 值 ,所 以 我 们 有 两 类 扣 
点 。 在 图 9.3a 中 ,我 们 绘 出 了 导数 广 (z) 的 图 形 ,从 图 中 可 以 看 
到 , 当 z=j 时 ( 即 点 ), 导 数值 等 于 零 , 但 在 两边 均 为 正 ,所 以 
帮 是 导 函 数 (zx) 的 极 小 值 。 

另 一 类 拐点 绘 在 图 9.35 中 ,函数 g (xz) 的 斜率 在 以 前 递 


增 , 在 以 后 递减 。 因 而 , 导 函 数 g (xz) 的 图 形 绘 在 图 2 中 ,其 中 
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图 9.3 
K "是 导 函 数 g'(xz) 的 极 大 值 。? 


总 之 ,相对 极 值 必 定 为 稳定 值 , 但 稳定 值 或 者 与 相对 极 值 相 联 
系 ,或 者 与 拐点 相 联系 。 因 此 ,要求 出 给 定 函 数 的 相对 极 大 值 或 极 
小 值 ,第 一 步 应 先 求 出 /A(x)=0 的 函数 稳定 值 ; 第 二 步 再 运用 一 
阶 导数 检验 法 来 确定 每 个 稳定 值 是 极 大 值 . 极 小 值 ,还 是 二 者 都 不 是 。 

例 1 求 栅 数 

y= f(r)=x’ -12r +36zx+8 
的 相对 极 值 。 首 先 , 求 出 函数 的 导数 
f(r)=37x:—24xr+36 


中 注意 .导数 值 为 零 , 尽 管 是 相对 极 值 的 必要 条 件 ,但 并 不 是 损 点 的 必要 条 件 ; 因 
为 导数 g (z) 在 工 = 的 值 为 正 , 但 点 K 是 拐点 。 
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为 求 出 临界 值 , 即 满足 条 件 f(x )=0 的 工 的 值 ,我 们 令 二 次 导 范 
数 等 于 零 ,得 到 二 次 方程 
3z“ 一 24z+36=0 

将 其 因 式 分 解 ,或 应 用 二 次 公式 ,我 们 得 到 下 面 两 个 根 : 

zl=2 [在 该 点 我 们 有 f'(2)=0 和 2)=40] 

Zz2=6 [在 该 点 我 们 有 广 (6)=0 和 (6)=8] 
因为 (2)= 了 (6)=0, 这 两 个 xz 值 为 我 们 所 求 的 临界 值 。 

很 容易 验证 ,在 xz 的 最 小 分 域内 ,对 z<2, f(x)>0, zx> 
2, 三 (z)<0; 因 此 ,相应 的 函数 值 f(2) = 40 是 相对 极 大 值 ;类 似 
地 ,在 z=6 的 最 小 邻 域内 , 因 当 xz<6 时 ,了 (x)<0; x>6 时 ， 
(x)>0, 函 数值 (6)=8 必然 为 相对 极 小 值 。 


> 
50 y 一 xz3 一 12x- + 36x 二 8 
40 
30 
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此 例 的 函数 图 形 绘 在 图 9.4 中 。 这 样 的 图 形 也 许 有 助 于 验证 
通过 一 阶 导数 检验 所 得 到 的 极 值 的 位 置 。 但 实际 上 ,在 多 数 情况 238 
下 这 种 “帮助 "来自 于 相反 的 方向 :在 数学 上 所 推导 出 的 极 值 有 助 
于 绘 出 图 形 ; 准 确 地 绘 出 图 形 从 理论 上 看 ,需要 知道 函数 在 定义 域 
内 每 个 点 的 值 ; 但 实际 上 要 绘 出 图 形 ,只 要 在 定义 域内 选择 若干 个 
点 ,再 将 其 余 有 代表 性 的 点 插入 即 可 。 这 种 绘图 方法 的 问题 在 于 : 
除非 由 于 巧合 碰 上 了 稳定 点 ,否则 我 们 便 难 以 画 准 曲线 转折 点 的 
位 置 。 现 在 ,掌握 了 一 阶 导数 检验 方法 ,我 们 便 能 准确 地 确定 转折 
点 的 位 置 。 

例 2 求 平 均 成 本 函数 的 相对 极 值 

AC= f/f(Q)=Q’~5Q+8 

其 导数 f(Q)=2Q 一 5, 是 一 个 线性 方程 。 令 A(Q)=0, 得 到 
2Q -5S=0, 此 方程 只 有 一 个 根 Q 2.5。 在 本 例 中 只 有 一 个 临界 
值 。 要 应 用 一 阶 导 数 检 验 ,我 们 需要 分 别 求 出 比如 Q@=2.4 和 Q 
二 2.6 的 导数 值 。 因 fF (2.4)= -0.2<0, 而 f(2.6)=0.2>0， 
所 以 我 们 可 以 得 出 结论 ,稳定 值 AC = f(2.5) =1.75 表示 相对 极 
小 值 。 本 例 的 函数 图 形 实际 上 是 一 个 UU 形 曲 线 , 所 以 此 相对 极 小 
值 也 是 绝对 极 小 值 。 确 切 地 知道 这 个 点 的 位 置 对 描绘 AC 曲线 图 
具有 极 大 的 益处 。 


练习 9.2 


1 假设 定义 域 为 全 部 实数 的 集合 , 求 下 列 函 数 的 稳定 值 ,并 检验 其 为 239 
极 大 值 极 小 值 还 是 拐点 : 
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(a) y= 一 2z2+4 并 +9 (c) y=x +3 

(b) y=5x + (d) y=37x: 一 6z+2 

2 假设 定义 域 为 区 间 [0,=), 求 下 列 函 数 的 稳定 值 ,并 检验 其 为 相对 极 
小 值 `. 极 大 值 ,还 是 拐点 : 


(a) y=z3-3zr+5 


(65) y= tr+t10 


(c) y=— x +4.5r*—6x+6 

3 证 明 函 数 y=z+lvz(z 关 0) 具 有 两 个 相对 极 值 ,一 个 为 极 大 值 , 另 
一 个 为 极 小 值 。“ 极 小 值 " 是 大 于 还 是 小 于 “ 极 大 值 "? 为 什么 会 出 现 这 种 相 
悖 的 结果 ? 

4 令 工 = 条 xz) 为 一 总 函数 ,如 总 生产 函数 .总 成 本 函数 等 ， 

(a) 写 出 边际 函数 M 和 平均 函数 A 的 表达 式 。 

(5) 证 明 : 当 A 达到 相对 极 值 时 ,M 和 A 的 值 必 相 同 。 

(c) 上 述 结论 对 在 同一 图 形 中 绘 出 边际 曲线 与 平均 曲线 有 什么 一 般 原 
则 意义 ? 

(d) 当 总 函数 达到 极 值 点 A 时 ,你 对 总 函数 在 该 点 的 极 值 能 得 出 何 结 
论 ? 


9.3 二 阶 及 高 阶 导 数 


馆 今 为 止 ,我 们 仅 考察 了 y= f(z) 的 一 阶 导数 f(z)。 现 在 
让 我 们 引入 二 阶 导 数 以 及 更 高 阶 导 数 的 概念 。 这 些 概念 有 助 于 我 
们 提出 确定 相对 极 值 的 其 它 标 准 。 


导数 的 导数 


因为 导数 f(x) 本 身 是 xz 的 也 数 , 知 它 是 连续 和 平滑 的 , 则 它 


对 z 也 应 是 可 微 的 。 微 分 的 结果 便 是 函数 了 的 二 阶 导 数 , 表 示 成 
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f(z) 其 中 双 撤 号 表示 水 数 f(z) 对 z 微分 两 次 ,而 双 撤 号 
后 面 的 表达 式 (z) 表 明 二 阶 导 数 仍 是 x 的 天 数 。 
或 者 


2 
4 学 这 个 符号 源 于 这 样 一 种 考虑 :二 阶 导 数 实际 上 意味 着 -240 


( 钳 ); 因 此 ,a 出 现在 此 符号 的 分 子 上 ,dzx? 出 现在 


分 母 上 。 
若 了 (xz) 对 定义 域内 所 有 z 值 都 存在 , 则 称 函 数 f(z) 是 二 
阶 可 微 的 。 此 外 , 若 (zz) 连续 , 则 称 f(x ) 是 二 阶 连 续 可 微 的 ,2 
作为 x 的 函数 ,二 阶 导数 可 对 x 再 次 微分 得 到 三 阶 导 数 , 依 
次 还 可 以 得 到 四 阶 导 数 ;只 要 可 微 性 条 件 得 到 满足 ,还 可 以 得 到 无 
穷 高 阶 导 数 。 按 照 二 阶 导数 同样 的 表示 方法 ,这 些 导数 可 表示 为 : 
广 (z),， f(z),… ,了 'M (xz) [上 标 加 上 小 插 号 ( )] 
或 者 


上 述 最 后 一 个 表达 式 还 可 以 写成 人;y， 其 中 ;部 分 作为 算 符 , 表 
示 对 取 n 阶 导 数 。 


几乎 我 们 要 处 理 的 所 有 的 具体 函数 都 有 高 至 我 们 所 期 望 的 任 





@ 人 们 也 常 运 用 下 面 的 符号 来 表示 函数 的 连续 性 和 可 微 性 
fEC'W 或 fEC: 了 是 连续 郴 数 
和 EC4 或 FE C': f 是 连续 可 微 的 
f€EC2. f 是 二 阶 连 续 可 微 的 
符号 C'"' 表 示 拥 有 n 阶 在 定义 域内 连续 的 所 有 函数 的 集合 。 
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何 阶 的 连续 导数 , 即 它们 都 连续 可 微 任 意 次 。 无 论 何 时 使 用 一 般 函 
数 ,如 Fz), 我 们 总 是 假设 它 有 可 达到 我 们 所 需要 的 阶 数 的 导数 。 
例 1 求 下 面 函 数 的 一 阶 至 五 阶 导 数 : 
y=(z)=4z4-z3+17z2+3z 一 1 
所 需求 的 函数 如 下 : 
f(r) =16z -3z2+34z +3 
f(r) =48z 一 6z+34 
大 (zz) =96z 一 6 
f'*(r) =96 
GCCxz) =0 
241 在 这 个 特定 的 例子 (多 项 式 函 数 ) 中 ,每 一 个 更 高 一 阶 的 导数 
都 比 前 一 个 简单 ,到 五 阶 导 数 时 , 它 便 等 于 零 了 。 但 正如 我 们 下 面 
的 例子 所 表明 的 那样 ,并 非 所 有 类 型 的 导数 都 如 此 ,这 里 应 强调 的 
是 五 阶 导 数 等 于 零 " 与 “五 阶 导数 不 存在 "描述 的 是 两 种 完全 不 同 
的 情况 。 还 应 注意 的 是 , fs)(z)=0( 对 所 有 x 值 都 等 于 零 ) 与 
了 (xo)=0( 仅 在 xo 为 零 ) 也 是 不 同 的 。 
例 2 求 如 下 有 理 函 数 的 一 至 四 阶 导 数 


y= g(x)= (zr 关 -1) 


于 十 并 
这 些 导数 既 可 以 运用 商 求 导 法 则 求 出 ,也 可 以 在 将 函数 改写 成 
y=Zz(1I+z)”… 后 ,用 积 的 求 导 法 则 求 出 : 

g (x)=(1+x) 

g (x)= -2(1+x) 3 

g (XT)=6(1+x) “ 


gHV (xr)= -24(1+ x) 5 


(r 关 ~-1) 
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在 本 例 中 ,反复 求 导 ,并 不 能 使 更 高 阶 的 导数 比 前 一 阶 导 数 更 简 
单 。 

注意 ,所 得 到 的 各 阶 导数 , 像 原 函数 g(x ) 一 样 ,也 是 z 的 陨 
数 。 给 定 x 的 具体 值 ,这 些 导数 也 会 取 具 体 值 。 例 如 当 工 取 2 
时 , 例 2 的 二 阶 导数 可 计算 为 


-2 
27 


对 zz 的 其 它 值 , 也 可 以 作 同 样 的 计算 。 最 重要 的 是 必须 认识 到 ， 
要 像 我 们 上 面 做 过 的 那样 ,计算 二 阶 导 数 g(xz) 在 z=2 的 值 ,我 
们 必须 首先 由 g "(xz ) 得 到 g (xz ), 再 将 x =2 代入 方程 。 在 对 
g (x) 微分 从 而 得 到 g (xz) 之 前 将 xz =2 代入 函数 g(x) 或 
g (x) 是 错误 的 。 


g (2)= -2(3) “= 


二 阶 导数 的 解释 


导 旺 数 六 (z) 度 量 函 数 和 的 变化 率 。 同 样 ,二 阶 导 函数 广度 
量 一 阶 导 数 了 的 变化 率 , 换 句 话 说 ,二 阶 导数 度量 原 函 数 了 变化 
率 的 变化 率 。 为 说 明 一 阶 和 二 阶 导 数 的 区 别 ,在 x = zo 处 给 出 自 
变量 z 的 无 穷 小 增 基 ， 

三 (zo) >0 

f (xo)<0 
而 对 于 二 阶 导 数 

f(ro)>0 递增 

f(xo)<0 递减 
因此 ,在 xz= zo, 正 的 一 阶 和 二 阶 导 数 意 味 着 曲线 在 该 点 的 斜率 
不 仅 为 正 ,而 且 递增 , 即 函 数值 以 递增 的 速率 递增 。 同 样 ,一 阶 导 
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242 


递增 


| 意味 着 区 数值 趋 向 


| 意味 着 曲线 斜率 趋向 | 





数 为 正 而 二 阶 导数 为 负 表明 曲线 斜率 为 正 但 递减 , 即 函 数值 以 递 
减 的 速率 递增 。 负 的 一 阶 导数 的 情况 也 可 以 作 类 似 的 解释 。 但 应 
提醒 的 是 , 当 广 (zo)<0 和 f(xo)>0 时 ,曲线 斜率 为 负 且 递增 ， 
但 这 并 不 意味 着 曲线 斜率 这 样 变化 ;比如 从 ( - 10) 变 为 ( - 11); 相 
反 ,函数 从 较 小 的 数字 ( - 11) 变 为 较 大 的 数字 ( - 10) 。 换 句 话说 ， 
当 z 增加 时 ,斜率 为 负 的 曲线 的 切线 趋 于 平缓 。 最 后 , 当 广 (xzo) 
<0, 了 (zo) <0 时 ,曲线 斜率 必然 为 负 且 递减 。 这 意味 着 随 着 x 
的 增加 ,斜率 为 负 的 曲线 倾向 于 变 得 较为 陡峭 。 

因为 我 们 -- 直 在 讨论 斜率 ,所 以 运用 几何 说 明 来 继续 我 们 的 
讨论 是 有 益 的 。 在 图 9.5 所 示 的 两 条 抛物 线 上 ,我们 标 出 了 A、 
B.C、D、E、E 六 个 点 ,每 一 个 点 都 表明 一 阶 、 二 阶 导 数 符号 的 不 


同 组 合 ,其 具体 结果 如 下 : 


若 zx 取 导数 符号 为 描述 组 合 的 点 
T= rl f(r1)>0 f(zri)<0 点 入 
r= f(r2)=0 f(r2)<0 点 如 
工 三 工 3 f(r3)<0 f(r3)<0 点 C 
工 三 工 4 g (za)<0 g (xr4)>0 点 万 
T=Is g (rs)=0 g (xs)>0 点 下 
T= re g (rse)>0 g (re)>0 点 下 


由 此 我 们 知道 , 负 的 二 阶 导数 (前 三 种 情况 ) 确 实 反 映 在 倒 U 形 曲 
线 或 它 的 一 部 分 中 ,因为 当 x 增加 时 ,我们 所 讨论 的 曲线 的 斜率 
要 求 越 来 越 小 。 相 反 ,正二 阶 导数 则 反映 在 U 形 曲线 或 其 一 部 分 
中 ,因为 我 们 所 讨论 的 曲线 的 斜率 必然 随 着 x 的 增加 而 增 大 。 从 
横 轴 角度 观察 图 9.5 ,我 们 看 到 图 a 中 的 那 条 曲线 处 处 是 目的 ,而 
图 5 中 的 那 条 曲线 则 处 处 是 晤 的 。 因 为 外 性 和 同性 用 于 描述 曲 


线 如 何 弯曲 ,所 以 我 们 现在 可 以 预期 函数 的 二 阶 导 数 能 告诉 我 
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们 其 曲线 曲率 的 情况 ,正如 一 阶 导 数 可 以 告诉 我 们 函数 的 斜率 一 
样 。 





图 9.5 

尽管 “四 " 与 “是 ”两 个 词 已 充分 描述 了 图 9.5 中 两 条 曲线 曲率 
上 的 差别 ,但 今天 的 作者 都 愿意 更 具体 地 将 其 称 作 严格 凹 和 严格 
凸 。 与 此 相 一 致 ,图 形 为 严格 凹 (严格 凸 ) 的 函数 称 作 严格 凹 (严格 243 
是) 函数 。 严 格 耳 函数 的 几何 特征 如 下 :如 果 我 们 在 曲线 上 选择 任 
意 两 个 点 M 和 N ,并 以 一 条 直线 将 它们 联 起 来 ,线段 MN ( 除 点 
M 和 NN 外 ) 必 定 完全 位 于 曲线 的 下 方 。 如 果 我 们 将 上 面 一 段 话 
中 的 “下 方 " 改 成 “上 方 ”, 便 得 到 了 关于 严格 是 函数 几何 特征 的 描 
述 。 在 图 9.5 中 可 以 对 此 进行 验证 。 若 特征 条 件 有 所 放松 ,使 得 
线段 MN 既 可 以 位 于 曲线 以 下 ,又 可 以 在 曲线 中 (与 曲线 一 致 )， 
则 我 们 可 以 去 掉 副词 “严格 ”, 将 其 称 为 凹 函数 。 类 似 地 ,如 果 线 自 
MAN 或 者 位 于 曲线 上 方 ,或 者 与 曲线 重合 , 则 我 们 还 可 以 去 掉 副 
词 “严格 ”, 称 其 为 凸 函数 。 注 意 ,因为 线段 MN 可 与 非 严 格 耻 和 
目的 曲线 重合 ,因此 ,后 者 极 可 能 包含 一 直线 段 。 由 此 可 知 ,严格 
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冲 ( 点 ) 函 数 必然 是 四 (是) 函数 ,但 反之 不 成 立 。2 

根据 前 面 对 二 阶 导 数 的 讨论 ,我 们 现在 可 以 推断 若 对 所 有 的 
Zi 产 (z) 为 负 , 则 原 函 数 f(z) 必定 为 严格 加 函 数 。 类 似 地 ,车 对 
所 有 的 工 ， f(z) 为 正 , 则 f(x) 必然 为 严格 凸 函 数 。 尺 管 如 此 ， 
将 上 述 推断 颠倒 过 来 ,比如 说 : 若 f(x) 严格 种 (严格 凸 ) , 则 产 (z) 
必定 对 所 有 的 z 都 为 负 ( 正 ), 则 不 成 立 。 这 是 因为 在 某 些 例外 情 
况 下 ,二 阶 导数 在 曲线 上 的 稳定 点 可 以 取 零 值 。 这 种 情况 的 一 个 
例子 是 y= f(z)= x ,其 曲线 为 严格 凸 的 曲线 ,但 其 导数 为 : 

f(r)=47r, f(x)=12x° 
244 它 们 表明 ,在 稳定 点 x = 0, 二 阶 导 数 为 (0)=0。 但 要 注意 ,在 

任意 的 z 天 0 的 点 ,此 函数 的 二 阶 导数 确实 具有 我 们 所 期 望 正 值 。 
所 以 ,除了 在 稳定 点 有 可 能 取 零 值 外 ,严格 止 函数 和 严格 凸 函 数 一 
般 都 保持 单一 的 代数 符号 。 

至 于 其 它 类 型 的 函数 ,二 阶 导 数 可 能 取 正 值 , 也 可 能 取 负 值 ， 
这 依赖 于 x 的 值 。 例 如 ,在 图 9.3a 和 4&5 中 ,函数 f(z) 和 g(x) 
的 二 阶 导 数 分 别 在 拐点 入 都 经 历 了 符号 变化 。 根 据 图 
9.3a ,三 (z) 的 斜率 , 即 六 (xz) 的 值 ,在 z=j 处 由 负 变 为 正 ;与 其 
怡 好 相反 的 是 g (z) 的 斜率 , 即 g(xz) 的 值 ,其 图 形 绘 在 9.36 中 。 
以 描述 弯曲 的 术语 来 说 就 是 , f(z) 的 图 形 在 点 J 由 目 变 为 凸 ,而 
g(z) 的 图 形 在 点 K 处 则 有 相反 的 变化 。 所 以 ,我 们 可 不 必 将 损 
上 扩 视 为 一 阶 导 数 达 到 极 值 的 点 ,而 将 其 赋予 函数 的 图 形 在 该 点 产 
生 了 弯曲 方向 上 的 变化 ,或 二 阶 导数 符号 的 变化 的 特征 。 


9 我 们 将 在 11.5 节 对 这 些 问 题 进行 进一步 的 讨论 。 
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一 个 应 用 


图 9.5 给 出 了 二 次 函数 的 一 个 例子 ,此 二 次 函数 可 以 如 下 一 

般 形 式 表示 : 
y=ar*+bric (aa 天 0) 

由 我 们 对 二 阶 导 数 的 讨论 ,我 们 现在 可 以 推出 一 个 方便 的 方法 来 
确定 已 知 的 二 次 函数 是 具有 严格 的 同形 (U 形 ) 还 是 严格 的 四 形 
( 倒 U 形 )。 

因为 上 面 的 二 次 函数 的 二 阶 导 数 为 4d*y/dx’=2a ,此 导数 总 
具有 与 系数 a 相同 的 代数 符号 。 回 顾 一 下 , 正 的 二 阶 导数 意味 着 
严格 凸 函 数 , 由 此 我 们 可 以 推断 在 上 述 二 次 函数 中 系数 a 车 为 
正 ,将 会 得 到 U 形 曲 线 ; 若 系数 a 为 负 则 得 到 倒 U 形 曲 线 。 

正如 在 9.2 节 末 所 表明 的 ,此 消 数 的 相对 极 值 也 是 其 绝对 极 
值 。 因 为 二 次 蜗 数 仅 有 一 个 谷底 或 峰 顶 ,显然 分 别 在 口 形 曲线 或 
倒 U 形 曲线 中 。 


练习 9.3 


1 求 下 列 函 数 的 二 阶 和 三 阶 导 数 : 


(oar tte (ce) TE (zz1) 
vt 








(b) 6r*—3zx—4 (ad) 1 (x 关 1) 
2 下 列 函 数 哪 个 是 严格 凸 函 数 ? 

(zc) y=9z 一 4zr+2 (c) au=9-x” 

(b) w= —3r:+39 (d) v=8—-3z+x’ 
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245 3 画 出 (ce) 一 条 不 是 严格 四 的 辕 曲 线 ;(65) 一 条 弃 问 又 晤 的 曲线 。 

4 已 知 函 数 y= 4- 一 (4a, 5,c>0; z+ 之 0), 通 过 下 述 考察 以 确定 机 
数 的 一 般 图 形 : 

(a) 函数 的 一 阶 和 二 阶 导数 ; 

(6) 苯 数 的 纵 截 距 ; 

(c) 当 z 趋 于 无 穷 大 时 y 的 极 值 。 

若 此 项 数 用 于 表示 消费 晒 数 ,要 使 其 具有 经 济 意义 ,应 对 参数 施 以 何 种 限制 ? 

5 绘 出 使 得 f(x)=0 的 函数 Fz) 的 图 形 ,以 及 使 得 g (3) =0 的 函数 
gtz) 的 图 形 。 用 稳定 点 的 概念 以 一 句 话 来 概括 A(z) 与 g(z) 的 本 质 区 别 。 


9.4 二 阶 导 数 检 验 


回 到 图 9.5 中 的 两 个 极 值 点 B 入, 并 记 住 我 们 刚刚 确立 的 
二 阶 导 数 与 曲线 曲 向 之 间 的 联系 ,我们 应 该 能 够 看 到 下 述 判定 相 
对 极 值 的 标准 应 是 正确 的 。 


相对 极 值 的 二 阶 导数 检验 

如 果 函 数 f 的 一 阶 导 数 在 x = zo 为 f(xo)=0, 有 8， 

a. 若 在 zo 的 二 阶 导 数值 (xo)<0, 则 函数 在 xo 的 函数 值 
f(zx0) 为 相对 极 大 值 。 


5. 车 在 zo 的 二 阶 导 数值 广 (zo)>0, 则 函数 在 z 的 函数 什 
f(z0) 为 相对 极 小 值 。 


此 检验 一 般 来 说 比 一 阶 导 数 检 验 更 便于 应 用 ,因为 它 不 要 求 
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我 们 检验 xo 左右 两 侧 的 符号 。 但 它 也 有 一 个 缺陷 , 即 在 
(zo)=0 时 无 法 得 出 确切 的 结论 。 在 F(xo)= 二 0 时 ,稳定 值 
Fr(zo) 可 能 是 极 大 值 , 或 者 极 小 值 ,甚至 也 可 能 是 拐点 当时 到 
大 (zo)=0 的 情况 时 ,我 们 或 者 回头 使 用 一 阶 导数 检验 ,或 者 借助 246 
于 我 们 将 在 9.6 节 中 提出 的 涉及 三 阶 甚至 更 高 阶 导 数 的 其 它 检 验 。 

例 1 求 如 下 函数 的 相对 极 值 

y= jz)=4z 一 并 
其 一 阶 和 二 阶 导数 为 
f(x)=8z-l1 和 f(x)=8 

令 广 (z)=0, 解 所 得 到 的 方程 ,我 们 求 得 (唯一 的 ) 临 界 值 为 x = 
1/8, 由 此 产生 (唯一 的 ) 稳 定 值 f(1/8)= 一 1/16。 因 为 二 阶 导 数 
为 正 ( 因 为 在 此 情况 下 对 任意 xz 值 , 它 总 是 为 正 ), 此 极 值 是 最 小 
值 。 实 际 上 ,因为 给 定 函 数 的 曲线 为 U 形 曲 线 , 相 对 极 小 值 也 是 
绝对 最 小 值 

例 2 求 函数 

y= g(r)=7x -3zx +2 
的 相对 极 值 。 此 函数 的 一 阶 和 二 阶 导 数 为 
gz)=3z2-6z 和 g(x)=6r-6 


中 为 了 解 当 六 (zo)=0 时 该 点 有 可 能 为 拐点 ,我 们 重新 加 到 图 9.3a 和 9.3a'。 
上 图 中 的 点 了 是 拐点 ,z=7y 是 其 临界 值 。 因 为 (x) 曲线 在 下 图 中 的 z=; 达到 最 小 
值 ，fF (xz) 的 斜率 即 (xz) 在 临界 值 x =j 必定 为 零 。 因 此 当 六 (xz)=0 时 点 丁 描述 了 
一 个 换 点 。 

为 考察 相对 极 小 值 与 (x,)=0 也 是 一 致 的 ,我 们 考察 函数 y=z4:。 此 函数 可 绘 
成 口 形 曲线 ,并 在 临界 值 x = 0 达到 极 小 值 y= 0, 因 为 此 孙 数 的 二 阶 导 数 六 (x)= 
12x’, 所 以 在 临界 值 x =0, 此 导数 的 值 也 为 零 。 因 此 , 当 了 (xo)=0 了 时 ,此 函数 描述 了 
相对 极 小 值 的 出 现 。 


319 





令 g(rz)=0, 并 解 所 得 到 的 二 次 方程 , 即 3x* -6z=0, 我 们 得 到 
临界 值 z1=0,z,=2; 由 此 又 产 生 两 个 稳定 值 : 

g(0)=2 [是 极 大 值 , 因 g (0)= -6<0] 

g(2)= -2 [是 极 小 值 , 因 g (2)=6>0] 


必要 条 件 与 充分 条 件 


像 在 一 阶 导数 检验 中 的 情况 一 样 ,斜率 为 零 的 条 件 广 (z) =0 
在 二 阶 导 数 检验 中 充当 必要 条 件 。 因 为 此 条 件 以 一 阶 导 数 为 基 
础 , 它 也 常 被 称 作 一 阶 条 件 。 一 旦 我 们 知道 一 阶 条 件 在 zx = zo 处 
得 到 满足 ,/"(zxo) 为 负 ( 正 ) 就 成 为 稳定 值 为 相对 极 大 值 ( 极 小 值 ) 
的 充分 条 件 。 这 些 以 二 阶 导数 为 基础 的 充分 条 件 , 通 常 被 称 二 阶 
条 件 。 

重复 一 下 :一 阶 条 件 仅 是 相对 极 大 值 或 极 小 值 的 必要 条 件 ,但 
不 是 充分 条 件 。( 还 记得 拐点 吗 ?) 与 此 形成 鲜明 对 照 的 是 ,虽然 二 
阶 条 件 (zz) 在 临界 值 zo 为 负 ( 正 ) 是 相对 极 大 值 ( 极 小 值 ) 存 在 
的 充分 条 件 ,但 却 不 是 必要 条 件 。( 还 记得 当 广 (zo) = 0 时 存在 
相对 极 值 吗 ?) 因 此 ,读者 必须 非常 谨慎 地 提防 进行 下 述 推断 :“ 因 


247 为 已 知 稳定 值 f(xo) 为 极 小 值 ,所 以 我 们 必然 有 (zo)>>0。” 上 


述 推理 之 所 以 错误 ,是 因为 误 把 产 ( zo) 为 正当 作 f(xo) 是 极 小 什 
的 必要 条 件 。 

这 并 不 是 说 二 阶 导数 永远 不 能 作为 相对 极 值 存在 的 必要 条 
件 。 事实 上 ,它们 是 可 以 作为 必要 条 件 的 。 但 必须 谨慎 地 考虑 到 
这 一 事实 :相对 极 大 值 ( 极 小 值 ) 不 仅 在 (zo) 为 负 ( 正 ) 时 存在 ， 


而 且 在 产 (zo)= 0 时 也 存在 。 因 此 ,二 阶 必要 条 件 必须 按照 弱 不 
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. 极 大 值 
等 式 来 表示 : 要 使 稳定 值 7 (za) 为 相对 必须 全 


< 
ro | 0。 


利润 最 大 化 的 条 件 


现在 我 们 提供 一 些 极 大 值 问题 , 即 最 优化 问题 在 经 济 上 应 用 
的 例子 。 

学 习 经 济 学 的 学 生 首 先 要 学 习 的 问题 之 一 就 是 ,要 实现 利润 
最 大 化 ,厂商 必须 使 边际 成 本 等 于 边际 收益 。 我 们 给 出 这 一 条 件 
的 数学 推导 。 为 使 我 们 的 分 析 保 持 一 般 性 ,我 们 将 使 用 总 收益 函 
数 尺 =RGCQ) 和 总 成 本 函数 C=C(Q) ,二 者 均 是 单一 变量 Q 的 
盟 数 。 由 此 可 知 ,利润 函数 (目标 函数 ) 也 可 以 表示 成 和 (选择 恋 
量 ) 的 函数 : 

x = x(Q)= R(Q)- C(Q) (9.1) 

为 求 得 利润 最 大 化 的 产 出 水 平 ,必须 满足 最 大 化 的 一 阶 必要 
条 件 : dx /dQ =0。 因 此 ,将 (9.1) 对 Q 微分 ,并 令 所 得 的 导数 等 
于 零 。 结 果 为 : 

dx 


< xi(Q) = R(Q)-C 
颖 =*(Q) = R'(Q) - CQ) ‘0 2) 


=0 当 且 仅 当 R'(Q) = CQ) 
因此 ,最 优 产 出 (均衡 产 出 ) Q 必须 满足 方程 R'(Q)= C'(QQ), 或 
者 MR= MC。 此 条 件 构成 了 利润 最 大 化 的 一 阶 必 要 条 件 。 
然而 ,满足 一 阶 条 件 也 可 能 得 到 最 小 值 ,而 不 是 最 大 值 ,因此 下 
一 步 我 们 还 得 检验 二 阶 条 件 。 将 (9.2) 对 Q@ 求 导 得 到 二 阶 导 数 : 
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2 
= (Q) =R"(Q) - C'(Q) 


<0 当 且 仅 当 R”*(Q) < C”(Q) 

248 对 于 使 得 R'(Q)= C'(Q) 的 产 出 水 平 Q ,满足 二 阶 条 件 R”"(Q) 
<C"(Q) 是 使 其 成 为 利润 最 大 化 产 出 水 平 的 充分 条 件 。 从 经 济 
的 角度 看 ,这 意味 着 在 MC= MR 的 产 出 水 平时 ,如 果 MR 的 变化 
率 低 于 MC 的 变化 率 , 则 该 产 出 将 使 利润 最 大 化 。 

这 些 条 件 描 述 在 图 9.6 中 。 在 图 a 中 ,我 们 绘 出 了 总 收益 和 
总 成 本 曲线 。 这 两 条 曲线 在 产 出 水 平 Q; 和 Qs 相交 了 两 次 。 在 
开 区 间 (Q,，Q4) 中 ,总 收益 R 超过 总 成 本 C ,因此 r 为 正 。 但 在 
区 间 [0，Q:) 和 (Q4，Qi] ,其 中 Qs 代表 厂商 生产 能 力 的 上 限 ,x 
为 负 。 这 一 事实 反映 在 图 b 中 ,其 中 的 利润 曲线 一 一 它 根据 每 一 
产 出 水 平 R 曲线 与 C 曲线 之 间 的 垂直 距离 绘 出 一 一 仅 在 区 间 
(Q:，Q4) 位 于 横 轴 的 上 方 。 

与 一 阶 条 件 相 一 致 , 当 我 们 令 dr/dQ =0 时 ,我 们 的 和 且 的 便 是 
要 确定 利润 曲线 在 产 出 Qi 的 峰 点 K, 此 点 的 斜率 为 零 。 但 是 在 产 
出 Qi 的 相对 极 小 值 点 M 也 是 一 个 候选 点 ,因为 它 也 满足 斜率 为 零 
的 要 求 。 我 们 后 面 要 借助 于 二 阶 条 件 来 排除 “错误 ”的 极 值 。 

一 阶 条 件 dx /dQ=0 与 条 件 R'(Q) = C'(Q) 是 等 价 的 。 在 图 
9.6a 中 , 产 出 水 平 Q; 满足 这 一 条 件 ,因为 R 与 C 曲线 在 Qi 斜率 
相同 (在 互 点 与 了 点 绘 出 的 两 条 切线 是 平行 的 ) ,在 产 出 水 平 Qi 也 
同样 如 此 。 因 为 尺 与 C 曲线 斜率 相同 意味 着 MR = MC, 产 出 水 平 
Qi 和 Qi 必定 为 MR 曲线 与 MC 曲线 的 交点 ,如 图 9.6c 所 示 。 

二 阶 条 件 是 如 何 发 挥 作 用 的 呢 ? 我 们 首先 看 图 9.66。 在 点 
K ,xt 函数 的 二 阶 导数 的 值 为 负 ( 除 掉 零 值 的 例外 情况 ), 即 (QQ;) 


322 


cm 
夺 
,| 





323 


<0 ,因为 曲线 在 天 点 附近 为 倒 U 形 , 这 意味 着 Q; 将 使 利润 最 大 
化 。 男 一 方面 ,在 点 M ,我 们 预期 x (Qi1)>>0,Qi 使 x 达到 极 小 
值 ,当然 极 大 值 的 二 阶 充分 条 件 也 可 以 表述 为 R*(Q)< CC"(Q)， 
即 MR 曲线 的 斜率 小 于 MC 曲线 的 斜率 。 由 图 9.3c 立即 可 以 看 
到 产 出 Qs 可 以 满足 这 一 条 件 ,因为 在 点 工 ,MR 的 斜率 为 负 , 而 
MC 的 斜率 为 正 。 但 产 出 Qi 不 符合 这 一 条 件 , 因 为 此 处 MC 与 
MR 的 斜率 均 为 负 , 而 且 在 点 N,MR 斜率 的 数值 小 于 MC 的 斜 
率 , 这 意味 着 R”(Q) 大 于 C“(Q)。 所 以 实际 上 , 产 出 Qi 也 不 符 
合 相对 极 大 值 的 二 阶 必要 条 件 ,但 满足 相对 极 小 值 的 二 阶 充分 条 件 。 
例 3 令 RCQ) 与 C(Q) 函 数 为 
R(Q) =1200Q - 2Q? 
C(Q) =Q’” -61.25Q’ + 1528.5Q + 2000 
250 则 利润 函数 为 

n(Q)= — Q+59.25Q’ 328.5Q - 2000 
其 中 RC \x 均 以 美元 为 单位 ,而 Q 则 可 以 吨 / 周 为 单位 。 此 函 
数 有 两 个 临界 值 Q=3 和 Q=36.5, 因 为 





dx _ 2 一 = - 
2= -3Q +118.5Q— 328.5=0 sq-| 
36.5 
但 因 二 阶 导 数 为 
A2x [>0 当 Q=3 
一 一 6Q+118.5 < 
dQ: L<0 当 Q=36.5 


所 以 利润 最 大 化 产 出 为 Q =36.5( 吨 / 周 )。( 另 一 产 出 使 利润 最 
小 。) 通 过 把 Q 代 人 利润 函数 ,我 们 可 以 求 得 最 大 利润 为 
x 二 x(36.5)=16318.44 (美元 / 周 ) 


本 例 还 可 用 另 一 办 法 求解 。 我 们 可 以 先 求 出 MR 与 MC 郴 
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数 ,然后 令 二 者 相等 , 即 求 其 交点 。 因 为 

R’(Q) =1200 - 4Q 

C'(Q) =3Q’ -122.5Q + 1528.5 
令 两 个 函数 相等 ,将 得 到 一 个 与 dx /dQ =0 相 一 致 的 二 次 方程 ， 
它 能 产生 两 个 与 前 面 一 样 的 临界 值 。 


三 次 总 成 本 函数 的 系数 


在 上 面 例 3, 我 们 使 用 了 三 次 函数 来 表示 总 成 本 函数 。 如 图 
9.6a 所 示 ,传统 的 总 成 本 曲线 C= C(Q) 被 假定 含有 两 个 “ 扭 
动 ,从 而 形成 一 个 凹 孤 ( 递 减 的 边际 成 本 ) 和 一 个 凸 弧 (递增 的 边 
际 成 本 )。 因 为 三 次 函数 ,如 图 9.4 所 示 ,总 是 含有 两 次 波动 ,所 以 
它 能 够 很 好 地 充当 这 一 角色 。 但 图 9.4 还 提醒 我 们 警惕 一 个 问 
题 :三 次 函数 的 图 形 可 能 产生 一 个 向 下 倾斜 的 弧 段 ,而 要 使 总 成 本 
函数 具有 经 济 意义 , 它 必须 始终 保持 向 上 倾斜 (更 大 的 产 出 要 承担 
更 高 的 成 本 )。 如 果 我 们 要 运用 的 成 本 函数 为 

C= C(Q)= aQ +pQ-+cQ+d (9.3) 
则 有 必要 对 参数 施 以 适当 的 限制 ,以 防止 C 曲线 向 下 倾斜 。 

描述 上 述 要 求 的 另 一 种 方式 是 :MC 函数 必须 处 处 为 正 ; 仅 当 

微分 ,我 们 得 到 MC 函数 

MC = C(Q) =3aQ-+2p5Q + (9.4) 
因为 它 是 一 个 二 次 函数 ,所 以 其 图 形 如 图 9.6c 中 的 抛物 线 。 要 使 251 
MC 曲线 处 处 为 正 ( 位 于 横 轴 之 上 ) ,必须 使 抛物 线 为 U 形 ( 换 言 
之 ,为 倒 U 形 。) 因 此 ,(9.4) 中 的 Q* 项 的 系数 必须 为 正 , 即 我 们 


必须 限定 >0。 然 而 ,此 限制 绝 非 充分 条 件 ,因为 U 形 MC 曲线 
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的 最 小 值 称 其 为 MCwi,( 一 个 相对 极 小 值 ,也 可 能 怡 好 是 绝对 
极 小 值 ) 一 一 仍 可 能 出 现 于 横 轴 之 下 。 因 此 我 们 下 一 步 必 须 求 出 
MCnin， 并 确定 使 其 为 正 所 需 的 参数 限制 。 

根据 我 们 关于 相对 极 值 的 知识 ,MC 的 相对 极 小 值 将 出 现 于 





dad 加 _ 
QMC= oaQ + 26=0 
满足 一 阶 条 件 的 产 出 水 平 是 
xx _ 一 20 _ -bb 
Q = 6a 3a 


它 使 MC 最 小 化 (而 非 最 大 化 ), 因 为 考虑 到 a >0, 二 阶 导数 
d“(MC)/dQ?=6a 一 定 为 正 、 知道 了 Q* ,现在 我 们 就 可 以 计算 
MCain 了 ,但 我 们 现在 也 可 以 由 它 来 推断 系数 5 的 符号 。 因 为 可 排 
除 负 的 产 出 水 平 ,所 以 我 们 知道 不 能 为 正 (给 定 a >0)。 进 而 , 因 
为 在 某 一 正 的 产 出 水 平 , 边 际 收益 递减 规律 成 立 , 即 MC 在 初始 阶 
段 下 降 ,Q "应 为 正 而 不 是 为 零 。 因 此 ,我 们 必然 有 约束 5<0。 
现在 将 MC 最 小 的 产 出 Q "代入 (9.4) 以 求 得 MC 就 很 简单 了 


La 二 05 二 3ac 一 六 
MCmin = 3a (3 ) +26 3 +c 二 3 


因此 ,为 保证 MC 为 正 , 我 们 还 必须 施加 约束 2 82<3ac。 这 最 


@ ”此 约束 也 可 以 通过 完全 平方 法 得 到 。MC 函数 可 连续 变换 如 下 : 


MC =3aQ* +26Q+e 


2 2 
= (3aQ?+26Q + 各 -+c 
3a 3a 


i pp2 a 
= (VizQ + 各) + 
位 
因为 平方 表达 式 有 可 能 为 零 ,在 知道 a >0 的 情况 下 , 仅 当 22<3ac 时 ,MC 为 正 才 能 得 
到 保证 。 
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后 一 个 约束 ,实际 上 也 意味 着 约束 C >0( 为 什么 ?)。 

上 述 讨 论 涉及 三 个 参数 Co、c。 那 么 男 一 个 参数 d 呢 ? 管 252 
案 是 对 d 也 需要 加 以 限制 ,但 它 与 保持 MC 为 正 无 关 。 若 我 们 令 
(9.3) 中 的 Q=0, 我 们 求 得 C(0)= 4d4。 因 此 ,4 的 作用 仅 在 于 决 
定 MC 曲线 的 纵 截 路 ,而 与 其 斜率 无 关 。 因 为 4 的 经 济 意义 是 固 
定 成 本 ,所 以 适当 的 约束 ( 仅 在 短期 ) 应 当 是 d >0。 

总 之 ,总 成 本 函数 (9.3) 的 系数 应 被 施加 如 下 限制 ( 仅 与 短期 
有 关 ): 

c,d>0 <0 和 <3ac (9.5) 
正如 你 能 够 验证 的 那样 , 例 3 中 的 C(Q) 防 数 确实 满足 (9.5)。 


向 上 倾斜 的 边际 收益 曲线 


在 图 9.6c 中 边际 收益 曲线 被 表示 成 一 条 处 处 向 下 倾斜 的 曲 
线 ,当然 ,这 也 是 在 不 完全 竞争 条 件 下 厂商 MR 曲线 的 传统 画 法 。 
但 是 , 绝 不 能 事先 排除 MR 曲线 部 分 ,其 至 全 部 向 上 倾斜 的 可 能 
性 。0 
给 定 平均 收益 函数 AR= FUQ) ,边际 收益 函数 可 以 表示 成 
MR=f(Q)+ Qf(Q) | 由 (7.7)] 
MR 曲线 的 斜率 则 可 由 下 述 导 数 确定 253 


向 MR= 三 Q)+F(Q)+QFIQ)=2FQ)+QF(Q) 


只 要 AR 曲线 回 下 倾斜 (正如 在 不 完全 竞争 市 场 中 那样 ), 则 


这 一 点 在 约 和 其"P. 丰 比 , 斯 蒂 分 ` 拉 森 和 往 姆 斯 "史密斯 的 论文 “需求 定律 、 正 
斜率 的 边际 收益 以 及 多 重 利润 均衡 "中 被 重点 揭示 出 来 。 此 论文 载 于 《经 济 探索 》， 
1982 年 4 月 ,第 303 一 311 页 。 
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2f(Q@) 必 定 为 负 。 但 QF(Q) 可 能 为 负 ,或 者 是 零 ,也 可 能 为 正 ， 
这 取决 于 AR 函数 二 阶 导数 的 符号 , 即 取决 于 AR 曲线 是 严格 四 
的 、 线 性 的 ,还 是 严格 凸 的 。 如 果 AR 曲线 是 严格 凸 的 ,无 论 是 全 
部 (如 图 7.2 所 描述 的 那样 ) ,还 是 沿 着 一 个 特定 的 弧 段 ,那么 ,( 正 
的 ) QF(Q) 大 于 ( 负 的 )2f(Q), 从 而 导致 MR 曲线 全 部 或 部 分 
向 上 倾斜 的 可 能 性 是 存在 的 。 

例 4 邻 平均 收益 郴 数 为 
正如 可 验证 的 那样 ( 见 练习 9.4 一 7) ,此 函数 给 出 向 下 倾斜 的 AR 
曲线 ,所 以 适 于 不 完全 竞争 下 的 厂商 。 因 为 

AR= f(Q)=8000-23Q+1.1Q’ -0.018Q? 
由 此 得 MR 的 斜率 为 

MR= f(Q)+ QF(Q)=8000- 46Q +3.3Q’ -0.072Q3 
因为 这 是 一 个 二 次 方程 , 且 因 Q? 的 系数 为 负 , 所 以 如 图 9.5 所 
示 ,dMR/dQ 必定 可 以 对 Q 绘 成 一 个 倒 U 形 曲线 。 若 此 曲线 的 
一 部 分 恰好 位 于 横 轴 之 上 , 则 MR 的 斜率 将 取 正 值 。 

令 MR/dQ =0 并 应 用 二 次 公式 ， 我 们 求 得 二 次 函数 的 两 个 
根 为 Qi=10. 76，Q:=19. 79 (近似 值 )。 这 意味 着 对 于 在 开 区 
间 (Qi，Q2:) 的 Q 值 ，dMR/4dQ 曲线 确实 位 于 横 轴 之 上 。 所 
以 在 Qi 和 Q, 之 间 的 产 出 水 平 上 上， 边际 收益 曲线 的 斜率 确实 为 
正 。 

MR 曲线 上 存在 正 斜 率 的 弧 自 具有 有 趣 的 含义 。 外 形 较 多 的 
弯曲 MR 曲线 可 能 会 与 MC 曲线 产生 不 止 一 个 满足 利润 最 大 化 
二 阶 充分 条 件 的 交点 。 然 而 ,尽管 这 些 交 点 构成 了 局 部 最 优 , 但 仅 
有 一 个 是 厂商 追求 的 全 局 最 优 。 


328 


练习 9.4 


1 以 二 阶 导数 检验 , 求 y 的 相对 极 大 值 和 极 小 值 : 


_ _ .2 
(a) y= 27 +8zx125 (c) 9= 半 z3-3z2+5z+3 


(8) y=z3+6z +7 (4) y= 二 3- (z 关 方 ) 

2 格林 萨 姆 先生 想 在 他 的 房子 边 设 计 一 个 长 方形 花坛 ,另外 三 边 以 金 
属 网 围 上。 他 只 有 32 英尺 金属 网 可 用 。 当 和 矩形 的 长 上 和 宽 W 为 多 少时 , 才 
能 使 种 植 面积 最 大 ? 你 如 何 保 证 你 给 出 的 答案 能 得 到 最 大 面积 ,而 不 是 最 小 
面积 ? 

3 某 厂 商 有 如 下 总 成 本 与 总 需求 函数 : 


C=Q -7Q +11Q+50 
Q=100—P 
(a) 此 总 成 本 函数 是 否 满足 (9. 5) 的 系数 限制 ? 
(5) 写 出 以 Q 表示 的 总 收益 函数 尺 。 
(c) 列 出 以 Q 表示 的 总 利润 图 数 r。 
(qd) 求 出 利润 最 大 化 的 产 出 水 平 Q 。 
(e) 最 大 利润 是 多 少 ? 
4 若 (9.3) 中 的 系数 5 为 零 ,边际 成 本 曲线 与 总 成 本 曲线 将 会 如 何 ? 
5 二 次 利润 函数 r(Q)= AhQ’+jQ+ 上 用 于 下 列 假 设 : 254 
(a) 车 什么 也 不 生产 ,由 于 固定 成 本 的 关系 ,利润 将 为 仙 。 
(5) 利润 画 数 为 严格 中 函数 。 
(c) 在 正 产 出 水 平 Q 达到 利润 最 大 化 。 这 要 求 对 参数 进行 何 种 限制 ? 
6 某 完全 竞争 厂商 有 单一 可 变 投 入 L (劳动 ), 每 期 工资 率 为 多 0。 若 
该 厂商 每 期 的 固定 成 本 为 下 美元 ,产品 的 价格 为 Po: 
(a) 写 出 厂商 的 生产 联 数 、 收 益 哺 数 .成 本 孙 数 和 利润 晃 数 。 
(56) 何 为 利润 最 大 化 的 一 阶 条 件 ?” 解释 此 条 件 的 经 济 意 义 。 
(c) 什么 样 的 经 济 环境 才能 保证 利润 最 大 而 不 是 最 小 ? 
7 用 下 列 步 又 验证 例 4 中 的 AR 曲线 具有 负 的 斜率 : 
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(a) 以 S 标示 AR 的 斜率 ; 写 出 一 个 S 的 表达 式 。 
(6) 运用 二 阶 导数 检验 , 求 S 的 极 大 值 , 即 Sox。 
(c) 则 由 Su 的 值 可 推断 出 AR 曲线 的 斜率 为 负 。 


9.$ 关于 麦克 劳 林 级 数 与 
泰勒 级 数 的 题 外 讨论 


现在 我 们 到 了 开发 一 种 新 的 相 验 方法 的 时 候 了 。 即 便 二 阶 导 
数 在 稳定 点 的 值 为 零 时 ,这 种 方法 也 可 以 应 用 。 但 在 此 之 前 ,我 们 
有 必要 先 讨论 如 何 将 函数 y= f(x) 分 别 “展开 ”为 我 们 所 知道 的 
麦克 劳 林 级 数 (在 点 x =0 附近 展开 ) 和 泰勒 级 数 (在 任意 点 x = 
zo 附近 展开 ) 的 问题 。 

在 目前 的 内 容 中 ,在 zo 附近 展开 函数 y= f(z) 意 味 着 把 此 
函数 变换 成 一 个 多 项 式 ,其 中 各 项 系数 均 以 导数 广 (zo) ,f(z0) 
等 来 表示 一 一 所 有 导数 均 在 展开 点 ze 处 计算 其 值 。 在 麦克 劳 林 
级 数 中 , 均 在 z=0 处 计算 各 阶 导数 的 值 ,所 以 在 系数 中 我 们 有 矿 
(0) (0) 等 。 展开 的 结果 可 以 称 为 宕 级 数 , 因 它 是 由 短 函 数 构成 
的 多 项 式 。 





多 项 式 函 数 的 麦克 劳 林 级 数 


我 们 首先 考察 ”次 多 项 式 函 数 
f(z) 一 Q0 十 CGIZ 十 CD 十 asx’ 十 Cd 二 "+ anr” 
(9.6) 


的 展开 。 因 为 这 涉及 将 一 个 多 项 式 变换 为 另 一 个 多 项 式 ,似乎 这 
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是 一 种 毫 无 意义 、 毫 无 目的 的 练习 ,但 它 实际 上 能 够 清楚 地 阐明 函 
数 展开 的 思想 。 
因为 展开 后 的 竹 级 数 包 含 函 数 f 的 各 阶 导数 ,所 以 我 们 首先 255 
求 出 这 些 导 数 。 对 (9.6) 连 续 求 导 ,我们 得 到 以 下 各 阶 导数 : 
f (x) =art2ar + 3ar + 4aar + + nant™ 
f(x) =2a2 + 3(2)a3r + 4(3)asr + … 
+ n(n 一 1)aza 
fF (rx) =3(2)a3 + 4(3)(2)a4r + … 
+ n(n—-1)(n 一 2)anz 
f(z) =4(3)(2)a4 + 5(4)(3)(2)asz + 
+ n(n—1)(n -2)(n — 3)ar” 


fx) =n(n 1)n 2)(n -3)…(3)(2)(1)a， 


注意 ,每 次 逐次 求 导 , 项 数 就 减少 一 个 一 一 加 在 前 面 的 常数 项 消失 
了 一 一 直至 n 人 阶 导 数 , 剩 下 一 个 常数 项 (乘积 项 )。 这 些 导 数值 可 
在 不 同 的 z 值 处 计算 ;这 里 我 们 将 在 x =0 处 计算 ,结果 所 有 含有 
x 的 项 将 消失 。 于 是 我 们 得 到 如 下 非常 整洁 的 导数 值 : 
大 (0) =al fF(0)= 2a, fF (0) = 3(2)a; 
f°2(0) =4(3)(2)as … 
Fr)(0) =n(n -ta 一 2)(2a 一 3) … 
(3)(2)(1)a, 
车 我 们 现在 采用 简写 符号 n! ( 读 作 :nn 的 阶乘 ) ,定义 为 


nl 二 n(n 一 1)(n 一 2)… (3)(2)(1) (n= 正 整 数 ) 
331 


(9.7) 





因而 如 21 =2x1=2,3!1 =3x2x1=6 等 。(01 定义 为 等 于 
1), 则 结果 (9.7) 可 重 写 成 : 

‘(0) _ fF(0) _ fF(0) r(4)(0) 

1! 2 337 3! “4 4! 


他 1 一 


fF‘ (0) 


” nl! 
将 其 代入 (9.6) 并 利用 f(0) = ao 这 一 明显 的 事实 ,我们 现在 可 以 
将 已 知 函 数 f(x ) 表 示 成 一 个 新 的 多 项 式 , 其 中 的 系数 用 z=0 时 
的 导数 值 表示 :人 


f(x) = + 2 + rt 
r+ ... + (0 (9.8) 


这 个 新 的 多 项 式 , 即 多 项 式 范 数 Fz) 的 麦克 劳 林 级 数 ,表示 函数 
f(z) 围 绕 零 (z=0) 展 开 。 
256 例 1 求 
f(r)=2+4r+3x? (9.9) 

的 麦克 劳 林 级 数 。 此 函数 有 导数 

f(r)=4+6r 时 = 4 

广 (z)=6 f(0)=6 
麦克 劳 林 级 数 为 


fx) =f(0)+ fF (0)x+ 0 


@ 因为 0! =1 和 1! =1, 所 以 (9.8) 式 等 号 右 侧 的 前 两 项 可 以 简单 地 分 别 写成 
fA(0) 和 f(0)z ,我 们 这 里 在 分 母 中 写 上 0! 和 1! 是 为 了 引起 读者 对 展开 式 中 不 同 项 
间 的 对 称 性 的 注意 。 
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这 验证 了 麦克 劳 林 级 数 确 实 正 确 地 表示 了 给 定 的 畏 数 。 
多 项 式 函 数 的 泰勒 级 数 


更 一 般 地 ,多 项 式 函 数 (9.6) 可 在 任意 点 x = xo 附近 展开 ,而 
不 一 定 非 在 零 处 展开 。 为 简化 起 见 , 我 们 利用 具体 的 二 次 函数 
(9.9) 来 对 此 加 以 解释 ,然后 再 将 此 结果 一 般 化 。 

为 了 围绕 一 个 特定 点 zo 展开 函数 ,我 们 可 先 把 任意 给 定 的 工 
值 看 成 异 于 zo 的 点 。 更 具体 地 ,可 令 r= xro+6, 其 中 6 表示 与 
zo 的 偏差 。 根 据 这 些 解释 ,已 知 函 数 (9.9) 及 其 导数 现在 则 成 为 : 

f(x) =2+4(zro +6) +3(zro + 6)? 
f (x)=4+6(xo + 6) (9.10) 
f(z)=6 
”我 们 知道 ,表达 式 (z+8) = x 在 函数 中 是 一 个 变量 ,但 在 目前 情 
况 下 ,zo 是 一 个 固定 值 ,在 (9.10) 中 仅 有 5 可 视 为 变量 。 因 此 ， 
f(z) 实 际 上 是 5 的 函数 ,比如 可 表示 为 g (6): 
g(8) =2+4(ro +6)+3(zo +6) [= f(z)] 
其 导数 为 z 
g' (8) =4+6(zxo +8) [= f(z)] 
g (68) =6 [三 f(x)] 

我 们 已 知道 如 何在 零 (§=0) 的 某 邻 域内 展开 g (5)。 根 据 

(9.8) ,如 此 展开 将 得 到 麦克 劳 林 级 数 : 


g(0) = + E+ Ey (9.11) 


但 因 我 们 令 x = zxo+ 5, 所 以 8=0 意味 着 x = xo, 因 此 在 恒等式 257 
333 


g(5) 三 f(z ) 的 基础 上 ,对 5=0 的 情况 ,我 们 可 以 写成 

g(0)= f(zxo) g (0)= f(zxo) g (0)= f(zx0) 
将 结果 代入 (9.11), 我 们 求 得 表示 函数 f(x) 在 xo 附近 展开 的 结 
有 果 。 因 为 其 系数 包含 导数 f(xo), 了 (xo) 等 ,这 些 导数 均 在 
工 = zo 处 计 和 值 : 


f(x)[ = g(5)] = ~ f(xo) Cz) 


(rz ro)t+ 


ow, _ zo) (9.12) 


读者 可 将 此 结果 , 即 f(z ) 的 泰勒 级 数 与 (9.11) 中 g(8) 的 麦克 劳 
林 级 数 进 行 比较 。 
因为 对 于 所 考察 的 具体 函数 (9.9), 我 们 有 : 
f(xzo)=2+4z0+3zx0 f(x0o)=4+6zxo f(zx0)=6 
泰勒 公式 (9.12) 将 产生 


f(z) =2+4zxo+ 3zé + (4+ 6x0)(x 一 TXT0) + 9 (a 一 ro)” 


=2+4x+3zx? 
这 验证 了 泰勒 级 数 确 实 正 确 表 示 了 给 定 函 数 。 
展开 式 (9.12) 可 推广 应 用 于 (9.6) 的 n 次 多 项 式 。 一 般 化 的 
泰勒 级 数 公式 为 
Lo) ,f(zxo) 
11! 





f(x) = 一 (2 20) + Tr -2+ 


(n) zx 
+ ro) (9.13) 


此 式 与 (9.8) 的 麦克 劳 林 级 数 的 差别 仅 在 于 zx。 取代 零 作 为 展开 
点 ,以 及 以 (x 一 ro) 取代 了 xo(9.13) 告 诉 我 们 ,已 知 n 次 多 项 式 
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f(xz), 如 果 我 们 在 (9.13) 右 边 的 项 中 (比如 ) 令 x =7, 选 择 任意 数 
x0;， 则 计算 这 些 项 的 值 并 将 其 相 加 ,我 们 将 准确 地 得 到 f(7), 即 f 
(z) 在 z=7 的 值 。 

例 2 取 zo=3 作 为 展开 点 ,我 们 可 将 (9.6) 等 价 地 写成 


f(z) = 1(3) + 六 3)(z -3) + Nr -3)2+ 
十 f(a — 3)” 


任意 函数 的 展开 


迄今 为 止 ,我们 已 说 明了 如 何 将 一 个 n 次 多 项 式 以 另 一 种 形 
式 的 ”次 多 项 式 来 表示 。 正 如 要 证 明 的 那样 ,只 要 任意 函数 pz) 
(不 必 一 定 是 多 项 式 ) 在 展开 点 zo 具有 有 限 、 连 续 和 直至 所 需 阶 258 
数 的 导数 , 就 有 可 能 将 其 以 类 似 于 (9.13) 的 多 项 式 形式 表示 。 
根据 被 称 之 为 泰勒 定理 的 数学 命题 ,给 定 任意 函数 $(z) , 若 
我 们 知道 此 函数 在 x = zo 的 值 (ze) 和 其 在 zo 的 导数 值 和 (zo)、 
入 (zo) 等 等 , 则 此 函数 可 在 点 ze 的 邻 域 展开 如 下 (n 为 任意 选 定 
的 正 整数 ): 


$( xo) ?Cos 


pz) = [Mo) Fn) i) + tr) 


(x 一 Xx0) 十 


yn 


及】 





(x zo)" |+ RFR, (9.14) 
三 下 + R, 
其 中 P, 表示 括号 内 的 前 (n +1) 项 n 次 多 项 式 , R, 表示 余 项 ;2 


DD 不 要 把 符号 RR, (remainder) 与 符号 R"(n 维 空间 相 混 消 )。 
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余 项 这 个 概念 下 面 再 解释 。 民 , 的 存在 使 得 (9.14) 有 别 于 (9.13)， 
因此 ,(9.14) 被 称 作 带 有 余 项 的 泰勒 级 数 。 多 项 式 已 , 的 类 型 与 
余 项 R, 的 大 小 取决 于 我 们 如 何 选 择 n 值 。n 值 越 大 ,P, 中 的 项 
数 越 多 ;相应 地 ,对 每 一 个 不 同 的 n,R, 也 有 不 同 的 值 。 这 个 事实 
说 明了 给 这 两 个 符号 加 上 下 标 nn 的 必要 性 。 为 便于 记 亿 ,我 们 可 
以 把 n 视 为 P, 中 最 高 阶 导 数 的 阶 数 。( 在 n =0 的 特殊 情况 下 ， 
P, 中 根本 不 会 出 现 导 数 。) 

在 (9.14) 中 出 现 R, ,是 由 于 我 们 这 里 讨论 的 是 任意 函数 中 ， 
它 不 能 总 是 被 精确 地 变换 为 (9.13) 所 示 的 多 项 式 形式 。 因 此 , 它 
包括 一 个 余 项 作为 已 , 的 补充 ,以 表示 $(z) 与 多 项 式 已 的 区 别 。 
从 另 一 个 角度 看 ,P, 可 视 为 一 个 近似 于 $(z) 的 多 项 式 ,而 R, 则 
是 近似 误差 的 度量 。 例 如 , 若 我 们 选择 n =1, 则 我 们 有 

$Cz)= [bro) + (ro (rz— zo)+ RI= P+ Ri 

其 中 Pi 包括 n+1=2 项 ,并 构成 了 (xz) 的 线性 近似 。 若 n =2， 
则 会 出 现 2 次 大 的 项 ,所 以 


中 (zo) 


bz)= | $0) tH (zor xo) + H(z- zo)* |+R, 


= P,+R, 
其 中 P; 包括 n +1=3 项 , 它 是 $(z) 的 二 次 近似 ,等 等 。 

259 我 们 应 当 顺 便 提 一 句 , 任 意 函 数 4(z) 显 然 应 当 包 括 ”次 多 
项 式 (9.6)。 当 然 这 是 它 的 一 个 特例 。 在 后 一 种 情况 下 ,如 果 将 其 
展开 成 一 个 n 次 多 项 式 , 则 (9.13) 的 结果 完全 可 以 应 用 。 换 句 话 
说 ,我们 可 以 应 用 (9.14) 的 结果 ,但 R, =0, 但 车 给 定 的 n 次 多 项 
式 展 开 为 一 个 低 次 多 项 式 , 则 后 者 只 能 视 为 f(x ) 的 近似 , 且 余 项 


会 出 现 ;相应 地 ,(9.14) 中 的 结果 只 能 应 用 非 零 的 余 项 。 因 此 ， 
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(9.14) 类 型 的 泰勒 级 数 是 非常 一 般 化 的 。 
例 3 在 点 zo=1 的 某 邻 域内 展开 如 下 非 多 项 式 函 数 , 取 


7 一 4: 


P(r)= TT 


我 们 需求 出 (xz) 的 前 四 阶 导 数 


$ (zx)=- (1+x) 
(zr)=2(1+ x) 
(xz)=—6(1+x) 4 


$x)=24(1+ rx) s 


我 们 还 可 以 看 到 #(1) = 方 。 因 此 


从 而 (1) = 一 (2) 一 = 


二 1 
4 
a 一 _1 
(1) =2(2) -3= 二 
PPz 加 时 汪汪 时 一 一 3 


$0(1)=24(2) = 地 


, 令 (9.14) 中 的 x0 二 1, 并 运用 上 


面 推导 的 结果 ,我 们 得 到 如 下 带 有 余 项 的 泰勒 级 数 : 
1 1, _ 1 
p(x)= 3 4 (x 1)+ 8 (x 1) 1E(z 1)” 


0 

当然 ,选择 xo = 0 作为 展开 点 也 是 可 以 的 。 在 这 种 情况 下 ， 
令 (9.14) 中 的 ZT0 王 0, 展开 的 结果 将 是 带 有 余 项 的 麦克 劳 林 级 数 。 

例 4 在 zo=1 附近 展开 下 列 二 次 函数 , 取 n=1: 

1 
像 例 1 中 (9.9) 式 一 样 ,此 函数 为 一 个 二 次 多 项 式 , 但 我 们 的 任务 
各 是 将 其 展开 成 “次 多 硕 趟 (4 =。 即 求 出 给 定 二 次 函数 的 线性 260 
近似 ,所 以 ,必然 会 出 现 余 项 。 因 此 ,为 进行 泰勒 展开 ,将 (xz) 视 
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为 一 个 “任意 ”函数 。 
为 完成 这 一 展 升 ,我 们 仅 需 一 阶 导 数 中 (x)= 二 2+2x。 在 
Zo=1 处 计 值 ,给 定 函 数 及 其 导数 产生 
$xo)= $(1)=8 $' (zo)=$(1)=4 
因此 , 带 有 余 项 的 泰勒 级 数 为 
P(rz) =$(xo) + (ro)(r— zx0)+ RI 
=8+4(x -1)+ R=4+4xr+R 
其 中 (4+ 4z) 项 表示 线性 近似 ,Ri 项 则 代表 近似 误差 。 
在 图 9.7 中 ,$(z) 的 图 形 是 一 个 抛物 线 , 而 其 线性 近似 , 则 是 
bz ) 曲 线 在 点 (1,8) 的 切线 。 切 点 在 x = 1 处 出 现 并 非 由 于 巧合 ; 
相反 , 它 是 展开 点 确定 在 那个 特定 的 值 C(zo=1) 的 直接 结果 。 这 


14 


p(x} = 5+ 2x+x2 12 
10 A 


8 (1, 8) 


图 9.7 


表明 , 当 任 意 函 数 内 z) 被 近似 地 表示 成 一 个 多 项 式 时 ,后 者 将 给 
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出 中 (xz) 在 展开 点 (但 仅仅 是 在 展开 点 ) 的 确切 值 ,其 误差 为 零 ， 
(Ri1=0)。 在 其 它 点 ,Ri 严格 不 等 于 零 ,而 且 当 近似 &z) 的 z 值 
越 来 越 远离 展开 点 xo 时 ,Ri 则 反映 了 不 断 增 大 的 近似 误差 。 


余 项 的 拉 格 朗 日 型 261 


现在 我 们 必须 对 余 项 作 进 一 步 讨 论 。 根 据 余 项 的 拉 格 朗 日 
型 ,我 们 可 以 将 R, 表示 为 : 


(n+1) 
R, = (x 一 0 )27 (9.15) 


其 中 P 为 是 位 于 xz (我 们 要 计算 任意 肾 数 中 的 值 的 点 ) 与 xo( 我 们 
展开 函数 中 的 点 ) 之 间 的 某 个 数 。 注 意 ,这 个 表达 式 与 (9.14) 中 从 
逻辑 上 看 紧 接 着 已 , 中 最 后 一 项 的 那 一 项 非常 相似 ,只 是 这 里 涉 
及 的 导数 在 点 PP 而 不 是 在 zo 计 值 。 此 外 因为 点 P 没有 设 定 , 所 
以 我 们 不 能 依据 此 式 计 算 R, ;不 过 它 确 实 具有 很 重要 的 分 析 意 
义 。 所 以 ,我 们 以 图 形 来 解释 其 含义 ,尽管 我 们 仅 能 对 n =0 的 简 
单 情 况 加 以 说 明 。 
当 n=0 时 ,在 多 项 式 Po 中 不 会 出 现任 何 导数 ,因此 ,(9.14) 
简化 为 
$x) =Po+ Ro = p(xro) + h(p)(r — ro) 
或 x) 一 (x0) = (Pp)(r — ro) 
这 个 结果 一 一 亦 即 中 值 定 理 的 简化 形式 一 一 表明 函数 中 在 zo 的 
值 与 在 任意 其 它 xz 处 的 值 之 差 可 以 表示 为 差 (x - xo) 与 在 p(p 
是 xz 与 xo 间 的 某 点 ) 计 值 的 导数 上 的 积 。 让 我 们 观察 图 9.8, 其 
中 函数 $z) 是 一 条 在 各 点 均 有 导数 的 连续 曲线 。 令 ze 为 选 定 的 262 
展开 点 ,zx 为 横 轴 上 的 任意 点 , 若 我 们 以 $(zo) 近 似 表示 内 zz) ,或 
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图 9.8 
以 距离 zoA 近似 表示 zB ,其 误差 将 为 W(z) -中 zo), 或 者 距离 
CB 。 中 值 定 理 的 含义 是 :误差 CB( 即 展开 式 中 余 项 Ro 的 值 ) 可 
以 表示 成 中 (p)(x 一 x0), 其 中 pp 为 xz 与 zo 间 的 某 点 。 首 先 ,在 
曲线 上 A 点 与 B 点 之 间 ,我 们 确定 点 DD ,使 得 过 点 DD 的 切线 平行 
与 AB; 因 为 由 A 到 5B 的 曲线 是 连续 .平滑 的 ,所 以 这 个 DD 点 必定 
存在 。 则 余 项 将 为 

CB 


Ro = CB= XC'AC= (AB 的 斜率 )* AC 

= (D 点 切线 的 斜率 ) AC 

= (曲线 在 z = p 的 斜率 ): AC 

=$(p)(x -xo) 
其 中 pp 点 正如 所 要 求 的 那样 ,位 于 z 与 zo 之 间 。 这 证 明了 在 > 
=0 情况 下 余 项 的 拉 格 朗 日 型 的 合理 性 。 我 们 总 可 以 将 Ro 表示 
成 加 (p)(z 一 zo), 因 为 尽管 不 能 确定 p 的 具体 值 ,但 我 们 可 以 肯 
定 ,这样 的 点 是 存在 的 。 
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方程 (9.15) 提 供 了 一 种 表示 余 项 R, 的 方式 ,但 它 不 能 排除 
R, 作为 zz) 与 多 项 式 P, 之 间 偏 差 的 根源 。 然 而 , 若 怡 好 有 

当 n 一 时 ，R, 一 0 使 得 

当 n—>% 时 , P, > p(x) 
则 通过 选择 足够 大 的 n 值 , 即 在 多 项 式 P, 中 包括 足够 多 的 项 ,2 
就 可 以 使 P, 对 (xz) 的 近似 达到 我 们 需要 的 精度 。 在 这 种 (方便 
的 ) 情 况 下 ,我 们 说 泰勒 级 数 在 该 展开 点 收敛 于 $(x)。 我 们 将 于 
后 面 10.2 节 中 讨论 一 个 这 样 的 例子 。 


练习 9.5 


1 求 下 列 阶 乘 的 值 ， 
(a) 5! (6) 71 (0) 全 (d) 9 (e) 各 
2 求 下 列 函 数 麦 克 劳 林 级 数 的 前 五 项 ( 取 n=4, 并 令 zo=0) 
(a) $xz) = 天 一 (5b) #(z) 一 工 二 工 


1 十 并 
3 求 上 题 两 个 函数 的 泰勒 级 数 , 取 n=4, xo= 二 -2。 
4 根据 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 级 数 [ 见 (9.14) 和 (9.15)1, 证 明 在 
展开 点 (z= zo) 的 泰勒 级 数 总 是 给 出 在 该 点 的 精确 值 $(xo) ,而 不 仅仅 是 近 
似 值 。 





中 ”这 使 我 们 想起 在 5.7 节 中 讨论 的 ,通过 近似 求 送 矩阵 的 方法 。 
341 


9.6 一 元 函数 相对 极 值 的 n 阶 导 数 检验 


在 当 ?2 一 co ,RR, 一 0 的 情况 下 ,将 函数 展开 成 泰勒 (或 麦克 劳 
林 ) 级 数 , 是 一 种 很 有 用 的 近似 计算 方法 ,但 我 们 现在 关心 的 是 应 
用 这 种 展开 式 导 出 相对 极 值 的 一 般 检 验方 法 。 


泰勒 展开 式 与 相对 极 值 


作为 导出 这 种 检验 方法 的 预备 性 步骤 ,我 们 将 相对 极 值 重 新 
定义 如 下 : 

对 于 在 xo 最 近邻 域内 的 值 (包括 zo 左右 两 边 的 zx 值 ), 如 
果 f(z) 一 了 (xzo) 为 负 ( 正 ), 则 函数 f(z ) 达 到 极 大 ( 极 小 ) 值 。 

参考 图 9.9 会 使 这 一 定义 更 清楚 。 在 图 中 ,zi 是 zo 左边 的 
rz 值 ,zx, 是 xo 右边 的 xz 值 。 在 图 a 中 ,F(zo) 是 相对 极 大 值 , 因 
此 f(xzo) 大 于 f(x1) 和 f(z,)。 简 言 之 ,对 在 zo 的 最 近邻 域内 的 
任意 工 值 ,F(z)- f(zxo) 为 负 。 图 5 中 给 出 的 相反 的 情形 也 同样 
成 立 ,其 中 f(zro) 是 相对 极 小 值 ,因此 , F(z)- f(zxo)>0。 

假设 f(z ) 在 点 z= zo 具有 有 限 的 ,至 我 们 所 需 阶 数 的 连续 
导数 , 则 函数 f(z)( 不 必 一 定 是 多 项 式 ) 可 在 zo 的 邻 域内 展开 为 
泰勒 级 数 。 在 (9.14) 的 基础 上 ( 仅 需 将 $ 变 为 f), 并 运用 余 项 的 
拉 格 朗 日 型 ,我们 可 写 出 : 





f(x)- f(ro) = 三 (Czo)(z — zo)+ fe 一 Z0) 十 …- 
7) zx n+1) 
十 ro), 一 xo)” 十 ne 加 0)zt1 (9.16) 
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图 9.9 
如 果 对 zo 最 近邻 域内 的 x 值 ,我 们 可 以 确定 表达 式 f(z) 一 


f(z0o) 的 符号 ,那么 对 Ftzo) 是 否 是 相对 极 值 ,若是 ,是 相对 极 大 264 
值 还 是 极 小 值 ,我 们 便 可 得 出 结论 。 为 此 ,有 必要 考察 (9.16) 右 边 
的 和 。 在 和 中 共有 n+1 项 ,其 中 P, 中 有 nn 项 ,再 加 上 一 个 余 项 ， 
因此 ,实际 的 项 数 是 不 确定 的 , 它 取 决 于 我 们 选 定 的 n 值 。 但 通 
过 选择 适当 的 ,我 们 总 可 以 保证 右边 只 有 一 项 ;这 样 ,计算 f(z) 

一 了 (zo) 的 符号 ,确定 f(zo) 是 否 是 极 值 ;车 是 , 属于 哪 类 极 值 等 

便 极 大 地 简化 了 。 


某 些 特例 


通过 一 些 具 体 说 明 ,以 n 阶 导 数 检 验 相对 极 值 的 方法 就 会 变 
得 更 清楚 。 

特例 1 f(zxo) 顽 0 

者 在 xo 处 一 阶 导 数 不 为 零 , 我 们 选择 n=0, 则 在 右边 仅 有 nn 
+1=1 项 , 即 只 有 余 项 Ro。。 即 我 们 有 
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Hz)- fro)= Lz- 0)=f(p) (zzo) 


其 中 p 是 在 zo 与 xo 的 最 近邻 域 中 的 x 值 之 间 的 一 个 数 。 注 意 ， 
p 与 xo 必定 非常 非常 地 接近 。 

右边 表达 式 的 符号 是 什么 ? 因为 导数 的 连续 性 ，/'(p) 将 与 
(zo) 具有 相同 的 符号 ， 因 为 如 前 所 述 ，p 必定 非常 非常 接近 于 
zo 。 在 目前 情况 下 ，/'(p) 必 定 为 非 零 。 事 实 上 ， 它 必定 为 某 一 
具体 的 正 数 或 负数 。 当 我 们 从 xo 的 左边 移 至 ze 的 右边 ,x 从 
< zo 的 数值 变 为 zx > ze 的 数值 ( 见 图 9.8) , (xz - zo) 部 分 会 如 何 
呢 ? 显然 , 当 移动 时 ,(z - zo) 必 然 由 负 变 为 正 ,而 且 f(z) - 
Arzo)= 三 (bp)z-zo) 也 会 从 zo 左边 的 符号 变 成 zu 右边 的 符 
号 。 但 这 与 相对 极 值 的 新 定义 不 符 , 所 以 当 f(zxo) 关 0 时 ,在 
f(zo) 处 不 存在 相对 极 值 。 实 际 上 这 是 我 们 早已 知道 的 事 
实 。 : 

特例 2 f(zr0o)=0; fF (zro)A0 

在 此 情况 下 ,选择 n =1, 从 而 右边 起 初 有 n+1=2 项 。 但 因 
f(zo) =0, 所 以 其 中 一 项 消失 了 。 这 样 我 们 仍 仅 有 一 项 要 计 
算 : 


f(r)— f(ro)=f (xo)(r -zo) + HP - ro) 


= 广 六 (p)(zx 一 xo) [因为 了 (zx0) 一 0] 
z6s 同 前 面 一 样 ,/(p) 与 产 (zo) 有 相同 的 符号 ,这 个 符号 是 确定 的 不 
变 的 ;而 (x - xo)? 是 一 个 平方 项 ,总 是 为 正 。 因 此 ,表达 式 f(z) 
-f(zo) 必 与 (zo) 符号 相同 。 根 据 上 面 的 相对 极 值 定义 ,将 确 


定 
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车 (zo)<0 [了 (xo)=0j], 则 f(zxo) 为 f(z) 的 相对 极 大 值 ; 

车 了 (zo)>0 [了 (zxo)=0], 则 f(zo) 为 f(x) 的 相对 极 小 值 。 
读者 会 认 出 它 是 前 面 介 绍 的 二 阶 导 数 检 验 。 

特例 3 广 (zoj)= 广 (zo)=0, 但 广 (zo) 天 0 

这 里 我 们 遇 到 了 二 阶 导 数 检 验 不 能 处 理 的 情况 ,因为 了 (x0) 
现在 为 零 。 但 借助 于 泰勒 级 数 , 仍 不 难得 到 结论 。 

我 们 选择 n = 2, 则 右边 起 初 有 三 项 。 但 因 f(xo)= 了 (x0) 
=0, 所 以 其 中 的 两 项 会 消失 ,所 以 我 们 仍 只 需 计 算 一 项 : 


f(z) -f(z0)=f (zo rro) t+Ff (rox zo) 
tp zo) 


= (p(x 0) 

同 以 前 一 样 , 因 导 数 的 连续 性 及 p 非常 接近 于 zo,/”( 思 ) 的 符号 
与 (zo) 的 符号 是 一 致 的 。 但 (zx - zo)? 的 符号 则 会 变化 。 具 体 
地 说 , 当 在 zo 左边 ,zx 一 xo 为 负 时 , (xz 一 zo 也 将 为 负 ,z 在 
zo 右边 ,(z - zo)3 将 为 正 。 同 样 , 当 我 们 通过 zo 点 时 ， f(x) - 
f(z0) 的 符号 会 变化 ,与 相对 极 值 的 定义 不 符 。 但 我 们 知道 ,x 是 
一 个 临界 值 [ 了 (zo)=0j, 由 于 它 不 是 相对 极 值 ,所 以 必然 是 一 个 
拐点 。 

特例 4 广 (zo)= 了 (x0)= … = AN-D(zo)=0, 但 

FM (xzo) 天 0 

这 是 一 种 非常 一 般 的 情况 ,所 以 我 们 可 由 此 得 到 一 个 一 般 化 

的 结果 。 注 意 , 除 ” 阶 导数 外 ,其 余 导数 均 为 零 。 


类 似 于 上 述 三 个 特例 ,特例 4 的 泰勒 级 数 可 简化 为 
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fz) -fro) = fp zo)" 


同样 ,A 和 (pp) 与 FM (zo) 的 符号 相同 且 不 变 。 而 (z - zo)x 部 
分 的 符号 , 若 N 是 奇数 (参见 特例 1 和 3), 它 就 变化 ; 若 N 是 侦 

266 数 (参见 特例 2) , 它 就 保持 不 变 。 相 应 地 , 当 N 为 奇数 时 , 当 我 们 
通过 点 zo 时 , f(x) 一 f(zo) 的 符号 就 会 改变 ,因此 与 相对 极 值 的 
定义 相 违 (这 表明 zo 将 给 出 一 个 拐点 )。 但 当 N 为 偶数 ,x 自 江 0 
的 左边 变 至 右边 时 , F(z ) - f(zxo) 符 号 不 变 , 这 就 确定 了 稳定 值 
f(zo) 为 相对 极 值 ,是 极 大 值 还 是 极 小 值 则 取决 于 FV (zo) 为 负 
还 是 正 。 


N 阶 导 数 检 验 


最 后 ,我 们 可 给 出 如 下 一 般 检 验 ; 

一 元 函数 相对 极 值 的 N 阶 导数 检验 ”如 果 f(z) 在 zxo 的 一 
阶 导数 广 (zo) =0, 如 果 在 各 阶 导数 中 所 遇 到 的 第 一 个 非 零 导数 
值 是 N 阶 导数 , 即 /W(xo) 关 0, 则 : 

a. 若 N 为 偶数 , 且 f(zo)<0, 则 稳定 值 f(xzo) 将 为 相对 

极 大 值 ; 

b. 若 N 为 偶数 ,但 f(zo)>>0, 则 稳定 值 F(zo) 将 为 相对 

极 小 值 ; 

c. 车 N 为 奇数 , 则 稳定 值 A(zo) 为 拐点 。 


上 述 盖 述 表明 , 当 且 仅 当 函数 f(z) 在 临界 值 xo 或 早 或 晚会 
产生 非 零 导数 时 ,才能 应 用 N 阶 导数 检验 。 尽 管 存在 不 满足 上 述 
条 件 的 例外 情况 ,但 我 们 可 能 遇 到 的 大 多 数 函 数 在 其 各 阶 导 数 中 
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确实 都 能 产生 非 零 的 fo (zo)s 因此 ,在 绝 大 多 数 情况 下 ,此 检 
验 都 是 可 应 用 的 。 

例 1 考察 函数 ，= (7- zx) 的 相对 极 值 。 我 们 取 zx =7 作 
为 检验 的 临界 值 ,y=0 作为 函数 的 稳定 值 , 因 为 f(x)= -4(7- 
z)3 为 堆 , 当 =7 时 。 通 过 逐次 求 导 ,直至 在 点 zx=7 遇 到 非 零 
导数 值 ,我 们 得 到 : 

F 广 (z)=12(7-z) 从 而 (7)=0 

f(r)= -24(7-7) f°(7)=0 

f' V(r)=24 f‘2(7)=24 
因为 4 是 偶数 , 且 因 /2(7) 为 正 , 所 以 我 们 确定 点 (7,0) 是 相对 极 
小 值 。 

很 易 验 证 ,此 函数 的 图 形 为 严格 凸 函 数 。 由 于 在 xz =7, 二 阶 
导数 为 零 ,而 非 为 正 , 此 例 可 用 于 说 明 我 们 前 面 关 于 二 阶 导数 和 曲 
线 曲 向 的 论述 。 其 大 意 是 :尽管 对 所 有 x, 正 的 (zx) 意味 着 严格 
凹 的 F(z) ,但 严格 凸 的 F(z) 函 数 并 不 意味 着 对 所 有 xz,"(xz) 为 


DD 例如 ,车 f(z) 是 一 个 党 函数 , 则 显然 FUz)= 太 (rz)= … =0, 所 以 永远 不 会 
得 到 非 零 导数 值 。 但 这 是 一 种 无 关 紧 要 的 情况 ,因为 常 函 数 无 需 进行 任何 极 值 检 验 。 
作为 一 种 重要 情况 的 例子 ,考察 函数 


_ er (因为 z 关 0) 
0 (因为 工 =0) 


其 中 y=e-!1 是 一 个 有 待 于 在 第 10 章 中 介绍 的 指数 函数 。 由 函数 本 身 可 知 ,y= 
e-1% 在 x=0 处 不 连续 ,因为 +=0 不 在 定义 域内 (被 零 除 无 定义 )。 但 因 lim y = 0, 通 
dt | 


yy 


过 附加 规定 对 zx=0,y=0, 则 可 填补 定义 域 中 的 这 一 缺口 ,因而 得 到 连续 盟 数 。 其 图 
形 表 明 ,在 z=0 处 了 泪 数 达到 极 小 值 。 但 已 证 明 在 x =0, 高 至 任意 阶 的 导数 的 值 均 为 
零 。 因 此 我 们 不 能 应 用 N 阶 导数 检验 来 确认 在 图 形 上 确定 的 函数 在 zx=0 处 有 极 值 这 
一 事实 。 关 于 指数 函数 情况 的 进一步 讨论 ,请 参阅 及 . 考 伦 特 《 微 积分 4( 由 下 . J. 麦克 小 
办 翻译 )。《 交 叉 科学 》,1937 年 第 1 卷 2 月 号 ,纽约 ,第 196、197 及 336 页 。 
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正 。 更 重要 的 是 , 它 还 可 以 用 于 描述 这 一 事实 ;给 定 一 条 严格 串 
(严格 凹 ) 曲 线 , 在 此 曲线 上 求 得 的 相对 极 值 必定 为 相对 极 小 ( 极 
大 ) 值 ,因为 这 样 的 极 值 或 者 满足 二 阶 充分 条 件 , 或 者 不 能 满足 为 
一 个 的 极 小 值 ( 极 大 值 ) 的 (更 高 阶 ) 的 充分 条 件 。 


练习 9.6 


1 求 下 列 函 数 的 稳定 值 : 
(ca)y=z (6)y= -xr (c)y=zo+5$ 
通过 NN 阶 导 数 检验 确定 他 们 是 表示 相对 极 大 值 .相对 极 小 值 ,还 是 拐点 。 
2 求 下 列 函 数 的 稳定 值 : 
(a) y=(z-1l) +16 (6) y=(z-2) (c) y=(3-z) +7 
运用 N 阶 导数 检验 确定 稳定 值 的 确切 性 质 。 
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第 10 章 指数 图 数 与 对 数 栗 数 


上 一 章 我 们 提出 的 NN 阶 导 数 检验 ,使 我 们 得 以 确定 任意 目标 268 


函数 的 相对 极 值 一 一 只 要 此 函数 仅 包 含 一 个 选择 变量 ,拥有 至 我 
们 所 需 阶 数 的 导数 , 且 在 临界 值 ze 迟早 会 产生 一 个 非 零 导 数 。 
但 在 第 9 章 中 ,我 们 所 举 的 例子 仅 是 多 项 式 函 数 和 有 理 函 数 。 对 
于 这 些 函 数 ,我 们 知道 如 何 求 出 所 需 的 导数 。 假 设 我 们 的 目标 函 
数 恰好 是 一 个 指数 函数 ,比如 
y=8* V7 

则 我 们 便 无 法 应 用 导数 检验 标准 ,因为 我 们 还 需 学 习 如 何 对 这 样 
函数 求 导 。 这 正 是 本 章 的 任务 。 

指数 函数 及 与 其 有 密切 联系 的 对 数 函 数 ,在 经 济 学 中 ,特别 是 
在 增长 问题 .一般 经 济 动态 问题 中 有 非常 重要 的 应 用 。 但 在 本 书 
现在 这 部 分 内 容 相 关 的 具体 应 用 则 涉及 一 类 优化 问题 。 在 这 类 优 
化 问题 中 ,时 间 是 选择 变量 。 例 如 某 葡 萄 酒 高 拥有 一 批 酒 的 存货 。 
由 于 酿造 年 代 的 关系 ,葡萄 酒 的 价值 以 某 种 特定 的 方式 随时 间 的 
增长 而 增长 。 考 虑 到 投入 在 酒 的 存货 中 的 货币 资本 的 利息 成 本 之 
后 , 酒 商 的 问题 就 是 根据 酒 的 价值 陋 数 确定 销售 存货 的 最 佳 时 间 。 
指数 函数 可 以 以 两 种 方式 被 导 人 这 类 问题 。 首 先 , 酒 的 价值 可 能 


随时 间 以 某 指 数 增 长 规律 增长 。 在 此 情况 下 ,我 们 便 会 有 一 个 酒 269 


的 价值 的 指数 函数 。 当 然 , 这 仅仅 是 一 种 可 能 ,而 非 必 然 。 然 而 当 


我 们 考虑 到 利息 成 本 时 ,由 于 复 利 因 素 的 关系 (下 面 要 解释 ) ,就 规 
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定 了 指数 函数 导入 优化 问题 的 明确 方式 。 因 此 ,在 我 们 考察 优化 
问题 之 前 ,必须 首先 研究 指数 函数 的 性 质 。 

因为 我 们 的 基本 目的 是 处 理 时 间作 为 选择 变量 的 问题 ,所 以 
现在 我 们 改 用 符号 (代替 zx) 表示 后 面 讨论 中 的 自 变 量 。( 但 是 ， 
符号 1 也 可 以 很 好 地 表示 时 间 以 外 的 变量 。) 


10.1 指数 函数 的 性 质 


正如 在 与 多 项 式 相关 的 内 容 中 介绍 的 那样 ,指数 概念 表示 变 
量 自 乘 的 老 指 标 。 在 如 zx? 或 xs 这 样 的 者 表达 式 中 ,指数 为 党 
数 ;但 我 们 没有 理由 不 能 使 用 变量 指数 ,比如 37 .3: 等 ,其 中 数值 3 
被 自 乘 至 可 变 寡 数 (x 的 不 同 值 )。 自 变量 作为 指数 而 出 现 的 函 
数 , 称 作 指数 函数 。 


简单 指数 函数 


简单 的 指数 函数 可 通过 如 下 形式 表示 : 
y= f(t1)= b (b> 1) (10.1) 
其 中 y 和 z 分 别 表示 因 变 量 与 自 变量 ,而 5b 则 表示 指数 函数 不 变 
的 底 ,此 函数 的 定义 域 为 全 体 实 数 的 集合 。 因 此 ,与 多 项 式 函 数 中 
的 指数 不 同 ,(10.1) 中 的 可 变 指 数 上 并 不 限定 为 正 整 数 一 一 除非 
我 们 希望 施加 这 种 限制 。 
但 为 什么 要 限定 >1 呢 ? 解释 如 下 : 因 函 数 (10.1) 的 定义 域 
为 全 体 实数 之 集合 ,zt 可 能 取 这 样 的 值 ,比如 1/2。 若 允许 p 为 负 ， 
好 6 的 1242 次 稳 便 涉及 到 取 人 负数 的 平方 根 。 虽 然 这 并 非 不 可 能 ,但 


我 们 当然 愿意 采取 简单 的 办 法 ,限定 5>0。 可 一 旦 我 们 限定 5>0， 
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这 便 与 限定 >1 是 一 致 的 :约束 >1 与 5>0 的 区 别 在 于 前 者 排 
除了 (1) 0<5b<1l 和 (2) 5==1 这 两 种 情况 ;但 正如 我 们 要 证 明 的 那 
样 , 第 一 种 情况 可 与 限制 5>>1 归 为 一 类 ,而 第 二 种 情况 则 可 完全 不 
予 考虑 。 首 先 考 察 第 一 种 情况 : 若 5 二 175, 则 我 们 有 


y= (二) = 去 =5- 270 
这 表明 有 分 数 底 的 函数 可 以 很 容易 重 写 成 具有 大 于 1 的 底 的 函 
数 。 至 于 第 二 种 情况 ,事实 上 5 =1 将 给 我 们 函数 y=1:=1, 所 以 
指数 也 数 实际 上 退化 成 为 常数 ,不 再 具备 指数 家 族 成 员 的 资格 。 


图 形 形 式 


指数 函数 (10.1) 的 图 形 的 一 般 形 状 绘 在 图 10.1 中 。 此 图 是 
以 b=2 作出 的 ,但 即便 对 其 它 5 值 ,图 形 的 一 般 结构 是 相同 的 。 

这 类 指数 曲线 的 几 个 显著 特征 应 加 以 注意 。 首 先 , 它 是 处 处 
连续 .平滑 的 ,因而 函数 是 处 处 可 微 的 。 事 实 上 , 它 可 连续 可 微 任 
意 次 。 其 次 , 它 是 单调 递增 的 ,而且 y 始终 以 一 个 递增 的 速率 递 
增 , 所 以 函数 y= 6! 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 为 正 ( 导 出 相关 的 微分 
公式 后 ,我 们 再 对 这 一 事实 加 以 认证 )。 第 三 ,应 注意 ,尽管 函数 的 
定义 域 既 包含 正 数 , 亦 包 含 负数 ,但 函数 的 值 域 仅 限于 开 区 间 (0， 
co ) , 即 无 论 自 变量 i 的 符号 如 何 , 因 变量 y 始终 为 正 。 

指数 函数 的 单调 性 至 少 包含 两 点 有 趣 且 重要 的 含义 :首先 ,我 
们 可 以 推断 ,指数 函数 必 有 一 个 反 函 数 , 且 反 函数 也 是 单调 的 。 我 27l 
们 将 要 求 出 的 这 个 反 函 数 就 是 对 数 函 数 。 其 次 ,因为 单调 性 意味 
着 对 每 个 给 定 的 y 值 有 一 个 唯一 的 + 值 与 之 对 应 , 且 因 指数 函数 
的 值 域 为 开 区 间 (0, co ) ,由 此 可 知 我 们 可 将 任意 正 数 表 示 成 底 
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re re ev em rn 








>1 的 唯一 的 医 。 这 一 点 可 由 图 10.1 得 到 证 明 , 图 中 y=2: 的 曲 
线 包 括 了 y 的 值 域 中 所 有 的 正 值 , 因 此 任意 正 的 y 值 必定 可 以 表 
示 成 为 2 的 某 个 唯一 的 客 。 实 际 上 ,即使 将 底 变 成 大 于 1 的 其 它 
任意 实数 ,只 要 值 域 不 变 , 则 仍 可 能 将 任意 正 数 y 表示 成 任意 底 
b 1 的 一 个 蜂 。 


推广 了 的 指数 函数 


上 面 最 后 一 点 值得 特别 注意 。 若 正 值 y 确实 可 表示 成 不 同 底 

的 者 , 则 必定 存在 一 种 换 底 的 一 般 方法 。 例 如 在 函数 y=9' 的 情况 

下 ,我 们 完全 可 以 将 其 变换 成 为 y= (3?): = 32 ,假设 指数 可 以 由 1 

变 为 2:, 则 便 可 以 将 底 由 9 变 为 3。 由 换 底 所 导致 的 指数 变化 ,不 会 
332 


产生 任何 新 的 函数 类 型 ,因为 若 我 们 令 w=2i1, 则 y=3“=3”, 仍 与 
(10.1) 形 式 一 致 。 但 是 从 底 3 的 角度 看 ,指数 现在 是 2 而 非 上。 在 
指数 上 前 增加 了 数字 系数 (这 里 是 2) 会 产生 何 种 影响 呢 ? 

在 图 10.2a 中 可 找到 答案 ,图 中 绘 出 两 条 曲线 ,一 条 是 函数 
y= 二 f(t)=b', 另 一 条 是 函数 yg(t)= 64*'。 因 后 一 函数 的 指数 
恰 为 前 者 之 2 倍 , 且 因 两 函数 的 底 相 同 , 所 以 在 函数 g 中 任意 赋 
值 : = io ,在 函数 f 中 任意 赋值 1=2io 必定 产生 同样 的 值 : 

f(2t0)= g(t0)= 6% = yo 
因此 ,距离 yoJ 等 于 yoK 的 一 半 ,通过 类 似 的 推理 ,对 任意 y 值 ， 
函数 g 恰 在 函数 了 与 纵 轴 的 正中 间 。 因 此 可 以 得 出 结论 :指数 加 
倍 ,会 使 指数 曲线 向 y 轴 压 缩 恰 好 一 半 的 距离 ,而 指数 减 半 ,将 使 
指数 曲线 与 y 轴 的 水 平 距离 加 倍 。 

有 趣 的 是 两 个 阻 数 均 有 相同 的 纵 截 距 

f(0)= g(0)=6°"=1 
指数 由 上 变 为 21 ,或 变 至 其 它 任意 倍数 ,都 不 会 影响 纵 截 距 。 因 
了 了 


> 一 8 划一 5 
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为 根据 压缩 的 概念 ,压缩 零 的 水 平 距离 不 会 使 距离 移动 。 

272 改变 指数 是 变换 及 推广 指数 函数 (10.1) 的 一 种 方式 。 另 一 
种 方式 是 在 b' 前 加 上 系数 ,如 26' 等 [注意 :26': 关 (265)']。 加 上 这 
种 系数 的 影响 依然 是 压缩 或 加 大 曲线 的 距离 ,但 这 次 是 使 曲线 纵 
向 移动 。 在 图 10.22 中 ,上 面 的 曲线 表示 y= 26' ,下面 的 曲线 为 
yy 二 6。 对 于 每 个 1 值 ,前 者 的 高 度 必 定 为 后 者 之 2 售 , 因 为 其 y 
值 恰好 为 后 者 之 2 倍 。 所 以 ,我 们 有 to =JK 。 还 要 注意 纵 截 
距 , 它 已 变 成 现在 这 种 情形 。 我 们 可 以 得 出 结论 :系数 加 倍 (这 里 
由 1 变 至 2), 使 曲线 与 模 轴 的 纵向 距离 扩大 2 倍 ,系数 减 半 , 则 使 
曲线 与 轴 的 压缩 至 原来 的 一 半 。 

有 了 上 面 指数 函数 两 种 变换 的 知识 ,现在 可 把 指数 函数 推广 
为 如 下 形式 : 
y = ab’ (10.2) 
其 中 a 与 c 为 “压缩 "或 “放大 ”因子 。 当 赋予 不 同 值 时 ,它们 将 改 
变 指数 曲线 的 位 置 , 从 而 产生 一 个 指数 曲线 族 。 若 a 与 c 为 正 , 则 
图 10.2 所 示 之 一 般 图 形 便 适 用 。 但 若 a 与 c 均 为 负 , 则 曲线 的 图 
形 要 作 根 本 的 修正 ( 见 练习 10.1 一 5)。 


一 个 优先 选用 的 底 


273 促使 讨论 将 指数 由 t 变 至 cz 的 问题 是 换 底 问题 。 但 即便 换 
底 是 可 行 的 ,为 什么 要 换 底 呢 ? 理由 之 一 是 就 数学 处 理 而 言 , 有 些 
底 比 男 一 些 底 更 方便 。 

奇怪 的 是 ,在 微 积 分 中 优先 选用 的 底 恰 好 是 一 个 以 符号 e 表 
示 的 无 理 数 : 
e=2.71828.… 
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当 在 指数 函数 中 运用 此 指数 。 时 ,此 函数 便 是 自然 指数 函数 ,比如 
y=e y=e’ y=Ae” 
这 些 阴 数 也 可 以 用 另 一 种 符号 表示 
y=exp(t) y=exp(31) y= Aexp(rt) 
其 中 exp(exponential 的 缩写 ) 表 示 括 号 中 的 式 子 为 e 的 指数 。 
选择 像 e ==2.71828… 这 样 古 怪 的 数 作 为 优先 选择 的 底 , 当 然 
令 人 困惑 。 但 这 种 选择 有 充分 的 理由 ,因为 函数 e: 具有 这 样 一 种 
重要 性 质 : 它 的 导数 是 其 自身 ! 即 
d ,| 


re—€ 


dt 
这 实际 上 使 微分 的 工作 减少 到 零 。 而 且 借 助 于 这 个 微分 法 则 一 一 
本 章 后 面 要 对 其 进行 证 明 一 一 也 很 容易 求 出 更 为 复杂 的 诸如 y= 
Ae" 这 样 的 指数 函数 的 导数 。 为 此 ,首先 令 w= rt, 从 而 阻 数 变 成 
y= Ae™ 其 中 w= ri,A、r 为 常数 。 则 根据 链 式 法 则 ,我 
们 可 写 出 


dy _ dydw _ hw/ 、 LAr 
A i di = Ae*(r)=rAe 
即 d Apr = rAe” (10.3) 
dt 


这 样 底 e 在 数学 上 的 方便 性 便 昭 然 知 揭 了 。 


练习 10.1 


1 在 一 个 图 中 绘 出 指数 函数 y=3: 和 y=3!: 的 图 形 。 
(a ) 这 两 个 图 形 是 否 与 图 10.2 4 反映 了 相同 的 一 般 位 置 关 系 ? 
(5) 这 两 条 曲线 是 否 有 相同 的 y 截 距 ? 为 什么 ? 
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(c) 在 此 图 中 画 出 函数 y= 3 的 图 形 。 

2 在 同一 图 中 绘 出 指数 函数 y=4: 与 y>=3(4:) 的 图 形 。 

(a) 两 条 曲线 是 否 与 图 10.22 表示 大 致 相同 的 位 置 关 系 ? 

《8) 两 条 曲线 是 否 有 同样 的 y 截 距 ? 为 什么 ? 

(c) 在 同一 图 中 绘 出 函数 y= 广 (4)' 的 图 形 。 

3 认可 e! 的 导数 为 其 自身 ,运用 链 式 法 则 求 下 列 函 数 的 dy /dit: 

(a)y=e 5 (56)y=4e3 (c)y=6e¢e 2 

4 根据 我 们 对 (10.1) 的 讨论 ,你 能 预期 函数 y= 是 以 递增 速率 单调 地 
递增 吗 ? 通过 确定 此 函数 的 一 阶 和 二 阶 导数 的 符号 验证 你 的 答案 。 在 验证 
答案 时 , 记 住 此 函数 的 定义 域 为 全 体 实 数 之 集合 , 即 区 间 (- co ,co )。 

5 在 (10.2) 中 , 若 。 与 被 赋予 负 值 , 则 图 10.2 中 的 曲线 图 形 便 不 再 适用 。 
通过 取 (a) a= -1 代替 a=1 和 (6b)c = 一 1 代替 c=1, 比 较 曲 线 图 形 的 变化 。 





10.2 自然 指数 函数 与 增长 问题 


仍 未 回答 的 一 个 相关 问题 是 : 数 e 是 如 何 定义 的 ? 除了 作为 
一 个 方便 的 底 的 数学 意义 外 , 它 是 否 具 有 什么 经 济 意义 ? 自然 指 
数 以 何 种 方式 应 用 于 经 济 分 析 ? 


数 e 


考察 下 列 丽 数 : 
fl(m) = 1+ 高) (10.4) 


若 m 被 赋予 越 来 越 大 的 值 , 则 /(m ) 也 将 取 更 大 的 值 。 具 体 地 ， 
我 们 求 得 


f(1) = (1 + 1) =2 
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f(3) = (1 + 3) 一 2 37037.…: 


f(4) = (1 + 1) ~ 2.44141:… 


进而 , 若 mx 增 至 无 穷 大 , 则 f(m) 将 收敛 于 数 2.71828… 硅 e; 因 275 


此 ,e 可 以 定义 为 当 m 一 时 ,(10.4) 的 极限 : 
“= limf(m) = lim(1+ 一 (10.5) 
e 的 近似 值 为 2.71828 可 通过 求 函 数 bz) 的 麦克 劳 林 级 数 
来 加 以 验证 [这 里 使 用 x 是 为 了 便于 应 用 展开 式 (9.14)]。 这 样 
的 级 数 可 以 给 出 e 的 多 项 式 近 似 ; 令 多 项 式 中 的 x =1, 则 此 多 项 
式 便 可 近似 表示 e(=e ) 的 值 。 如 果 当 级 数 中 的 项 数 增 至 无 穷 大 
时 , 余 项 R, 趋 近 于 零 , 即 车 级 数 收敛 于 4b(z), 则 通过 使 级 数 中 包 
含 的 项 数 足 够 多 ,我 们 便 可 使 e 值 精确 至 我 们 所 需要 的 程度 。 
为 此 ,我 们 需要 此 函数 的 各 阶 导数 。 接 受 e 的 一 阶 导数 是 e” 
本 身 这 一 事实 ,我 们 可 以 知道 ,$(z) 的 导数 便 是 er ,类似 地 ,二 阶 、 
三 阶 或 者 任意 高 阶 导数 必定 也 为 ee。 因此 , 当 我 们 在 展开 点 
(xz。=0) 计 算 所 有 导数 值 时 ,我们 得 到 一 个 非常 简洁 的 结果 : 
$(0)=$(0)=…… =" (0)=e"= 
所 以 , 令 (9.14) 中 的 zo=0,e” 的 麦克 劳 林 级 数 为 


er $x) = $0) + $0) + 2 0 + 


和 ")(0) 本 


ni 


+ KK, 
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5 十 Es 十 … 十 pe + R, 


根据 (9.15), 余 项 R, 可 以 写成 


$i" (pp) n+l1] __ ee n+t+l 
Rr ti! T+ 


[$e Dx) = ry" (p) = ep 
当 n 增 大 时 ,阶乘 (n +1)! 的 值 的 增加 要 快 于 zx"*!1( 对 于 有 限 的 
z) 的 增加 ,由 此 可 知 当 n 一 oo 时, R, 0。 所 以 麦克 劳 林 级 数 收 
敛 ,因而 ez 的 值 可 以 表示 成 一 个 无 穷 级 数 [ 这 个 表达 式 含有 无 穷 
个 相 加 的 项 ,这 些 项 遵循 着 一 致 的 可 识别 的 结构 模式 ,而 且 余 项 
R, 在 这 个 表达 式 中 消失 了 (R, 一 0)]: 


一 ] 二 十 





1+z+ 训 x? 二 训 2 + 曾 z + 击 z +… (10.6) 
276 作 为 一 个 特例 ,我 们 求 得 
1 1 1 1 
e=l+1l+37t3rtartart.” 


=2+0.5+0.1666667 + 0.0416667 + 0.0083333 
+ 0.0013889 + 0.0001984 + 0.0000248 
+ 0.0000028 + 0.0000003 + … 
=2.7182819 
因此 ,者 我 们 希望 数字 精确 到 小 数 点 后 五 位 , 则 我 们 可 以 写成 e= 
2.71828。 注 意 ,我 们 无 需 为 无 穷 级 数 中 后 面 各 项 担心 ,因为 若 我 
们 仅 关 心 前 五 位 小 数 ,它们 的 大 小 均 可 忽略 不 计 。 


e 的 经 济 解释 


从 数学 上 看 , 数 e 是 (10.5) 的 极限 。 但 它 是 否 具 有 某 种 经 济 
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意义 呢 ? 答案 是 : 它 可 以 解释 成 复 利 的 一 种 具体 计算 过 程 的 结果 。 
假设 开始 时 本 金 (或 资本 ) 为 一 美元 ,一 个 假设 的 银行 家 给 我 
们 100% 的 不 平常 的 年 利率 (每 年 1 美元 利息 )。 若 利息 按 复 利 每 
年 计算 一 次 , 则 年 末 资 产 价 值 为 2 美元 ;我 们 以 41) 表示 此 值 ， 
其 中 括号 中 的 数字 表示 一 年 内 计算 复 利 的 次 数 。 
V(1)= 初 始 本 金 (1+ 利息 率 ) 


-10+100%)+ (1+ 二) =2 
但 是 ,着 半 年 计算 一 次 复 利 , 则 六 个 月 末 利 息 等 于 本 金 的 50% 
(100% 的 一 半 )。 因 此 在 第 二 个 六 个 月 期 间 , 本 金 为 1.5 美元 ,此 
期 间 利 息 将 按 1.5 美元 的 50% 计算 。 因 此 年 末 资 产 价 值 为 
1.50(1+50% ); 即 


1 2 
VO2)=(1+50%)(1+50%)= (1+ 序 | 


3 
通过 类 似 的 推理 ,我 们 可 以 写 出 V (3) = (1+ 志 ) ，V(4) = 
1 4 
V(m) = +) (10.7) 


其 中 mm 表示 1 年 内 复 利 计算 次 数 。 
在 极限 情况 下 , 当 利息 在 一 年 内 连续 按 复 利 计算 时 , 即 m 取 
无 穷 大 时 ,资产 价值 将 以 “滚雪球 "方式 增长 ,在 一 年 末 变 成 


lim V(m)= lim {1+ 高】 =e( 美 元 ) [由 (10.5)] 


因此 ,如 果 按 年 利率 100% 连 续 计算 复 利 , 则 e =2.71828 可 以 解 277 


释 为 一 美元 本 金 到 年 末 的 价值 。 
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Phi er ie ii 


注意 ,100% 的 利息 率 仅 是 名 义 利息 率 , 若 一 年 后 一 美元 变 成 


e=2.718 美元 , 则 此 情况 下 的 实际 利率 约 为 每 年 172% 。 
复 利 计算 与 函数 Ae” 


刚才 讨论 的 连续 复 利 计算 过 程 可 以 考虑 在 如 下 三 个 方向 一 般 
化 :(1) 多 年 复 利 计算 ;(2) 本 金 不 是 一 美元 ;(3) 一 个 不 是 100% 的 
年 名 义 利息 率 。 

若 连续 计算 复 利 ,1 美元 本 金 一 年 后 变 成 。 美 元 ,车 我 们 令 e 
为 第 二 年 的 新 本 金 (在 第 二 年 ,每 美元 又 会 增 至 e 美元 ), 则 第 二 年 
末 我 们 的 资产 显然 会 成 为 e(e)=e 美元 。 同 理 , 第 三 年 末 将 会 变 
成 e- 美元 ,更 一 般 地 ,+ 年 末 将 会 成 为 e: 美元 。 

其 次 ,我 们 将 本 金 由 1 美元 变 成 一 个 不 具体 的 数量 A 美元 。 这 
个 变化 很 容易 处 理 ; 若 按 100% 的 名 义 年 利率 连续 计算 复 利 ,i 年 后 
1 美元 的 本 金 变 成 e: 美元 , 则 可 以 推断 A 美元 将 增 至 Ae 美元 。 

如 果 名 义 利 息 率 不 是 100% ,比如 是 x =0.05(=5% ), 那 将 如 
何 呢 ? 这 种 利率 变化 的 影响 是 将 表达 式 Ae: 变 为 Ae"” ,我 们 下 面 还 
要 对 此 进行 证 明 。 初 始 本 金 为 A 美元 , 按 名 义 利息 率 > 投资 z 
年 , 复 利 计算 公式 必须 修正 为 如 下 形式 : 


V(m) = A(1+ 云 ) (10.8) 


系数 A 的 插入 ,反映 了 本 金 由 原来 的 1 美元 水 平 变 至 A 美元 。 
商 r/m 意味 着 在 一 年 计算 m 次 复 利 时 ,每 次 名 义 利率 + 只 有 
1/m 可 以 应 用 。 最 后 指数 mz 表示 , 因 利 息 按 复 利 一 年 计算 m 
次 ,所 以 在 i 年 将 总 共计 算 t 次 。 
(10.8) 还 可 以 变换 成 另 一 种 形式 
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V(m) =A[(1+2) (10.8’) 


-4A[(1+ 二 | ] 其 中 心 二 亚 


随 着 复 利 计 算 次 数 m 的 增加 ,新 产生 的 变量 w 必然 同时 增 

加 ,所 以 , 当 和 一 co ,我 们 有 记 一 co ,而 且 由 (10.$),(10.8 ) 括 号 

中 的 表达 式 将 趋 于 。。 因 而 ,我 们 以 一 般 化 的 连续 复 利 计算 方法 
求 得 的 资产 价值 为 278 

V= limV(m) = Ae” (10.8’) 


一 


它 与 前 面 的 预期 是 一 致 的 。 

注意 ,在 (10.8) 中 ,上 是 一 个 离散 (相对 于 连续 的 ) 的 变量 ; 它 
只 能 取 1/m 的 整数 倍 的 值 。 例 如 ,车 m = 4( 每 季度 计算 一 次 复 
利 ), 则 上 仅 可 以 取 值 1/4,1 人 2,3/4,1 等 ,这 表明 仅 在 每 个 新 季度 
末 ,V(m) 才 可 以 取 新 值 。 但 是 ,如 在 (10.8 ) 中 那样 , 当 和 一 oo 
时 ,1/m 将 变 得 无 穷 小 ,而 且 变 量 上 也 将 变 得 连续 。 在 此 情况 下 ， 
谈 及 一 年 的 几 分 之 一 ,或 者 令 上 =1.2 或 上 =2.35 等 便 合理 了 。 

总 之 ,如 在 表 10.1 中 所 概括 的 那样 ,表达 式 ee 、Ae: 的 经 济 


解释 均 与 连续 复 利 计算 有 关 。 
表 10.1 连续 的 复 利 计算 
本 金 名 义 利 连续 计算 复 利 计算 过 程 末 的 
美元 息 率 复 利 的 年 份 资产 价值 ,美元 
1 100%(=1) 1 e 
1 100 % t er 
A 100 % t Ae’ 


A r 1 er 
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瞬间 增长 率 


应 该 指出 , 复 利 计算 是 自然 指数 Ae”* 性 质 的 一 种 解释 ,但 不 是 
唯一 的 解释 。 复 利 计算 仅仅 是 指数 增长 一 般 过 程 的 一 个 例子 (这 
里 是 货币 资本 总 额 随时 间 的 增长 ) ,我 们 同样 还 可 以 将 指数 函数 应 
用 于 人 口 财富 、 有 形 资 本 等 的 增长 。 

应 用 于 其 它 内 容 而 非 复 利 计算 , 则 Ae”" 中 的 系数 7 便 不 再 表 
示 名 义 利息 率 。 那 么 它 的 经 济 含义 又 是 什么 呢 ? 答案 是 ,r 可 以 
重新 解释 成 函数 Ae” 的 瞬间 增长 率 。 [事实 上 ,这 也 是 为 什么 我 们 
一 开始 就 选择 符号 xr(rate of growth) 的 原因 。] 已 知 函 数 V= Ae”， 
它 给 出 每 个 时 点 1 的 V 和 值 ,V 的 变化 率 可 通过 求 导 得 出 : 


= rAe” 三 rV [ 见 (10.3)] 


但 V 的 增长 率 也 就 是 以 相对 值 ( 百分率) 表示 的 V 的 变化 率 , 即 
279 可 以 表示 成 V 值 自身 的 比率 。 因 此 ,对 任意 给 定时 点 ,我 们 有 


V 的 增长 率 二 全 人 = 过 = (10.9) 
这 与 前 面 的 表述 是 一 致 的 。 

关于 增长 率 还 有 几 点 要 注意 。 但 首先 ,我 们 应 澄清 时 间 概念 
的 一 个 基本 点 :即时 点 与 时 期 的 区 别 。 变 量 V (表示 货币 总 量 、 人 
口 数量 等 ) 是 一 个 存量 概念 , 它 与 这 样 的 问题 有 关 : 在 给 定时 刻 , 它 
存在 的 数量 是 多 少 ? 因此 ,V 是 一 个 与 时 点 相关 的 量 ;在 每 一 时 
点 ,V 取 唯 一 值 。 而 V 的 变化 则 代表 流量 , 它 涉及 这 样 的 问题 : 
在 给 定时 段 , 它 产生 了 多 大 变化 ? 同样 ,V 的 变化 , V 的 变化 率 等 
必须 参照 某 一 特定 时 期 ,比如 每 年 来 确定 。 

基于 这 些 理解 ,我 们 对 (10.9) 进 行 一 些 说明 ; 
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1 (10.9) 所 定义 的 增长 率 是 瞬间 增长 率 。 因 为 导数 dV /di = 
_rhe" 在 不 同 的 上 点 取 不 同 的 值 ,Y= Ae" 也 同样 如 此 ,因此 ， 
dV/dt 与 V 的 比率 仪 与 特定 : 点 (或 瞬时 点 ) 有 关 。 在 这 
个 意义 上 ,此 增长 率 为 瞬间 增长 率 。 
2 但 在 目前 的 情况 下 ,瞬时 增长 率 恰好 为 常数 ~, 增 长 率 在 所 
有 时 点 保持 不 变 。 当 然 ,我 们 遇 到 的 所 有 增长 情况 并 非 总 
是 如 此 。 
3 尽管 增长 率 ” 是 在 瞬间 ,比如 在 某 一 特定 时 点 度量 的 ,但 其 
大 小 仍 具有 “单位 时 间 ( 比 如 每 年 ,车 t 以 年 为 单位 ) 多 少 百 
分 数 的 含义 。 增 长 就 其 本 质 而 言 , 仅 在 一 定时 间 内 才 可 能 
发 生 。 这 就 是 为 什么 单个 静止 的 图 像 ( 记 录 一 个 瞬间 的 状 
， 态 ) 水 远 不 能 描述 (比如 说 ) 一 个 儿童 的 成 长 ,而 两 张 取 自 不 
同时 点 (比如 间隔 一 年 ) 的 相片 , 则 可 以 描述 其 成 长 的 原因 。 
4 对 于 指数 函数 V = Ae" ,在 所 有 上 点 ,增长 的 百分率 是 相同 
的 ,但 Y 的 绝对 增 量 随 着 时 间 的 增加 而 增 大 ,这 是 因为 百 
分 率 是 在 越 来 越 大 的 基数 上 计算 的 。 
把 ~ 视 为 瞬时 增长 率 后 , 若 > 为 常数 , 则 很 容易 求 出 形式 为 y 
= Ae" 的 自然 指数 函数 的 增长 率 。 比 如 ,给 定 函 数 y= 75e022: ,我 
们 立即 可 以 读 出 y 的 增长 率 为 0.02 或 2%。 
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上 面 的 讨论 尽管 具有 分 析 意 义 ,但 其 在 经 济 上 的 适用 性 仍 有 
待 于 讨论 ,因为 实际 增长 并 不 总 是 在 连续 的 基础 上 发 生 的 ,即便 复 
利 计算 也 不 是 如 此 。 但 幸运 的 是 ,即使 对 离散 增长 的 情况 , 亦 即 变 
化 是 在 某 一 时 段 中 发 生 而 不 是 每 时 每 刻 都 发 生 的 情况 ,运用 连续 
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指数 增长 函数 仍 是 合理 的 。 

在 复 利 计算 频数 尽管 并 非 无 限 ,但 仍然 相对 高 的 情况 下 ,连续 
增长 模式 可 以 视 为 真实 增长 模式 的 一 种 近似 。 但 更 重要 的 是 ,我 
们 能 够 证 明 离散 或 不 连续 增长 问题 均 可 以 变换 成 等 价 的 连续 形 
式 。 

假设 我 们 有 如 下 序列 表示 的 几何 增长 模式 (比如 离散 的 复 利 
计算 ): 

A,A(l+ti),A(l+i),A(l+1i)?, 
其 中 i 表示 每 期 实际 利息 率 ,(1+i) 的 指数 表示 复 利 计算 的 时 期 
的 数字 。 如 果 我 们 将 (1+ i) 视 为 一 个 指数 表达 式 中 的 底 5, 则 上 
述 序列 便 可 以 指数 函数 Ab' 来 概括 ,只 是 由 于 问题 的 离散 性 ,i 仅 
限于 取 正 整数 。 而 且 ,65=1+7i 为 正 数 (即使 利率 i 为 负 , 比 如 
-0.04,8 仍 为 正 ), 所 以 它 总 可 以 表示 为 任意 大 于 1 的 任意 实数 
(包括 e) 的 军 。 这 意味 着 必然 存在 一 个 数 > 使 得 2 

1+i=b=e” 
因此 ,我们 可 将 Ab' 变换 成 为 自然 指数 函数 : 

A(l+17i)’= Ab’= Aer 

对 任意 给 定 1 值 (这 里 ,i 取 整 数值 ) ,函数 Ae” 当然 会 同 4(1 
+i)' 产生 完全 相同 的 值 ,比如 A(1+i)= Ae’,A(l+1i1)?= Ae2r 
等 。 因 此 ,和 母 管 考察 的 是 高 散 的 情况 A(1+ i)', 但 我 们 仍 可 运用 
连续 的 自然 指数 函数 Ae”。 这 就 解释 了 为 什么 尽管 所 有 增长 模式 
并 不 都 是 连续 的 ,但 自然 指数 函数 在 经 济 分 析 中 仍然 得 到 广泛 应 
用 的 原因 。 


中 给 定 具 体 已 值 , 求 数 > 的 方法 将 在 10.4 节 讨 论 。 
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贴现 与 负增长 





现在 我 们 从 复 利 计算 转 至 与 其 有 密切 关系 的 概念 贴现 。 
在 复 利 问题 中 ,我 们 要 由 一 个 给 定 现 值 A( 初 始 本 金 ), 计算 未 来 
值 V( 本 金 加 利息 )。 而 贴现 问题 则 与 其 相反 :由 一 个 已 知 的 z 年 281 
后 可 利用 的 总 额 V, 求 现 值 A。 

首先 我 们 考察 离散 的 情况 。 若 按 年 利息 率 i 每 年 计算 复 利 
至 上 年 后 ,本 金 A 的 数量 增 至 未 来 值 A(l1+ i)', 即 如 果 

V=A(l+i)’ 

则 通过 将 方程 两 边 以 非 零 表达 式 (1+ i)* 除 ,我 们 可 以 得 到 贴现 
公式 : 


一 一 
(1+2 


此 式 包 含 一 个 负 指 数 。 应 认识 到 ,在 此 式 中 ,V 与 A 的 角色 已 其 
倒 了 :V 是 已 知 值 ,而 A 则 是 有 待 于 通过 i( 贴 现 率 )、z (年 数 ) 和 和 
V 来 计算 的 未 知 值 。 

类 似 地 ,在 连续 的 情况 下 ,者 按 利率 > 连续 计算 复 利 至 z 年 
后 ,本 金 A 增 至 Ae”, 即 按 公式 


V(1+1i1)™ (10.10) 


V=Ae”™ 
则 通过 以 e* 除 方程 两 边 ,我 们 便 可 得 到 相应 的 连续 贴现 公式 
A = 过 = Ver (10.11) 


同样 ,这 里 A( 而 非 V) 是 有 待 于 通过 给 定 未 来 值 V、 名 义 贴现 率 
r\ 年 份 数 z 来 计算 的 未 知 值 ， 


将 (10.11) 看 作 指 数 增长 函数 ,我 们 立即 可 以 读 出 -r 是 A 的 
365 


瞬时 增长 率 。 作 为 负 值 , 它 有 时 也 被 称 作 缩 减 率 (rate of decay)。 
正如 计算 复 利 说 明了 增长 过 程 一 样 , 贴 现 描述 了 人 负 的 增长 。 


练习 10.2 


1 运用 (10.6) 中 ex 的 无 穷 级 数 形 式 , 求 下 列 函 数 的 近似 值 : 
(a)e? (5) Ve(=ez) 
(每 项 计算 至 小 数 点 后 面 第 3 位 ,再 四 舍 五 入 ,计算 级 数 各 项 至 你 得 到 0.000 
的 项 为 赴 。) 
2 给 定 函 数 $(x)=e*”: 
(a) 写 出 其 麦克 劳 林 级 数 的 多 项 式 部 分 已 , 。 
(5b) 写 出 余 项 R, 的 拉 格 朗 日 型 。 确 定 当 ”>co 时 ,是 否 有 RR, 一 0, 即 确 
定 级 数 是 否 收敛 于 $xz)。 
282 (c) 车 级 数 收敛 , 则 $(xz) 可 以 用 一 无 穷 级 数 表 示 , 写 出 此 级 数 。 
3 ” 写 出 下 列 值 的 指数 表达 式 : 
(a) 本 金 10 美元 , 按 利率 S% 连 续 计 算 复 利 3 年 。 
(5) 本 金 690 美元 , 按 利率 4% 连 续 计 算 复 利 2 年 。 
(这 些 利率 均 为 年 名 义 利 息 率 。) 
4 在 下 列 各 式 中 ,y 的 瞬时 增长 率 为 多 少 ? 
(a)y= er (c)y= Ae02 
(5)y= 12e. 0 (d)y=0.03e: 
5 证 明 : 函 数 =A4e( 计算 复 利 ) 与 y, = Ae "(贴现 ) 关 于 y 轴 镜像 
对 称 [ 参 见 练习 10.1-5 (8) 部 分 ]。 


10.3 对 数 


指数 函数 与 对 数 函 数 (简写 为 log 函数 ) 有 着 密切 的 关系 。 在 
366 





我 们 讨论 log 函数 之 前 ,我 们 必须 先 理解 对 数 的 含义 。 
对 数 的 含义 


车 我 们 有 两 个 数 4 和 16, 二 者 可 以 通过 方程 4 = 16 联系 起 
来 , 则 我 们 可 以 定义 指数 2 为 以 4 为 底 16 的 对 数 ,并 写成 : 
iog4!0=2 
由 此 例 应 当 清 楚 ,对 数 只 不 过 是 一 个 医 , 底 (4) 自 乘 到 这 个 赛 便 得 
到 一 个 特定 值 (16)。 一 般 而 言 ,我 们 可 以 表述 如 下 : 
y= 6 © t= logyy (10.12) 
它 表 明 ,以 8 为 底 y 的 对 数 ( 表 示 为 logiy) 等 于 底 2 自 乘 以 得 到 y 
的 笑 。 因 此 , 写 出 下 式 
biogy = y 
是 正确 的 , 信 管 有 些 重复 。 
在 讨论 指数 函数 时 ,我 们 强调 函数 y= b'(5>>1) 是 单调 递增 
的 。 这 意味 着 对 任意 正 值 y, 存 在 一 个 唯一 的 指数 上 不 必 一 定 为 
正 ) 使 得 y= 4b'; 而 且 , 如 在 图 10.2 中 可 以 见 到 那样 ,y 值 越 大 ,: 
必 征 武大。 用 对 数 来 表达 这 个 含义 , 即 指数 函数 的 单调 性 意味 着 
任意 正 数 y 必定 有 底 训 >1 的 叭 一 的 对 数 i ,使 得 y 越 大 ,其 对 数 


越 大 。 如 图 10.1 和 10.2 所 示 , 在 指数 函数 y= b' 中 ,y 必然 为 283 


正 ,所 以 负数 或 零 没 有 对 数 。 
常用 对 数 与 自然 对 数 


对 数 的 底 5 >1 ,并 不 必 限 定 为 某 个 特定 的 数 。 但 在 实际 应 用 

中 ,有 两 个 数 , 即 10 和 。, 被 广泛 地 选用 为 底 。 当 10 作为 底 时 ,此 

对 数 被 称 作 常用 对 数 ,以 logio( 若 文中 含义 清楚 , 亦 可 简写 为 log) 
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表示 。 男 一 方面 ,以 。 为 底 的 对 数 被 称 作 上 自然 对 数 ,或 者 以 log。 
表示 ,或 者 以 In( 对 卓然 对 数 ) 表 示 。 夺 在 具体 的 上 下 文中 不 至 造 
成 玻 义 ,也 可 以 使 用 符号 log( 舍 去 下 标 e)。 

在 计算 工作 中 常用 的 常用 对 数 ,举例 如 下 : 


logio 1000 = 3 [因为 105 = 1000] 
logio 100 = 2 [因为 10? = 100] 
logio 10=1 [因为 10! = 10] 
logio1=0 [因为 100= 1] 
logi00.1= -1 [因为 10 :=0.1] 
logio0.01= ~2 [因为 10 一 =0.01] 


观察 紧邻 等 号 左边 的 数 集 与 紧邻 等 号 右边 的 数 集 的 关系 。 由 
此 可 知 ,10 与 100 之 间 的 数 的 常用 对 数 必 在 1 与 2 之 间 ;1 与 10 
之 间 的 常用 对 数 必 定 为 正 分 数 ,等 等 。 确 切 的 对 数值 可 通过 常用 
对 数 表 ,或 具有 对 数 功 能 的 电子 计算 器 得 到 。 

但 在 分 析 工作 中 ,使 用 自然 对 数 远 比 使 用 常用 对 数 更 为 方 
便 。 因 为 根据 对 数 定 义 ,我们 有 这 种 关系 : 

y=e: 全 了 上 =logy( 或 上 = lny) (10.13) 

很 容易 看 到 ,指数 函数 中 。 在 分 析 中 的 方便 性 自然 会 转移 到 以 e 
为 底 的 对 数 中 去 。 

下 面 的 例子 用 于 说 明 自 然 对 数 : 


lIne’? = loge”=3 


@ 更 基本 地 ,对 数值 , 像 * 值 一样 ,可 以 借助 于 对 数 画 数 的 麦克 劳 林 级 数 求 得 , 方 
法 与 (10.6) 式 描述 的 方法 类 似 。 但 我 们 在 这 里 不 触及 这 个 问题 。 
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Ine? = log,e” =2 
lnel = logue' =1 


in 1 = loge"=0 
1 _ -1 
in — = loge =-1 


上 述 例子 表明 的 一 般 原 理 是 :给 定 表 达 式 e" ,其 中 ?为 任意 实数 ， 
我 们 可 立即 读 出 指数 n 为 e” 的 自然 对 数 。 因 此 ,一般 地 我 们 有 结 
果 lne" = 2 om 

常用 对 数 与 自然 对 数 可 互相 转换 , 即 对 数 的 底 像 指 数 式 的 底 
一 样 , 均 可 改换 。 在 学 完 对 数 的 基本 法 则 后 ,我 们 将 给 出 互 换 公 
式 。 


对 数 法 则 


对 数 与 指数 类 似 ,因此 ,对 数 也 遵守 与 在 2.5 节 中 介绍 的 指数 
法 则 密切 相关 的 一 些 法 则 。 这 些 法 则 对 简化 数学 计算 具有 极 大 益 
处 。 前 三 个 法 则 仅 按 自然 对 数 表述 , 当 以 logs 取代 In 时 ,它们 依 
然 成 立 。 

lIn(uv)=In w+ 1nv (u,v>0) 

法 则 工 〈 积 的 对 数 法 则 ) 

例 1 ln (ese*)=ln es +lne*=6+4=10 

例 2 ln (Ae’)=In A+lne’ =In A+7 


DD ”作为 一 种 记忆 方法 ,我们 可 以 观察 到 , 当 符号 In( 或 log,) 置 于 e” 左边 时 ,符号 
ln 似乎 消 掉 了 符 导 e, 剩 下 答案 m。 
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证 明 :由 定义 ,lnx 是 e 的 自 乘 的 寡 以 得 到 zx ,从 而 e”™= wu 类 似 
地 ,我们 有 en? = wv, 以 及 em = wv。 后 者 是 uv 的 指数 式 。 但 
是 uw 的 另 一 个 表达 式 可 由 x 与 忆 直 接 相 乘 得 到 : 
jo = ol uo vo olnutIno 
因此 ,使 wv 的 两 个 表达 式 相 等 ,我 们 有 
em )=emrikr 或 ln(u)=Inu+lnvw 
285 法 则 II ( 商 的 对 数 )ln(wu/v) 二 lInw 一 lnw (u,v>0) 
例 3 ln(e*/c)=Ine -lnc=2-lnec 
例 4 ln(e*/e’)=Ine’ -Ine’=2-5=—3 
此 法 则 的 证 明 与 法 则 工 极为 类 似 , 所 以 留 给 读者 作为 练习 ,月 
行 证 明 。 
法 则 HI 《〈 篆 的 对 数 ) ln u*=alnu (zx>0) 
例 $ lne5=1Slne =15 
例 6 ln 43=3lnA 


证 明 :由 定义 ,em = ;类似 地 ,el = wu*。 但 是 ,wu 的 另 一 表达 式 
还 可 以 这 样 建立 : 
17& 一 (el “* )a — ein [4 

通过 使 ve 的 两 个 表达 式 相等 ,我 们 得 到 所 需要 的 结果 : lnze = 
a ln uo 

这 三 个 法 则 对 简化 某 些 类 型 问题 的 数学 计算 是 非常 有 用 的 工 
具 。 法 则 I 通过 对 数 , 将 乘积 运算 (wwv) 转 换 成 加 和 运算 (lnu+ 
invw) ;法则 II 把 除法 (u/v) 转 换 为 减法 (ln u -lnv); 而 法 则 III 
则 使 我 们 将 宕 简化 为 乘积 常数 。 而 且 这 些 法 则 还 可 以 组 合 运 用 。 


中 注意 , 当 e 被 自 弱 至 袜 Inu 时 ,符号 e 与 符号 ln 似乎 又 相互 抵 销 , 剩 下 答案 x。 
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例 7 ln(uv)=Inu+tln v=lnutalnw 

但 读者 应 注意 , 若 我 们 首先 有 加 和 表达 式 , 则 对 数 对 简化 计算 
毫 无 帮助 。 特 别 是 ,应 当 记 住 

in (u + vw)Ainu + lnv 

现在 我 们 引入 关于 对 数 底 的 变化 的 另外 两 个 法 则 。 

法 则 IV (对 数 底 的 转换 ) logpu = (logse)(log。x ) (xz >0) 

此 法 则 与 链 式 法 则 有 神似 之 处 (“ 链 ”5F° eA" 便 是 证 明 )， 
它 使 我 们 由 对 数 logsu (以 6 为 底 ) 推 导出 logcu (以 e 为 底 ), 反之 
证 明 : 令 =e?, 从 而 p=1logeu。 则 由 此 可 知 

logsu = logse? = p logpe = (logeu ) (logpe) 
法 则 IV 可 以 很 容易 推广 为 
logsu = (logyc ) (logu ) 
其 中 c 是 不 同 于 2 的 底 。 


法 则 V (对 数 底 的 转换 ) logse = 1 

此 法 则 类 似 于 反 函 数 的 微分 法 则 , 它 使 我 们 在 知道 以 5 为 底 
e 的 对 数 的 基础 上 ,马上 就 可 以 得 到 以 。 为 底 的 对 数 。 反 之 亦 
然 。( 此 法 则 也 可 以 推广 成 这 种 形式 : logsc = 1Mog.6) 
证 明 :作为 法 则 IV 的 一 个 应 用 , 令 u = 0, 则 我 们 有 

logsb = (logve ) (log.b ) 

但 表达 式 左 侧 是 logjp =1, 因 此 ,logye 与 logb 必定 互 为 倒数 ,这 
正 是 法 则 V 的 结论 。 z 

由 上 面 后 两 个 法 则 ,很 容易 推导 出 常用 对 数 与 自然 对 数 间 的 
转换 公式 : 


371 


logioN = (logioe ) (logeN) = 0.4343loge N 

logeN = (log.10)(logio N) = 2.3026loglo N (10.14) 
至 于 NN , 它 是 一 个 正 实数 。 每 个 公式 中 第 一 个 等 号 很 容易 由 法 则 
IV 得 到 证 明 。 在 第 一 个 公式 中 , 值 0.4343(2.71828 的 常用 对 数 ) 
可 由 常用 对 数 表 或 用 计算 器 求 出 。 在 第 二 个 公式 中 , 值 
2.3026(10 的 自然 对 数 ) 仅 是 0.4343 的 倒数 ,这 样 计算 是 由 于 法 
则 V。 

例 8 log,100=2.3026(log10100)=2.3026(2)=4.6052。 
反之 ,我 们 有 logio100 = 0.4343(log。.100)=0.4343(4.6052)=2。 
一 个 应 用 

287 上 述 对 数 法 则 使 我 们 可 以 解 一 些 简单 的 指数 方程 ( 令 指数 函 
数 等 于 零 )。 例 如 ,车 我 们 求 满足 如 下 方程 的 zx 的 值 
ab* —c=0 (a, 6b, c>0) 
首先 ,通过 使 用 对 数 ,我们 将 此 指数 方程 转换 成 线性 方程 ,然后 再 
解 它 。 为 此 ,应 首先 将 c 项 移 至 左边 : 
ab” =e 
虽然 对 和 (ab” 一 c) 并 无 简单 的 对 数 表达 式 , 但 对 乘积 ebx 和 单项 
c 则 可 方便 地 取 对 数 。 因 此 ,将 c 移 项 后 ,对 方程 两 边 取 对 数 ( 比 
如 以 10 为 底 ), 我 们 有 
log a+ zx log 6b =logce 
这 是 关于 变量 x 的 线性 方程 ,其 解 为 


‘logc-loga 
log b 
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练习 10.3 


1 下 烈 对 数 的 值 为 多 少 ? 


(a) logio10 ,000 (c )logs81 
(5) logi00.0001 (a) logs3125 
2 计算 下 列 对 数 : 


(a) ln ee” (c) In(1/e’) (e) (em )1! 
(5) loge- “ (ad)log(l/e:) (f)lne:—-e"”* 
3 应 用 对 数 法 则 计算 下 列 对 数 : 


(a) logio( 100) "4 (a) ln Ae* 
(86) log 15 (e) In ABe -4 
(c) In (3/B) (f) (logae) (log.64) 


4 下 列 哪些 等 式 成 立 ? 
(a)}lnu -2= ln 方 (cjinu t+linv -lnw= hn 一 
e Te 


3 
(68) 3+In v=In (din3+lns=in8 
5 证 明 In(w/v)= nu --lnvw。 


10.4 对 数 函 数 


当 一 个 变量 被 表示 成 为 一 个 变量 的 对 数 的 函数 时 ,此 函数 被 
称 为 对 数 函 数 。 在 (10.12) 和 (10.13) 式 中 ,我 们 已 看 到 两 种 类 型 
的 对 数 函 数 , 即 

t=logsy 和 :=logy (=ln y) 

二 者 的 差别 仅 在 于 对 数 的 底 不 同 。 
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288 对 数 函 数 与 指数 函数 


如 前 所 述 ,对 数 画 数 是 某 些 指数 函数 的 反 男 数 。 考 察 上 述 两 
个 对 数 函 数 可 以 进一步 确认 ,它们 确实 分 别 是 两 个 指数 函数 的 反 
函数 : 
y=b 和 y=e 
因为 所 列 对 数 消 数 是 对 应 的 指数 函数 的 因 变 量 与 自 变量 角色 互 换 
的 结果 。 当 然 , 读 者 应 当 认 识 到 ,这 里 把 符号 t 用 作 一 般 的 符号 ， 
它 并 不 一 定 表 示 时 间 。 即 使 当 它 代表 时 间 时 , 它 以 估 变 量 出 现 并 
不 意味 着 时 间 是 由 某 个 变量 y 决定 的 , 它 仅 意味 着 一 个 给 定 y 值 
是 与 一 个 唯一 的 时 点 相 联 系 的 。 
作为 单调 递增 (指数 ) 函 数 的 反 限 数 ,对 数 函 数 也 是 单调 递增 
的 ,这 与 我 们 前 面 的 描述 是 一 致 的 :对 任意 给 定 的 底 , 数 越 大 ,其 对 
数 也 越 大 。 这 个 性 质 用 符号 可 按照 下 面 两 个 命题 来 表示 :对 于 两 
个 y 的 正 值 (yj 和 y,) 
in y= iny ©S y= 2 
Iny>lny 全 yw > 人 (10.15) 
当然 , 若 我 们 以 log 代替 lIn, 这 两 个 命题 仍 成 立 。 


图 形 形 状 


对 数 函 数 的 单调 性 及 其 它 一 般 性 质 可 由 其 图 形 清楚 地 观察 
到 。 给 定 指数 函数 y= e' 的 图 形 ,我 们 互 换 两 轴 的 位 置 ,并 重 画 原 
来 的 图 形 , 便 可 得 到 对 应 的 对 数 国 数 的 图 形 。 重 画 的 图 形 即 图 
10.3。 注 意 , 若 将 图 b 与 图 a 重合 ,x 轴 对 zxz 轴 ,y 轴 对 y 轴 , 则 两 


条 曲线 将 完全 重合 。 男 一 方面 ,如 在 图 10.3 所 示 ( 互 换 两 轴 ), 则 
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两 条 曲线 对 通过 原点 的 45" 线 呈 镜 像 对 称 ( 任 何 一 对 反 函 数 的 图 
形 都 是 对 称 的 )。 

这 种 镜像 对 称 关 系 有 几 点 值得 注意 的 含义 。 第 一 ,尽管 两 条 
曲线 均 为 单调 递增 的 ,但 对 数 曲 线 以 递减 的 速率 递增 ,而 指数 函数 
则 与 其 相反 ,以 递增 的 速率 递增 。 另 一 个 有 趣 的 对 比 是 ,指数 肾 数 
的 值 域 为 正 ,而 对 数 函 数 的 定义 域 为 正 。( 当 然 , 对 对 数 函 数 定义 
域 的 限制 仅仅 是 只 有 正 数 方 可 有 对 数 的 另 一 种 表述 。) 镜 像 关系 的 
第 三 个 特点 是 ,正如 y= e' 具有 纵 截 距 1 一样 ,对 数 函 数 1 = log,y 
必定 在 y= 1 处 通过 横 轴 ,表明 log,1=0。 由 于 横 截 距 不 受 对 数 的 289 
底 影 响 ( 比 如 ,logio1=0), 所 以 由 一 般 图 形 图 10.32 ,我 们 可 以 推 
论 


0<y< 1 log y< 0 
y 二 人 es (10.16) 
yl1 log y >0 


y 





图 10.3 
为 对 此 进行 验证 ,读者 可 检验 10.3 节 中 给 出 的 两 组 常用 对 数 
与 目 然 对 数 的 例子 。 此 外 ,还 要 注意 : 
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log :| 当 ,| (10.16 ) 


对 数 函 数 与 指数 函数 在 图 10.3 中 的 图 形 比 较 是 以 简单 对 数 
函数 y 二 er 和 上 =lny 为 基础 的 。 若 我 们 将 一 般 化 的 指数 函数 y = 
Ae” 与 对 应 的 对 数 函 数 相 比较 ,将 会 得 到 同样 的 结果 。 由 于 ( 正 ) 
常数 A 和 vr 表示 压缩 或 放大 指数 曲线 ,y= Ae” 的 图 形 与 图 10.3a 
中 的 一 般 形状 仍 是 类 似 的 ,只 是 纵 截 距 不 再 是 y=1, 而 是 y= A。 
( 当 z=0 时 ,我 们 有 y= Ae"” = A。,) 相 应 地 ,其 反 函 数 的 横 截 距 也 
是 y= A。 一 般 而 言 ,相应 的 对 数 曲线 与 指数 曲线 关于 45° 线 嘻 镜 
像 关系 。 

如 果 要 求 出 y= Ae” 的 反 哆 数 的 具体 表达 式 , 则 对 指数 函数 
的 两 边 取 自 然 对 数 [ 根 据 命 题 (10.15), 取 对 数 后 方程 仍 相等 ], 然 
后 解 出 上 即 可 : 

In y=In (Ae”)=ln Atrilne=lnA+rt 
因此 


/= 0》 一半 人 (r £0) (10.17) 


290 这 个 结果 , 即 对 数 函 数 , 便 是 指数 函数 y= Ae” 的 反 肾 数 。 如 前 所 
述 ,函数 (10.17) 的 横 截 距 为 y= A。 因 为 当 y= A 时 ,我 们 有 lny 
=lnA, 因 此 上 =0。 


换 底 


在 10.2 节 中 曾 表明 ,指数 函数 y= Ap: 总 可 以 转换 成 为 自然 
指数 函数 y = 4e" 。 现 在 我 们 准备 推导 出 一 个 转换 公式 。 但 我 们 


要 考察 的 是 如 何 将 更 一 般 的 表达 式 4Ao2 转换 为 Ae" ,而 不 是 转换 
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Ab'。 因 为 问题 的 实质 是 由 给 定 的 5、c 求 7 ,使 得 
e”=b° 
所 要 做 的 就 是 将 > 表示 成 5 和 ec 的 函数 。 对 上 面 的 方程 两 边 取 自 
然 对 数 , 便 可 以 很 轻松 地 完成 这 个 工作 : 
lne”= lnpe 
方程 的 左边 显然 等 于 ,所 以 所 求 函 数 (转换 公 式 ) 为 
r= lnb =e inp (10.18) 
这 表明 ,函数 y= Ab" 总 可 以 改写 成 自然 底 的 形式 : 
y= Ael ns) 
例 1 将 y=2’ 变换 成 自然 指数 函数 。 这 里 ,我 们 有 A=1,6 
=2 及 c==1。 因 此 r= clnb=1n2, 且 所 求 指数 函数 为 
y= Ae” = elln2) 
各 愿意 ,我 们 还 可 以 运用 (10.14) 和 常用 对 数 表 ,计算 出 (ln2 ) 的 数 
值 : 
ln2 = 2.3026logio02 = 2.3026(0.3010) = 0.6931 
(10.19) 
则 我 们 还 可 以 将 前 面 的 结果 写成 y= e0931 。 
例 2 将 y=3(5)“ 转换 为 自然 指数 函数 。 在 本 例 中 ,A = 3， 
b= 二 5,c=2, 由 公式 (10.18) 可 知 r=2In 5。 因 此 ,所 求 方程 为 
y= Ae” = 3e2m" 5) 
同样 , 若 愿 意 ,我 们 还 可 以 计算 出 
2ln 5 =1n 25= 2.3026 logio25=2.3026(1.3979) =3.2188 
所 以 前 面 的 结果 还 可 以 表示 成 y= 3e3.2188: 。 
当然 ,将 形式 为 1 = logpy 的 对 数 函 数 转换 为 等 价 的 自然 对 数 


溺 数 也 是 可 以 的 。 为 此 ,只 需 应 用 对 数 法 则 IV 便 足 侨 。 此 法 则 291 
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可 表示 为 

logsy = (logs e ) (loge y) 
将 此 结果 直接 带 人 给 定 对 数 函 数 , 马 上 便 可 得 到 所 求 的 自然 对 数 
函数 ， 


t = log, y 二 (logs e ) (log, y) 


= jog. slog y [由 对 数 法 则 V] 


_lny 
~ lnb 


运用 同样 的 方法 ,我们 还 可 将 更 一 般 的 对 数 函 数 1 = a log, (cy) 
变换 为 等 价 形式 


t= allog,e) (log.c y)= iog 5loge(cy) = pln cy) 


例 3 将 函数 上 =logzy 变换 为 自然 对 数 形式 。 因 为 在 本 例 中 
=2,a=c=1, 所 以 所 求 结果 为 


:= - 工 1 
In2 


但 根据 (10.19) ,我 们 也 可 将 其 表示 成 := (1/0.6931)ln y。 
例 4 将 函数 上 =7 logio2y 变换 成 自然 对 数 。 本 例 中 的 常数 
为 wa=7,5=10,c=2, 因 而 所 求 函数 为 


三 一 -一 In2y 


In 1 
如 (10.14) 所 示 , 因 ln 10=2.3026, 所 以 上 面 的 函数 可 以 重 写 为 
t= (7/2.3026)ln 2y = 3.0400 ln 2y。 

在 上 面 的 讨论 中 , 当 函 数 为 对 数 函 数 时 ,我 们 一 直 遵 循 将 上 表 


示 成 y 的 做 法 。 我 们 这 样 做 的 唯一 原因 是 我 们 希望 强调 指数 函 
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数 与 对 数 函 数 间 的 反 郴 数 关 系 。 当 我 们 仅 研 究 对 数 函 数 时 ,我们 
可 以 按 惯 例 写 成 y =lnz( 而 非 上 =ljny)。 当 然 ,符号 上 的 这 种 变 
换 对 分 析 不 产生 任何 影 啊 。 


练习 10.4 


1 y= Ae” 的 有 反 孙 数 (10.17) 要 求 7 为 非 零 。 从 原 指 数 酒 数 角 度 看 ,这 个 

要 求 意 味 着 什么 ? 
2 (a) 画 出 指数 函数 y= Aer 的 图 形 。 指 出 纵 截 距 的 值 。 292 
(0) 画 出 对 数 函 数 := YY 一 ?全 的 图 形 , 指 出 其 模 截 距 的 值 。 


3 求 yy= ab“ 的 反 函 数 。 
4 将 下 列 函 数 转 换 成 自然 指数 形式 : 


(a)y=8°" (c)y=5(5): 
(8)y=2(7)? (d)y=2(15)4: 
5 将 下 列 函 数 转换 成 自然 对 数 形式 : 
(a)t=logyy (c)# = 3logs9y 
(b)t = logg3y (d)t=2Ilogioy 


6 已 知 下 列 离散 复 利率 (i) , 求 与 之 等 价 的 连续 复 利 年 名 义 利率 (>): 
(a) 年 利率 5% , 按 年 计算 复 利 。 

(5) 年 利率 5% , 按 半年 计算 复 利 。 

(c) 年 利率 6% , 按 半 年 计算 复 利 。 

(4) 年 利率 6% , 按 季 度 计 算 复 利 。 


10.5 指数 函数 与 对 数 函 数 的 导数 


前 面 曾 指出 ,函数 e: 的 导数 为 其 自身 。 实 际 上 ,自然 对 数 函 
数 Int 也 具有 非常 方便 的 导数 , 即 4 (lni)/di =1。 这 一 事实 强 
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化 了 我 们 对 底 e 的 偏爱 。 现 在 我 们 来 证 明 这 两 个 导数 公式 的 正确 
性 ,然后 再 推导 指数 函数 和 对 数 旺 数 的 导数 公式 的 某 些 变 式 。 


对 数 函 数 求 导 法 则 


对 数 函 数 y= In 上 的 导数 为 
tn := 上 上 
dt t 
为 证 明 此 法 则 ,我 们 回顾 一 下 ,根据 定义 ,函数 y= f(i)=Int 的 
导数 在 t= NN 处 具有 如 下 值 
A 
[由 对 数 法 则 II] 


NN ， 1 _m 
293 现 在 我 们 引入 简写 符号 mm = -全 入, 则 我 们 可 以 写 出 一 妇 ， 
以 及 志 =1+ 上 =1+ 二 ,因此 ,上 面 极限 符号 右边 的 表达 式 可 


变换 成 如 下 形式 : 
1 


一 一 -一 in 


i 一 人 N 





更 1Y_1 了 工人 
= 六 mn(1+ 广 ] Nin(1+ 六 ] 


[根据 对 数 法 则 III 
注意 , 当 1 一 NN 时 ,m 将 趋 于 无 穷 大 ,所 以 要 求 出 所 需求 的 导数 
值 ,我 们 可 以 取 当 m->% 时 最 后 一 个 表达 式 的 极限 : 
1 


fF(N)= lm ll 十 区 一 Nln e 


1 

N 

[由 (10.5)] 

但 是 , 因 N 可 以 为 使 对 数 有 定义 的 任意 数 ,所 以 我 们 可 以 将 此 结 

果 一 般 化 ,并 写成 F(t) 二 dd(lnt)/dt=1/t。 对 数 求 导 法 则 得 证 。 
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指数 函数 求 导 法 则 


函数 y= e' 的 导数 为 
以 


Te —€ 


dt 
由 对 数 函 数 求 导 法 则 很 容易 得 出 这 一 结果 。 我 们 知道 函数 y= e 
的 反 鲍 数 为 1 二 Iny, 后 者 的 导数 为 di/dy = 二 1/y。 因 此 由 反 范 数 法 
则 ,我 们 立即 可 得 出 





CT 1, 
dt di di/dy l/y > “ 
推广 的 指数 函数 求 导 法 则 


上 述 两 个 法 则 可 推广 至 表达 式 e' 与 Int 中 的 变量 上 可 为 的 
某 些 函 数 ,比如 /(1) 代 替 的 情况 。 两 个 法 则 的 一 般 化 形式 为 : 


d {t) 一 “ f(re) 百 EL， _ a du 

xe = f (te [或 5 < | 

2 2 £0) 世纪 工 加 

天 f(t) ft(i) 或 多 | 
(10.20) 


(10.20) 通 过 直接 应 用 链 式 法 则 便 可 得 到 证 月 。 已 知 函 数 y 
= ef 中), 我们 可 首先 令 w= f(t), 从 而 y=e*。 则 由 链 式 法 则 , 导 
数 为 


dy_ du_ dudu_ vdu_ fy 
J dt du ad: “ de f (2) 


类 似 地 ,已 知 殴 数 y=1nf(t), 我 们 可 以 首先 令 v= f(z), 从 294 


而 形成 链 ;y= lnv, 其 中 v= f(z), 则 由 链 式 法 则 ,我 们 有 
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qd jd Ld dv_ldv_ 1 y 
a Da va va va FDC 


注意 ,(10.20) 与 较 简 单 的 法 则 de'/4dt1=e: 和 dl(ln !)/di=1/t 相 
比较 ,真正 的 修正 只 是 引入 了 一 个 乘 数 因子 f(z)。 

例 1 求 函 数 y=e" 的 导数 。 这 里 指数 为 rt 二 f(1), 有 (1) 
三 了 ,因此 


例 2 由 函数 ye-'‘ 求 导数 dy/dt。 在 本 例 中 , F(t)= 一 上 ， 
所 以 了 (tz)= -1, 因 而 


dy_d -i_ _-, 
dt dz ¢ 


例 3 由 函数 y= lnat 求 dy/dt。 因 在 本 例 中 f(t)= at， 
了 (t)=a, 所 以 导数 为 
: a 1 


din at 三 一 三 一 
dt at 上 
非常 有 趣 的 是 , 它 与 y= lnt 的 导数 是 一 致 的 。 
此 例 说 明了 这 样 一 个 事实 :在 对 数 表达 式 内 与 1 相 冬 的 常数 


在 求 导 过 程 中 被 消 掉 了 。 但 要 注意 ,对 于 常数 ,我 们 有 


& ln t = 大 
dt t 


所 以 在 对 数 表 达 式 外 与 之 相 乘 的 常数 在 求 导 过 程 中 仍 得 到 保留 。 
例 4 求 函 数 y=lnz 的 导数 , 因 f(1)=1,f(t)= ct ,所 
以 由 (10.20) 得 到 


d _ 
了 lIn 1:=Ek 


dn 1 
1 


dt f° 


例 5 由 y= 2 lnz* 求 dy/dt。 因 为 此 函数 是 坟 与 Int? 的 
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积 , 所 以 需 应 用 积 的 求 导 法 则 : 


dy _ ,3d 2 2 d 3 
2 = 了 nt + ln zt rt 


= 2 和 )+ (ln 1*)(31°) 


=212 +3t2(2 ln 1) [对 数 求 导 法 则 (III) ] 
=212(1+3jin) 


底 5 的 情况 


对 于 以 8 为 底 的 指数 函数 与 对 数 函 数 , 导 数 为 295 
d i _ £ d ft 上 一 
0 = brinb | 注意: 关 志 | 
logst = 了 二 (10.21) 
注意 在 底 为 e 的 特定 情况 下 (5=e 时 ), 我 们 有 1n6=1ne= 二 1, 所 以 
这 两 个 导数 将 分 别 简 化 为 (d /di)e:=e 和 (d /di)ln t=1/io 
(10. 21) 的 证 明 并 不 难 。 对 于 6b: 的 情况 ,根据 恒等式 
pp 三 ca ,我 们 可 以 写 出 
bp:= eto): = otné 
(我 们 写成 1 lnb ,而 不 写成 Inbt ,以 强调 zt 不 是 对 数 表 达 式 中 的 一 
部 分 。) 因 此 ， 


Sb = Ee, = (ln 5) (em2) [由 (10.20) 


=(ln 6)(6)= blnb 
要 证 明 (10.21) 的 第 二 部 分 ,我们 需 依 靠 对 数 的 基本 性 质 
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log = (logye ) (log,t ) = -ln 1 





In b 
它 使 我 们 得 到 导数 
a d/l ld lll 
At Es 一 大 (E 5 中 = ln barln 上 Ino\t 
这 两 个 公式 的 更 一 般 的 形式 为 

dd) rr (1) 
je = f(t1)6 Vn ob 
dj yy (人工 z 
7 ogof (t) -FD nb (10.21) 


同样 ,者 8=e, 则 inp=1, 则 此 式 可 以 简化 为 (10.20) 。 
例 6 求 消 数 >=12 :的 导数 。 这 里 ,=12，F 太 (ti) =1 一 上， 
Fi)= 一 1 ,所 以 


dy __ _, 
sy (12)! ‘ln 12 
296 高 阶 导数 


同 其 它 类 型 的 函数 一 样 ,指数 函数 与 对 数 函 数 的 高 阶 导数 仅 
仅 是 重复 求 导 的 结果 。 

例 7 求 y?=4(0>1) 的 二 阶 导 数 。 由 (10.21) 知 ,一 阶 导 数 
为 y ( 纪 ) 二 binb (当然 ,其 中 In2 为 常数 ), 于 是 对 上 再 微分 ,我 们 
有 


y( 划 = 号 (= [fe b=(b'n bn 6= 6 (ln 6) 


注意 ,y= 6b! 总 为 正 , 且 因 65>>1, 所 以 Inb 也 总 为 正 [ 由 (10.16)]， 
因而 y(z)= einp 必然 也 为 正 。 这 一 事实 支持 了 我 们 前 面 的 关 


于 指数 函数 y= 5b 以 递增 的 速率 单调 递增 的 观点 。 
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例 8 求 y= In :的 二 阶 导 数 。 其 一 阶 导 数 为 y =1A= 
上 ,因此 二 阶 导数 为 


六 2 1 
了 一 t 一 2 


ip 


由 于 此 函数 的 定义 域 为 开 区 间 (0,%%), 所 以 y =1/t 必 为 正 。 而 
y 必 为 负 。 这 两 个 结论 的 结合 则 支持 了 我 们 前 面 关 于 对 数 函 数 y 
=lnz 以 递减 速率 单调 递增 的 判断 。 


一 个 应 用 


对 数 函 数 的 主要 优点 之 一 是 它 能 将 乘法 转化 为 加 法 ,将 除法 
转化 为 减法 , 当 我 们 对 任意 类 型 的 函数 的 积 或 疮 微分 时 ,我们 就 可 
以 利用 这 一 性 质 。 

例 9 求 函 数 


六 


”+3GZz+T 
的 导数 dy/dx。 我 们 首先 对 方程 两 边 取 自 然 对 数 ,而 不 是 应 用 积 
和 商 的 求 导 法 则 ,从 而 得 到 
in y=In x*—-In(xz +3)-In(2x + 1) 
根据 (10.20) , 左 侧 对 x 的 导数 为 


各 (左边 )= 二 名 
而 右边 的 导数 为 00 
(1 
当 两 个 结果 相等 ,并 均 被 y 相 乘 时 ,我 们 得 到 所 求 的 导数 为 
dy _ 7x+6 
dr zxr(x+3)(2r +1)> 
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加 7Z 十 0 x 
rr(r+3)(2r +1) (r+3)2x+1) 


rz(7r +6) 
(T+3)(2r+1)? 


例 10 求 ，=zeec ‘的 导数 dy/dx。 对 方程 两 边 取 自然 对 
数 ,我 们 有 





In y=aln x+lne” =alnz+Ar 一 cc 


将 两 边 对 z 微分 ,并 利用 (10.20), 则 我 们 得 到 


ldy_a 
yadr +k 
和 和 和 = 人 (全 = (全 jz 
dx x 


练习 10.5 


1 求 下 列 阴 数 的 导数 : 


(a)y=e2'4 (ej)y= er torte 
(b)y=e (f) y= xre” 
(ec )y=er 7 (g)y= x’e’ 
(d)y=3e* (h)h= azrei 


2 (a) 运用 方程 ln a:t =lna++ln: 验证 例 3 的 导数 。 
(5) 运用 方程 nt = clnt 验证 例 4 的 结果 。 
3 求 下 列 活 数 的 导数 





(a)y= 1n8r5 (e)y=ln x—-ln(l1+zx) 
(b)y= In at (fj)y=In[x(1 ~ zx)] 
(c)y=In(t +9) (g)y=In (二 ) 


(da)y= Sin(t: +1)? (h)y=5xin xr” 
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4 求 下 列 范 数 的 导数 


(a)y=5! (d)y=logy?7x” 
(b)y=log (tz: +1)  (e)y=logs(8z2+3) 
(c)y=13"°3 (f)y= zx’logs3x 
5 证 明 (10.21) 的 两 个 公式 。 298 


6 证 明 函 数 v= Ae"(A>>0,r>>0) 和 隧 数 A=we (zz>0, rr>0) 均 为 
单调 苑 数 , 但 一 个 单调 递增 , 另 一 个 单调 递减 , 且 二 者 均 为 严格 凸 函 数 ( 参 见 
练习 10.2 一 5)。 

7 首先 对 下 列 函 数 取 自然 对 数 后 ,再 求 其 导数 : 


3 工 z+ 
(oy tT) (by (rt3)e 


10.6 最 优 时 间 安 排 
我 们 所 拥有 的 关于 指数 函数 和 对 数 函 数 的 知识 现在 可 以 应 用 
于 某 些 简单 的 最 优 时 间 安 排 问题 。 


酒 的 客 藏 问题 


假设 某 酒 商 拥有 特定 数量 的 (比如 一 箱 ) 的 葡萄 酒 ,他 可 以 现 
在 销售 以 得 到 天 美元 ,也 可 以 将 其 窖藏 某 一 时 间 以 便 以 更 高 的 价 
格 销 售 。 已 知 酒 的 增长 值 (VV) 是 时 间 的 如 下 函数 : 
V = Ket [= K exp(t'?)] (10.22) 
从 而 若 1 二 0( 现 在 销售 ), 则 六 = 开 。 假 设 窘 藏 成 本 为 零 , 酒 商 的 
问题 便 是 确定 何 时 销售 以 得 到 最 大 利润 。2 
因 酒 的 成 本 为 酒 商 早 已 支付 的 “沉没 ”成 本 , 且 因 假定 不 存在 


由 考虑 容 茂 成 本 会 使 我 们 过 到 我 们 现在 还 无 法 解决 的 困难 。 在 13 章 中 ,我 们 会 
再 研究 这 一 问题 。 
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窖藏 成 本 ,最 大 化 利润 亦 即 最 大 化 销售 收益 ,或 者 使 V 值 最 大 化 。 
但 有 一 点 要 注意 ,对 应 于 每 一 特定 时 点 1 的 每 一 V 值 表示 在 不 同 
日 期 收 到 的 美元 数额 ,由 于 涉及 利息 因素 ,一 个 日 期 的 V 值 与 另 
一 日 期 的 V 值 不 能 直接 比较 。 解 决 这 一 困难 的 办 法 是 将 每 一 V 
值 贴现 到 等 价 的 现 值 (在 时 间 t=0 的 价值 ), 则 所 有 的 V 值 都 具 
有 了 可 比较 的 基础 。 
我 们 假设 在 连续 复 利 基础 上 的 利率 水 平 是 xy。 则 根据 
(10.11),V 的 现 值 可 以 表示 为 
A(t)= Ve ”= Kelte" = Ket™" (10.22’) 
其 中 A 表示 现 值 V, 它 是 1 的 函数 。 因 此 ,我 们 的 问题 相当 于 求 
使 A 最 大 化 的 上 值 。 


29 最 大 化 条 件 


最 大 化 A 的 一 阶 条 件 是 令 dA /dt =0。 为 求 此 导数 ,我们 可 
以 将 (10.22 ) 直 接 对 上 微分 ,或 者 间接 地 , 先 对 (10.22') 两 边 取 自 
然 对 数 ,然后 再 将 其 对 z 求 微 分 。 我 们 先 描述 后 一 种 方法 。 
首先 ,由 (10.22') 我 们 得 到 方程 
In A(1)=ln K+ln et "=In K+(12-) 
将 两 边 对 上 求 导 , 则 我 们 有 
工具 - 工 -12 _ ， 
Ad: 2 


dA _ /l,in - 
或 1 =A(z: | 


因为 A 关 0, 当 有 日 仅 当 

1 

2Vt 2r 
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条 件 dA /di =0 方 能 得 到 满足 。 这 意味 着 最 优 窖藏 时 间 长 度 为 


f= (让 ) = ] 
2r 472 


例如 ,车 rr 一 0.10, 则 :一 25, 即 此 酒 商 应 将 这 箱 酒 容 藏 25 年 。 注 
意 ,利息 率 ( 贴 现 率 ) 越 高 最 窖藏 期 越 短 。 

一 阶 条 件 1/(2 Nt)= +r, 具 有 一 个 简单 的 经 济 解释 。 左 边 的 
表达 式 仅 表示 酒 的 价值 V 的 增长 率 , 因 为 由 (10.22) 


9 = EK exp(t'“) = K Sexp(11) [K 常数 | 
= K [31 jexp(1'?) [由 (10.20)] 
= (jy [由 (10.22)] 


所 以 V 的 增长 率 实际 上 是 一 阶 条 件 中 的 左边 的 表达 式 : 


= /dl 1 
Vv VvV 2 2 /1 


与 其 相对 照 ,右边 表达 式 r , 则 是 利息 率 或 若 酒 现在 卖 掉 ,可 收 到 
现金 的 复 利 增长 率 ( 相 对 于 窖藏 的 机 会 成 本 )。 因 此 ,如 图 10.4 所 
示 , 令 两 个 瞬时 增长 率 相等 ,也 就 意味 着 保存 酒 直至 窖藏 的 好 处 完 300 
全 消失 , 亦 即 保存 酒 直至 当 酒 的 价值 的 递减 的 增长 率 与 销售 酒 所 
得 现金 的 不 变 的 利 奶 率 相 等 时 止 。 

下 一 步 要 做 的 工作 是 检验 上 值 是 否 满足 A 最 大 化 的 二 阶 条 
件 。A 的 二 阶 导 数 为 


dA d/l -1/2 A 1 
a = hz AGlY 站 
1, 

2 


‘(2 
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1 了 
DF ( 酒 的 价值 的 增长 率 ) 


7 ( 销售 收入 的 利息 率 ) 





图 10.4 

但 因 当 我 们 在 均衡 (最 优 ) 点 计 值 时 ,dA /dt=0, 最 后 一 项 可 售 
弃 , 所 以 我 们 有 

dA_ dll 1 1 ao -4 
dt A(z 站 A| 4 4 /再 
考虑 到 A >0, 当 在 :>0 计 和 值 时 二 阶 导 数 为 负 , 因 而 保证 了 解 值 t 
确实 使 利润 最 大 化 。 








伐木 问题 


另 一 个 问题 是 伐木 问题 。 它 也 涉及 到 采取 行动 的 最 优 时 间 选 
择 。 
假定 木材 (早已 在 给 定 土 地 上 种 植 ) 的 价值 时 间 的 如 下 增 郴 
数 : 
了 三 24 
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单位 为 于 美元 。 假 设 贴现 率 为 r( 在 连续 的 基础 上 ), 并 假定 在 树 
木 成 长 期 间 养 护 成 本 为 零 ,什么 是 砍伐 树木 并 进行 销售 的 最 佳 时 
机 ? 
像 在 葡萄 酒 中 的 问题 一 样 ,我 们 首先 将 V 变换 成 现 值 : 301 
A(1)= Ve "= Me ” 

因此 InA =In2M:+Ine ”=Vtn2- r= 1 ?In2- x 
要 使 A 最 大 化 ,我 们 必须 令 dA /dt1=0。 将 InA 对 1 求 导 ,并 以 A 
与 之 相 乘 ,可 以 得 到 一 阶 导数 : 





1dA _ 工 -2 
Aag -21 In2—r 

dA _ In2 | ) 

因此 人 42 


因 A 夭 0, 当 且 仅 当 


In2_, 或 三 -2 


时 ,条 件 dA /di =0 方 能 得 到 满足 。 从 而 ,最 优生 长 年 数 为 
(2 

很 明显 ,贴现 率 越 高 ,树木 越 应 早 砍伐 。 

为 保证 i 是 最 大 化 解 而 非 最 小 化 解 , 应 进行 二 阶 条 件 检 验 。 
但 这 个 问题 留 给 读者 作为 练习 之 用 。 

在 本 例 中 ,我 们 通过 假设 树木 为 以 前 所 植 ,从 而 舍 去 了 植树 成 
本 ,使 沉没 的 植树 成 本 合理 地 排除 在 最 优 决策 问题 之 外 。 但 若 决 
策 不 是 关于 何 时 收获 的 问题 ,而 是 关于 是 否 植树 的 问题 , 则 现在 发 
生 的 植树 成 本 就 必须 与 树木 产 出 的 现 值 相 比较 , 且 现 值 应 按 最 优 


值 上 来 计算 。 例 如 ,车 ,=0.05, 则 有 
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rt Hr 








~ /0.6931\* _ 2 _ 4 
= 3 = (6.931)? = 48.0 年 


和 A 一 26.931p 0.05448.0) 一 (122.0222)e 40 
=122.0222(0.0907) = $11.0674( 千 ) 


所 以 仅 当 植树 成 本 低 于 A 时 ,植树 才 是 值得 的 (同样 假定 养护 成 
本 为 零 )。 


练习 10.6 


1 车 酒 的 价值 按 函 数 V = Ke2: 增 长 ,而 不 是 按 (10.22) 式 增长 ,那么 ， 
302 酒 商 储 酒 时 间 应 为 多 长 ? 

2 检验 伐木 问题 的 二 阶 条 件 。 

3 ”作为 本 节 描 述 的 最 优化 问题 的 推广 ,证 明 : 

(a) 有 任意 值 函数 V = f(z), 已 知 连 续 贴 现 率 +r,V 的 现 值 A 达到 极 大 
值 的 一 阶 条 件 是 V 的 增长 率 等 于 +。 

(6) 最 大 值 的 二 阶 充 分 条 件 实际 上 相当 于 规定 V 的 增长 率 随时 间 递 
减 。 


10.7 指数 函数 与 对 数 函 数 
导数 的 进一步 应 用 


除了 在 最 优化 问题 中 应 用 以 外 ,10.5 节 的 导数 公式 在 经 济 中 
还 有 其 它 有 意义 的 应 用 。 
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求 增长 率 


当 变 量 y 是 时 间 的 函数 , 即 y= F(z), 其 瞬时 增长 率 定义 为 
dy/dt 了 f(t) 边际 函数 





? y f/f(2) 总 函数 
但 由 (10.20) 可 知 , 此 比率 恰好 是 Inf(i)= lny 的 导数 。 因 此 ,为 
求 时 间 函 数 F(z) 瞬 时 增长 率 , 我 们 可 以 不 采取 将 图 数 对 上 求 导 ， 
然后 再 以 f(z) 相 除 的 方法 ,而 是 简单 地 将 函数 两 边 取 自然 对 数 ， 
然后 再 将 Inf(:) 对 时 间 求 导 .% 后 一 种 方法 可 能 是 一 种 更 简单 的 
方法 , 若 f(t ) 是 积 或 商 的 表达 式 , 通 过 取 对 数 , 会 使 其 简化 为 可 加 
项 的 和 或 差 。 
例 1 求 V= Ae” 的 增长 率 , 其 中 4 表示 时 间 。 我 们 已 知道 
V 的 增长 率 即 7 ,但 我 们 还 是 通过 求 In V 的 导数 来 对 此 进行 检 
验 : 


(10.23) 


InV=inA+t+rtlne=lnA+rt [A 常数 | 


因此 
y= SlnV=0+Er=r 
结论 得 证 。 
例 2 求 y=4: 的 增长 率 , 在 本 例 中 303 
Iny= ln4 =t:lnd4 
因此 ry = Elny = In4 
t 





DD 车 变量 t+ 不 表示 时 间 , 那 么 ,表达 式 (dy/dit)/y 被 称 作 yy 对 上 变化 的 比率 。 
@@ 知 我 们 在 一 个 两 维 空 闻 中 绘 出 蚊 数 f(1) 对 :的 图 形 , 曲 线 的 斜率 便 会 告知 我 
们 F(z) 的 增长 府 。 这 还 证 明 广 所 请 “六 对 数 刻度 "图 的 合理 性 。 
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它 确 实 应 当 如 此 ,因为 eM 二 4, 因 而 ,y=4! 可 改写 成 y= en4) ,由 
此 我 们 马上 可 看 出 (ln4) 是 > 的 增长 率 。 


组 合 函 数 的 增长 率 


为 此 讨论 深化 一 步 ,我 们 考察 两 个 时 间 函 数 之 积 的 增长 率 : 
u = f(t) 


a 
| g(1) 


| 


T 
取 y 的 自然 对 数 ,我 们 得 到 
Iny = Inwu+ lnw 


因此 所 求 增长 率 为 


r= Sn y= Eh ut In v 


dt 
但 等 号 右边 两 项 分 别 为 uw 和 w 的 增长 率 。 因 此 我 们 有 法 则 
rw) = rut ry (10.24) 
以 文字 表达 即 :两 函数 积 的 瞬时 增长 率 等 于 每 个 函数 增长 率 的 和 。 
通过 类 似 的 步骤 还 可 以 证 明 ,函数 商 的 增长 率 等 于 被 除数 与 
除数 两 者 增长 率 之 差 ( 参 见 练习 10.7 一 4): 
r(u/v)= 7 一 六 (10.25) 
例 3 若 消 费 C 以 比率 a 增长, 人口 日 以 比率 8 增长 ,那么 
人 均 消费 增长 率 为 多 少 ? 因 人 均 消 费 等 于 C/ 昌 ,其 增长 率 应 为 
ric 二 rc 一 ra 一 及 
现在 我 们 来 考察 两 个 时 间 函 数 的 和 的 瞬时 增长 率 : 
u= f(t) 


Zuw+v | 
v=g(t) 


304 这 时 ,自然 对 数 为 


394 


inz =in(u +v) [ln u +lnmj 


因此 ， 
rr = EIn > 一 全 In (u 十 站) 


1 4d 
= (+ v) [由 (10.20)] 





1 
Ui ov 


但 由 (10.23), 我 们 有 = 了 (1)/Af(z), 从 而 (2)= f(t)r, = 
ur,。 类似 地 ,我 们 有 g(t1)= vr,。 因 此 ,我 们 可 以 写 出 法 则 





[f(t)+ g(t))] 


OU 
wt+ ov 





r(u+v) = 1 r,, (10.26) 


7 eid 
此 式 表明 ,两 个 时 间 函 数 和 的 增长 率 是 每 个 函数 增长 率 的 加 权 平 
均值 。 

同 理 ,我 们 有 ( 见 练习 10.7 一 5) 








re) = 一 “一 r。- 一 一。 (10.27) 


[2 ww 一 吕 

例 4 某国 商品 出 口 为 G = G(i), 其 增长 率 为 a/t; 该 国 服 

务 出 口 为 S= S(t), 其 增长 率 为 5/i, 总 出 口 增长 率 为 多 少 ? 因为 
总 出 口 Xi = G40) + SO), 所 以 其 增长 率 应 为 


Cr S 
rx = wr'G + x"s 
_G/ay, S/L6Y Gat 
= tt” Xz 


求 感 弹性 


我 们 已 知道 ,给 定 y= f(t),lny 的 导数 度量 > 的 瞬时 增长 率 。 
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现在 我 们 来 考察 给 定 范 数 y= f(x), 当 我 们 将 (lny) 对 (lnz ) 求 
导 ,而 不 是 对 x 求 导 时 ,会 出 现 何 种 情况 。 
首先 ,我 们 定义 wu 三 lny 和 w= 二 Inx。 则 我 们 可 以 看 到 将 与 y 
以 及 与 v 联系 起 来 的 链 式 关系 : 
u=ln y y= f(xr) X=e" "=e 

因而 , (ln y) 对 (ln z) 的 导数 为 

d(ln y) _du ducdycdz 

d(ln x) dv dydxdyv 


= (Eh YP) fe) = 


305 此 式 即 函数 的 点 弹性 。 因 此 我 们 确立 一 个 一 般 原 则 :对 于 基数 y 
=(z),y 对 z 的 点 弹性 为 


dlln y) 
并 (In x) 


应 注意 ,符号 中 的 下 标 yz 仅 表 明 y 与 x 是 所 涉及 的 两 个 变量 ,而 
不 意味 着 y 与 x 的 乘积 。 这 与 r(,,,), 中 的 情形 是 不 一 样 的 , (uwv) 
确实 表示 乘积 关系 。 同 样 ,我 们 现在 还 可 以 用 另 一 种 方法 求 函 数 
的 点 弹性 , 即 用 对 数 法 , 若 给 定 函 数 以 积 或 商 的 形式 出 现 , 对 数 法 
通常 是 一 种 更 为 简单 的 方法 。 
例 5 给 定 Q=AXP, 其 中 为 正常 数 , 求 需求 的 点 弹性 。 这 
是 一 个 等 轴 双 曲线 方程 ( 见 图 2.8d) ,而 且 , 众 所 周知 ,此 类 方程 在 
所 有 点 具有 单位 点 弹性 ,为 证 明 这 一 点 ,我 们 应 用 (10.28)。 因 和 需 
求 函 数 的 自然 对 数 为 





(10.28) 


已 


inQ=lnR 一 inP 


所 以 (Q 对 P 的) 需求 点 弹性 为 
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_d(ln Q)_ 
“dT adl(lnP) 


(10.28) 中 的 结果 是 运用 链 式 求 导 法 则 推导 出 来 的 。 有 趣 的 
是 ,类 似 的 链 式 法 则 对 弹性 也 成 立 , 即 给 定 国 数 yy=g(z) ,其 中 
二 h(x) ,我 们 有 





1 或 ls |=1 


Eyr — Eyw Ewr (10.29) 
证 明 如 下 : 
c = (Wd )= dydww7x _ dyx 
ywr dwy dr uw dwdr yw dry 
练习 10.7 
1 求 瞬时 增长 率 


(a)y=3t (c)y=ab’: (e)y=1/3’ 
(b)y=ar (d)y=2'(7°) 
2 车 人 口 增 长 函数 为 如 = Ho(2)”, 消 费 函 数 为 C= Coe” ,运用 自然 对 
数 法 求人 口 增 长 率 、 消 费 增长 率 、 人 均 消 费 增 长 率 。 
3 若 y 通 过 y= x 与 x 相 联 系 , 那 么 ,增长 率 r, 与 7r, 以 何 种 方式 相 联 
系 ? 306 
4 证 明 : 关 y= w/v, 其 中 尺 = f(t1),v= g(z), 则 如 (10.25) 所 示 ,y 的 
增长 率 将 为 ,= ,一 r,。 
5 证 明 增 长 率 法 则 (10.27)。 
6 给 定 需求 函数 Qu = 有 /P" ,其 中 上 与 n 均 为 正常 数 ,运用 (10.28) 求 
需求 点 弹性 ev( 见 练习 8.1 一 5)。 
7 (〈a) 已 知 y=zrz, 其 中 忆 =xrGz)， z= h(x), 证 明 : 
Eyr™ EwErr 
(5) 已 知 y=wu/v, 其 中 以 = G(x), v= 日 (x), 证 明 : 
Eyr™ EurEv 
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8 已 知 y= Ax), 证 明 导 数 


d (log, y) 
d (log, x ) 


也 度量 点 弹性 ec,，。 
9 知 货 币 需 求 My 是 国民 收入 Y= Y(i) 的 函数 ,利息 率 为 1=i0t) ,证 
明 ; Mfj 的 增长 率 可 以 表示 成 ry 与 的 加 权 和 ， 
其 中 , 权 数 分 别 为 Ms 对 YY 与 i 的 弹性 。 
rTM, 一 EM， Y7rYy 十 EMV ii 


10 已 知 生 产 畏 数 Q= F(K,L), 求 用 K 和 芝 的 增长 率 表示 的 QQ 的 增 
长 率 的 一 般 表达 式 。 





(对 数 的 底 为 5 而 非 e) 
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第 11 章 多 于 一 个 
选择 变量 的 情况 


在 第 9 章 中 讨论 的 最 优化 问题 一 直 限定 在 目标 函数 具有 单一 
选择 变量 的 框架 内 。 在 上 一 章 ,讨论 的 范围 扩展 到 了 指数 目标 函 ao" 
数 ,但 所 涉及 的 仍 是 单一 选择 变量 问题 。 现 在 我 们 必须 研究 一 种 
求 包括 两 个 或 两 个 以 上 选择 变量 目标 函数 的 相对 极 值 的 方法 。 只 
有 这 样 ,我 们 才能 解决 这 些 即将 面临 的 问题 ,比如 多 产品 厂商 利 酒 
最 大 化 的 决策 问题 。 这 些 决策 包括 几 种 商品 最 优 产 出 水 平 及 几 种 
不 同 投入 最 优 组 合 的 选择 等 问题 。 

为 利用 目标 函数 的 图 形 ,我 们 首先 讨论 含 两 个 选择 变量 的 目 
标 函 数 = = /(z,y) 的 情况 。 然 后 再 将 分 析 结果 推广 至 难以 作 图 
的 n 个 变量 的 情况 。 但 是 ,无 论 变量 数量 为 多 少 , 我 们 一 般 假定 ， 
当 目标 函数 以 一 般 形式 写 出 时 , 它 总 具有 连续 的 至 任意 所 需 阶 孝 
的 偏 导数 。 这 一 假定 将 保证 月 标 函 数 及 其 偏 导 教 的 平滑 性 及 可 和 
性 。 

对 于 多 变量 的 函数 ,其 极 值 也 分 绝对 或 整体 极 值 , 以 及 相对 或 
局 部 极 值 两 类 。 同 以 前 一 样 ,我 们 的 注意 力主 要 集中 于 相对 极 值 ， 
为 此 ,我们 将 省 略 形容 词 “ 相 对 "二 字 ; 一 般 所 说 的 极 值 , 均 指 相对 
极 值 ,除非 另 作 说 明 。 但 在 11.5 节 中 ,我 们 将 给 绝对 极 值 的 条 件 
以 适当 的 考虑 。 


399 








11.1 最 优化 条 件 的 微分 形式 


308 第 9 章 对 单一 选择 变量 函数 最 优化 条 件 问题 的 讨论 完全 是 以 
导数 概念 来 表达 的 。 为 讨论 两 个 或 多 个 变量 问题 作 准 备 ,知道 如 
何 按照 微分 概念 来 表达 最 优化 条 件 也 是 有 益 的 。 


一 阶 条 件 


考察 函数 z= f(x ), 其 图 形 如 图 11.1 所 示 。 在 极 大 值 点 A 
和 极 小 值 点 B,z 值 必 然 是 稳定 的 。 换 句 话说 , 当 x 变化 时 ,dz 姐 
间 等 于 零 ,是 z 存在 相对 极 值 的 必要 条 件 。 这 一 条 件 便 构成 了 相 
对 极 值 一 阶 条 件 的 微分 形式 。 尽 管 dz =0 是 必要 条 件 ,但 它 显然 
既 不 是 极 大 值 , 也 不 是 极 小 值 的 充分 条 件 , 因 为 在 图 11.1 中 的 揭 
点 C 也 具有 dx =0 的 性 质 。 


Z 


z = f(x) 






eC 
{dz = 0) 


图 11.1 
为 证 明 上 述 条 件 与 一 阶 条 件 的 导数 形式 dz/dr =0 或 了 f'(x) 
二 0 是 等 价 的 ,我 们 回顾 一 下 z= f(z ) 的 微分 为 
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dz = f (zx)dr (11.1) 
我 们 注意 到 , 当 x 无 变化 , 即 dr =0 时 ,dz 自动 为 零 。 当 然 这 并 
非 一 阶 条 件 的 全 部 含义 。 一 阶 条 件 所 要 求 的 是 当 工 变化 时 dz 为 
和 零 , 即 渡 发 生 任 意 ( 正 、 负 ,但 不 为 零 ) 无 穷 小 变化 时 ,dz 为 零 。 在 
dzx 关 0 的 情 次 下 , 当 且 仅 当 大 Cz)=0 时 ,dx 能 够 为 零 。 因 此 , 导 
数 条 件 f'(xz)=0 与 微分 条 件 “ 对 任意 dz 不 为 零 ,dz =0” ,实际 上 
是 等 价 的 。 


二 阶 条 件 


极 值 点 ,比如 图 11.1 中 的 A 点 ,在 图 形 上 具有 这 样 的 性 质 ， 
当 我 们 沿 曲 线 以 无 穷 小 变化 向 A 点 的 左 侧 (dz<0) 和 右 侧 (dz > 
0) 滑 动 时 ,> 在 两 个 方向 上 均 是 递减 的 。 达 到 这 一 点 的 充分 条 件 
是 在 A 点 的 最 小 邻 域内 ,在 A 点 左右 两 边 均 有 dz<0。2 dz 在 A 
点 等 于 零 ,在 A 点 两 侧 小 于 零 这 一 事实 ,意味 着 无 论 从 哪个 方向 
移 离 A 点 ,dz 必然 都 是 递减 的 。 换 言 之 ,此 条 件 相 当 于 对 任意 
dz 不 为 零 ,d (dz)<0 或 用 更 简单 的 符号 表示 :dz < 之 0。 符 号 
d?z= d(dz) 表 示 微 分 的 微分 , 称 之 为 x 的 二 阶 微分 。 上 述 关于 
dz 的 条 件 构成 了 极 大 值 的 =- 阶 充分 条 件 的 微分 形式 。 

注意 ,d?z 为 负 是 极 大 值 的 充分 条 件 ,但 不 是 必要 条 件 。 理 由 
是 ,在 某 些 情况 下 ,在 z 的 极 大 值 ,4d*x 可 能 恰好 为 零 而 不 为 负 。 
当然 这 种 可 能 性 极 易 使 我 们 联想 起 N 阶 导 数 检 验 的 情况 ,其 中 极 


由 异 助 于 (11.1), 这 一 点 便 可 以 明确 。 今 A 点 两 侧 dz<0, 则 f(z) 与 dz 符 导 
必然 相反 。 这 意味 着 在 A 点 的 左 侧 ( 今 dr 过 0), (zr) 必定 为 正 ,所 以 了 曲线 必然 向 上 
方 倾斜 。 类 似 地 ,在 4 点 的 右 侧 ( 令 dr >0), 六 zz) 必 定 为 负 , 所 以 了 曲线 必定 向 下 方 
倾斜 。 因 此 ,点 A 是 峰 顶 ， 
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大 值 可 能 具有 二 阶 导数 为 零 的 特征 。 实 际 上 ,在 单 变量 函数 情况 
下 ,二 阶 微分 dz 的 符号 与 二 阶 导 数 d*z/qdx? 或 者 了 (zx) 的 符号 
之 间 存 在 着 非常 密切 的 关系 。 我 们 下 面 就 将 对 这 种 关系 进行 前 
述 。 

已 知 dz = 了 (xz)dz, 仅 通过 dz 的 进一步 微分 , 便 可 以 得 到 
d*z。 但 在 微分 时 我 们 必须 记 住 ,dx ,在 这 里 代表 x 的 任意 的 或 
给 定 的 非 零 变 化 ,在 微分 过 程 中 应 当 作 常 数 看 待 。 因 而 ,dz 仅 随 
广 (z) 的 变化 而 变化 ,但 因 广 (z) 又 是 z 的 函数 ,所 以 在 最 终 分 析 
中 ,dz 仅 随 xz 变化 而 变化 。 考 虑 到 这 一 点 ,我 们 有 

d*z=d(dz) = drz)dzl [由 (11.1)] 
=[adf (xz)l]dzx [dz 是 常数 ] (11.2) 
=[f (zx)adzrjdzr = f (zr)adxr’ 
注意 ,在 (11.2) 中 ,指数 2 以 两 种 完全 不 同 的 方式 出 现 。 在 符号 
dx 中 ,指数 2 表示 x 的 二 阶 微 分 ;而 在 符号 dr’ 三 (dzx)? 中 , 指 
数 2 表示 一 阶 微分 dr 的 平方 。(11.2) 的 结果 给 出 了 性 > 与 
”了 (zz) 之 间 的 直接 联系 。 由 于 我 们 现在 仅 考察 dz 的 非 零 值 ,所 以 
dx” 项 总 为 正 ,因而 dz 和 六 (zz) 必然 取 相 同 的 代数 符号 。 

这 一 事实 进一步 支持 了 我 们 前 面 的 这 一 观点 :作为 z 存在 极 
值 的 充分 条 件 ,“ 对 于 任意 非 零 dz 值 , 微 分 条 件 4d*z<0” 与 导数 
条 件 f(z)<0 是 等 价 的 。 转 加 x 的 极 小 值 的 情况 ,由 (11.2) 我 

310 们 还 可 以 看 到 ,充分 导数 条 件 (x)>0 与 “对 于 任意 非 零 的 dz， 
dz>0" 的 微分 条 件 是 等 价 的 。 最 后 ;我 们 可 以 由 (11.2) 推 断 > 
的 极 值 的 二 阶 必要 条 件 : 
对 于 z 的 极 大 值 :f(x ) 三 0 
对 于 z 的 极 小 值 :f (x) 二 0 
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可 以 分 别 变 换 成 : 
对 于 z 的 极 大 值 :dz 志 0 


六 于 dx 的 任意 非 零 值 。 
对 于 z 的 极 小 值 :wz 之 0 


微分 条 件 与 导数 条 件 


现在 我 们 已 证 明了 以 dz 和 oz 来 表示 导数 形式 的 一 阶 条 件 
和 二 阶 条 件 的 可 行 性 。 读 者 可 能 要 问 :在 导数 条 件 已 经 适用 的 情 
况 下 ,为 什么 我 们 还 要 推出 一 套 微分 条 件 呢 ? 答案 是 ,微分 条 件 是 
以 这 样 一 种 形式 表述 的 : 它 可 以 直接 从 单 变量 的 情况 推广 至 两 个 
或 两 个 以 上 变量 的 情况 ,而 导数 形式 则 不 能 作 这 种 推广 。 更 具体 
地 说 ,只 要 短语 “对 于 dz 的 任意 非 零 值 " 作 适当 修改 以 反映 选择 
变量 数量 的 变化 ,一 阶 条 件 (dz 为 零 ) 和 二 阶 条 件 (qd*z 为 正 或 负 ) 
可 以 有 效 地 应 用 于 所 有 情况 。 

但 是 ,这 并 不 意味 着 导数 条 件 不 能 发 挥 进一步 的 作用 了 。 相 
反 , 因 为 导数 条 件 更 便于 应 用 ,在 运用 微分 条 件 完 成 向 更 多 变量 推 
广 的 过 程 之 后 ,我 们 将 努力 发 展 并 利用 适 于 那些 情况 的 导数 条 件 。 


11.2 两 个 变量 函数 的 极 值 


对 于 一 个 选择 变量 的 函数 ,在 二 维 空 间 中 , 极 值 在 图 形 上 是 以 

峰 顶 或 谷底 来 表示 的 。 具 有 两 个 选择 变量 的 晒 数 z= f(xz,y) 的 

图 形 ,是 三 维 空间 中 的 一 个 曲面 ;其 极 值 仍 与 峰 顶 或 谷底 相 联 系 ， 

但 其 “ 峰 顶 "或 “谷底 ” 现 已 具有 三 维 空间 的 特征 。 在 这 个 新 的 内 容 

中 ,其 形状 分 别 像 圆 丘 和 碗 。 在 图 11.2 中 的 两 个 图 形 对 此 进行 了 

描述 。 图 a 中 的 点 A , 圆 丘 之 顶 ,构成 了 极 大 值 ;此 点 的 z 值 大 于 
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其 紧邻 邻 域 中 的 其 它 任意 值 。 类 似 地 ,图 6b 中 的 点 B, 即 “ 硫 底 表 
示 极 小 值 ;在 其 紧邻 邻 域 中 的 任意 函数 值 均 大 于 该 点 的 函数 值 。 


Fd 





(a) (5) 


311 一 阶 条 件 


对 于 函数 
z= f(x,y) 
极 值 ( 极 大 值 或 极 小 值 ) 的 一 阶 必 要 条 件 仍 是 dz =0。 但 因 这 里 有 
两 个 自 变 量 ,所 以 现在 dz 是 全 微分 ,因此 一 阶 条 件 应 修正 为 如 下 
形式 : 
对 于 二 者 不 同时 为 零 的 任意 dx 和 dy 值 ， 
dz =0 (11.3) 
关于 (11.3) 合 理性 的 解释 与 单 变量 情况 下 对 条 件 dz = 0 的 解释 
是 类 似 的 : 极 值 点 必定 为 稳定 点 ,而 在 稳定 点 ,对 两 个 变量 z 与 y 
的 任意 无 穷 小 变化 ,xz 必定 为 常数 。 
在 目前 两 变量 情况 下 ,全 微分 为 
dz = fdr + fdy (11.4) 
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要 满足 条 件 (11.3) ,两 个 偏 导数 刻 和 用 同 时 为 零 是 充 要 条 件 。 
因此 ,一 阶 条 件 (11.3) 的 等 价 的 导数 形式 为 


az _ ge, 
fr= 斤 =0 | 或 于 = 守 =0 (11.5) 


此 条 件 存 在 一 个 简单 的 图 形 解 释 。 参 看 图 11.2 中 的 点 A, 使 f 
在 A 点 为 堆 ,意味 着 通过 A 点 且 与 zz 平面 平行 的 切线 T, 的 斜率 
必然 为 零 。 同 理 , 使 f 在 A 点 等 于 零 ,意味 着 通过 A 点 且 与 
平面 (z 保持 不 变 ) 平 行 的 切线 T, 的 斜率 必然 为 零 。 读 者 还 可 以 





(a) (b) 


验证 ,这 些 切 线 要 求 也 可 以 应 用 于 图 11.26 中 的 极 小 值 点 B。 这 
是 因为 条 件 (11.5) 同 (11.3) 一 样 , 也 是 极 大 值 和 极 小 值 存在 的 必 
要 条 件 。 

同 以 往 的 讨论 一 样 ,一 阶 条 件 是 极 值 存 在 的 必要 条 件 ,但 不 是 
充分 条 件 。 在 图 11.3 的 两 个 图 形 中 也 可 以 看 到 , 仅 靠 一 阶 条 件 不 
足以 确定 一 个 极 值 。 在 图 a 中 的 C 点 ,Tz 和 TT 斜率 均 为 零 ,但 
此 点 并 不 是 合格 的 极 值 点 :以 yz 平面 为 背景 来 考察 , 它 是 一 个 极 
小 值 ;而 从 zz 平面 来 考察 , 它 又 是 一 个 极 大 值 。 由 于 图 形 上 的 原 
因 , 这 种 具有 “双重 人 格 " 的 点 ,被 称 作 鞍点 。 类 似 地 ,图 11.32 中 
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的 点 也, 尽管 具有 水 平 线 T。 和 工 , 的 特征 ,也 不 是 极 值 点 。 它 位 
于 扭曲 的 曲面 上 ,无 论 从 zy 平面 ,还 是 从 yz 平面 上 看 , 它 都 是 一 
个 拐点 。 这 些 反 例 从 根本 上 排除 了 一 阶 条 件 作为 极 值 充分 条 件 的 
可 能 性 。 

为 导出 极 值 存在 的 充分 条 件 , 我 们 需要 考察 与 二 阶 偏 微 分 相 
联系 的 二 阶 全 导数 。 


革 





二 阶 偏 导数 
函数 z= f(z,y) 可 以 引致 两 个 一 阶 偏 导数 


广 三 至 ~ 和 f= 


因 本身 是 x( 及 yy) 的 函数 ,所 以 当 y 保持 不 变 时 ,我 们 可 以 用 
特定 的 二 阶 偏 导 数 ,或 Sz/3xr 来 表示 请 对 xz 的 变化 率 : 


La、 nm O29 /dx 
far (fz) 或 Bx 3 


313 符 号 广 - 具有 双 下 标 ,表示 原画 数 上 对 zz 求 伍 微分 两 次 ,而 除了 使 
用 偏 导数 符号 外 ,符号 3*z/Bzx’ 与 d*z/dzx” 是 类 似 的 。 我 们 可 以 
以 完全 类 似 的 方式 运用 二 阶 侦 导 数 
9 。 9 > zz_ 9 /oz 
= 为 (7) 或 3 直人 (加 
来 表示 当 x 固定 不 变 时 , 广 对 y 的 变化 率 。 
但 是 ,我们 知道 六 也 是 y 的 函数 , 太 也 是 x 的 函数 ,因此 ,可 
以 写 出 另外 两 个 偏 导 数 : 
0“z _ 313zxz __ 0’z._9/9dz 
fw OxOYy Bx (¥) 和 f= | 
它们 被 称 作 交叉 (或 混合 ) 偏 导数 ,因为 它们 度量 一 个 一 阶 偏 导 数 
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对 “ 男 一 个 "变量 的 变化 率 。 

值得 重复 一 下 :z= f(x,y) 的 二 阶 偏 导 数 , 像 z 、f; 及 f 一 
样 ,都 是 变量 x 和 的 函数 。 当 需要 强调 这 一 事实 时 ,我 们 可 以 
将 f., 写 成 f,(zx,y), 将 f, 写 成 f,(z,y) 等 。 同样 ,我 们 可 以 使 
用 符号 f,,(1,2) 来 表示 ff 在 x=1,y=2 计算 的 值 ,等 等 。 

尽管 f;, 与 fy, 是 分 别 定义 的 ,但 按照 通称 为 杨 氏 定理 
( Young's theorem ) 的 命题 ,二 者 是 相等 的 ,只 要 两 个 交叉 偏 导数 
是 连续 的 。 在 此 情况 下 ,由 于 六 ,= 人。 ,所 以 求 偏 微分 的 顺序 变量 
不 重要 了。 对 于 我 们 所 研究 的 一 般 类 型 的 具体 函数 ,连续 性 条 件 
通常 是 满足 的 ;对 于 我 们 前 面 所 提 到 的 那些 一 般 函 数 ,我 们 总 是 候 
定 连续 性 条 件 成 立 。 所 以 一 般 情 况 下 我 们 可 以 预期 能 够 求 得 相同 
的 交叉 偏 导数 。 事 实 上 ,此 定理 还 可 以 应 用 于 三 个 或 更 多 变量 的 
函数 。 例 如 ,已 知 z= g(wu,v,w), 假 设 这 些 偏 导 数 全 都 连续 , 则 
其 混合 偏 导 数 具 有 g,, = g, ,gw = gi 等 特征 。 

例 1 求 函 数 

z=7x +5ry—y 
四 个 二 阶 偶 导 数 。 此 函数 的 一 阶 偏 导数 为 : 
广 =3z2+Sy 和 f,=5zx-2y 
因此 ,通过 进一步 求 导 ,我 们 有 
frr™ 07r, fyr™5, fiy=5, fy= -2 

正如 所 预期 的 那样 , ,与 f;, 是 相等 的 。 

例 2 求 函 数 

z= re > 
的 所 有 二 阶 俩 导数 。 在 本 例 中 ,一 阶 偏 导数 为 : 
fi=2xe ” 和 f,=-xe? 
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314 因 此 ,我 们 有 
户 :=2e ”=-2ze 7” fs,=-2re? fy=zxe > 
同样 ,我 们 看 到 上 = f.,。 
注意 ,二 阶 偏 导 数 都 是 原始 变量 x 和 y 的 函数 。 这 一 事实 在 
例 2 中 非常 明显 ;即便 在 例 1 中 也 同样 成 立 , 尽 管 在 该 例 中 有 些 二 
阶 偏 导数 恰好 为 常 函 数 。 


二 阶 全 微分 


给 定 (11.4) 中 的 全 微分 dz ,根据 我 们 掌握 的 二 阶 偏 导数 的 概 
念 ,通过 进一步 微分 dz ,我 们 可 以 推导 出 二 阶 全 微分 dz 的 表达 
式 。 在 推导 时 我 们 应 记 住 ,在 方程 dz = Adzt+ fdy 中 ,符号 dz 
和 dy 表示 工 与 y 的 任意 或 给 定 的 变化 ;所 以 在 微分 过 程 中 必须 视 
为 常数 。 因 而 dz 仅 依 赖 于 f, 和 f,, 又 因 f. 和 f, 本身 又 是 x 和 y 
的 函数 ,所 以 dz 像 z 本 身 一 样 ,也 是 x 和 y 的 函数 。 

为 得 到 d*z, 我 们 仅 需 应 用 如 (11.4) 所 示 的 微分 定义 于 dz 
本 身 即 可 。 因 而 ， 

d’z =d(dxz) = dar + Edy [参见 (11.4)] 


=3 (fdrt+ fay)dr+ (fidr + fydy)dy 
= (fdr + fady)dr + (fydr + fdy)dy 

= f., dx’ + f,, dydx + fy dzxdy + 万 dy 

= dz +2fiydrdy + fydy” [fry = fy 


(11.6) 


还 要 注意 ,在 (11.6) 中 的 指数 2 以 两 种 不 同方 式 出 现 。 在 符号 
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d?xz 中 ,指数 2 表示 x 的 二 阶 全 微分 ;而 在 符号 dx’ 三 (dz 中 ， 
指数 表示 一 阶 微分 dx 的 平方 。 

(11.6) 中 的 结果 表明 按照 给 定 的 dz 和 dy 表示 d“z(dz 的 变 
化 ) 的 大 小 ,其 中 dx 和 dy 是 在 定义 域 中 某 点 (xo, wo) 处 度量 的 。 
但 为 了 计算 da*z, 也 需 知道 二 阶 偏 导数 f,、f,,、fy 的 大 小 ,它们 
均 在 点 (xo,yo) 处 计 值 一 一 正如 由 (11.4) 计 算 dz ,需要 知道 一 阶 
偏 导 数 的 值 一 样 。 

例 3 给 定 z= x +5zy 一 y , 求 dz 和 qd?*zx。 此 函数 与 例 1 
相同 。 因 此 ,将 我 们 在 例 1 中 已 得 到 的 各 导数 代 人 (11. 4) 和 315 
(11.6) ,我 们 求 得 号 

dz =(3zx* + 5y)dr + (Sx ~ 2y)dy 

和 dz =6zdz + 10dzdy ~ 2dy’ 

例如 在 点 过 =1,y=2, 我 们 有 

dz=]l3dzrt+dy 和 dz=6dz2+1l0dzdy -2dy’ 
并 且 对 于 从 定义 域 中 点 x =1,y=2 处 度量 的 给 定 的 dz 与 dy ,dz 
的 符号 说 明 z 的 变化 方向 ,而 dz 的 符号 则 揭示 dz 是 递增 (d?z 
>0) 还 是 递减 (dz=<0)。 


@@ 得 到 这 一 结果 的 另 一 种 方式 是 直接 对 函数 求 微 分 : 
dz =d(z’)+ d(Szy) - dl(y’) 
=3zr2dz +Syar + Szxdy ~ 2ydy 
记 住 dr 、dy 为 常数 ,对 dz 再 微分 则 有 : 
dz =d(3x’)dr + d(Sy)dzx + d(Szr)dy— d(2y)dy 
= (6xzdr)dr + (5dy)dr + (Sdzx)dy - (2dy)dy 
=6xzdrz + 10dzrdy — 2dy’。 
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二 阶 条 件 


运用 d*z 的 概念 ,我 们 可 以 将 z= (zy) 极 大 值 的 二 阶 充分 
条 件 表述 如 下 : 
对 于 不 同时 为 零 的 任意 dr 和 dy 值 ,只 要 dz<0, 则 存在 极 
大 值 。 (11.7) 
(11.7) 的 合理 性 非常 类 似 于 单 变量 情况 的 dx 条 件 , 它 可 以 通过 
某 曲 面 的 鸟 敬 图 图 11.4 来 解释 。 令 曲面 上 的 点 A{[ 位 于 定义 域 
中 点 (zo,yo) 的 正 上 方 ] 满 足 一 阶 条 件 (11.3)。 则 点 4 是 极 大 值 
的 一 个 有 希望 的 候选 点 。 它 是 和 否 是 极 值 点 实际 上 还 取决 于 A 点 
邻 域 中 曲面 的 形状 。 如 果 沿 曲面 任意 方向 的 移 离 A 点 的 无 穷 小 
运动 (参见 图 11.4 中 的 稍 头 ) 都 会 导致 z 的 递减 , 即 奋 对 不 同时 
为 零 的 任意 dz 和 dy 值 ,dz<0, 则 A 为 圆 丘 之 项 。 但 给 定 在 A 
点 dz =0, 在 A 邻 域 中 其 它 点 条 件 dz<0 意 味 着 规定 dz 是 递减 
的 , 即 对 不 同时 为 零 的 任意 dz 和 dy 值 ,d*z=d(dz)<0。 因 而 
(11.7) 构 成 了 将 zx 的 稳定 值 确定 为 极 大 值 的 充分 条 件 。 类 似 的 
推理 还 可 以 证 明 ,将 稳定 值 确 定 为 z= f(x,y) 的 极 小 值 的 二 阶 充 
分 条 件 为 : 
对 于 不 同时 为 零 的 任意 dx 和 dy 值 ， 
d’z < 0。 (11.8) 
316 (11.7) 和 (11.8) 仅 是 充分 条 件 , 但 不 是 必要 条 件 的 原因 在 于 ， 
在 极 大 值 或 极 小 值 ,dz 也 有 可 能 取 零 值 。 因 此 ,二 阶 必要 条 件 必 
须 用 弱 不 等 式 表 述 如 下 : 
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z 的 极 大 值 :ad“z 志 0 


z 的 极 小 值 :dz 宇 0 
但 在 下 面 ,我 们 将 把 更 多 的 注意 力 放 在 二 阶 充 分 条 件 上 。 


为 便于 运算 ,二 阶 微分 条 件 可 以 转换 成 等 价 的 二 阶 导 数 条 件 。 

在 两 变量 情况 下 ,(11.6) 表 明 要 对 二 阶 偏 导 数 f,、f;,、fy 施 加 一 

些 限制 ,实际 变换 需要 了 解 二 次 型 ,我 们 下 一 节 要 对 其 进行 讨论 。 

但 我 们 可 以 在 这 里 先 介绍 主要 结果 :对 于 不 同时 为 零 的 任意 dx 
和 dy 值 ， 

，/<0 当 且 仅 当 fs<0;fy<0; 和 fozfyy > f, 

‘ |、 0 当 且 仅 当 fo >0; fy>0; 和 ff»y > 万， 


| 内 于 不 同时 为 夫 的 任意 dz 和 dy 值 。 


注意 ,dz 的 符号 不 仅 取决 于 广 - 和 六 ,的 符号 [它们 的 符号 与 A 点 
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(图 11.4) 附 近 由 了 (东西 ) 和 个 (南北 ) 所 示 的 两 个 基本 方向 的 
曲面 图 形 有 关 j ,而且 与 交叉 偏 导数 f,, 有 关 。 后 一 个 偏 导 数 所 起 
的 作用 是 保证 所 研究 的 曲面 能 够 产生 (二 维 ) 横 截面 ;这 些 横 截面 
不 仅 在 两 个 基本 方向 (东西 和 南北 ), 而 且 在 所 有 其 它 可 能 的 方向 
(如 东北 一 西南 等 ) 都 具有 相同 类 型 的 图 形 (山峰 或 低谷 ,如 本 例 所 
示 )。 

上 述 结果 ,同一 阶 条 件 (11.5) 一 起 ,使 我 们 得 到 表 11.1。 可 
以 理解 , 表 中 所 有 二 阶 偏 导数 都 在 f, = f=0 的 稳定 点 计 值 。 还 
应 强调 的 是 , 极 值 的 二 阶 充分 条 件 并 不 是 必要 条 件 。 特 别 地 , 若 稳 
定 值 具有 ff = 及 ,的 特征 ,违背 二 阶 条 件 ,稳定 值 仍 有 可 能 是 
极 值 。 另 一 方面 ,在 另 一 种 违背 二 阶 条 件 的 情况 下 ,稳定 值 具 有 
fzzfw < 所 , 的 特征 ,我 们 可 以 确认 此 点 为 鞍点 ,因为 在 此 情况 下 ， 
dx 的 符号 是 不 确定 的 (对 于 某 些 dz 和 dy 值 为 正 ,对 于 另 一 些 
则 为 负 。)。 

表 11.1 相对 极 秆 的 条 件 :z = f(x,y) 


条 件 极 大 值 极 小 值 
一 阶 必要 条 件 fr:=fy=0 f=f,=0 
frr ,fy <0 frrs fy >0 
二 阶 充分 条 件 * ~、 和 2 
frrfyy > fzy fzrfy > fy 


* 仅 在 一 阶 必要 条 件 满足 之 后 方 可 应 用 。 
例 4 求 函数 
z=8z-+2zy-3z-+ 凡 +1 的 极 值 。 首 先 ,我 们 求 出 所 有 一 
阶 、 二 阶 导数 
户 =24z2+2y-6z f,=2zx+2y 
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fri=48r-6 f=2 fs,=2 
一 阶 条 件 要 求 方程 在 瞬间 满足 f, 二 0,f,=0, 即 
247“+2y~6x =0 
2y+2x=0 
第 二 个 方程 意味 着 y= - 工 ,将 其 代入 第 一 个 方程 ,我们 得 到 24z- 
-8z=0, 由 其 可 得 两 个 解 


Z1=0 [意味 着 yi1=~X1=0] 
= [意味 着 y2= 一 了] 
为 应 用 二 阶 条 件 ,我 们 注意 到 , 当 
rT1=y1=0 


时 ,f= 一 6, 而 f=2, 所 以 ff 为 负 , 必 然 小 于 平方 值 及 ,。 它 318 
不 满足 二 阶 条 件 。 当 然 ,f;: 和 f/f, 有 具有 相反 符号 这 一 事实 表明 ,所 
研究 的 曲面 在 一 个 方向 向 上 卷曲 ,在 男 一 个 方向 向 下 卷曲 ,因而 产 
生 了 鞍点 。 

另 一 个 解 的 情况 如 何 呢 ? 当 在 +;= 1/3 计 值 时 ,我 们 求 得 
fizz 二 10, 加 之 f= f,=2, 满 足 了 极 小 值 二 阶 充 分 条 件 的 三 部 分 
内 容 。 因 此 ,通过 令 给 定 方程 中 的 z=1《3,y= 一 1/3, 我 们 可 以 
得 到 z 的 极 小 值 x =23/27。 在 此 例 中 , 仅 存 在 一 个 相对 极 值 ( 极 
小 值 ) , 它 可 以 用 有 序 三 元 组 来 表示 

他 吕 ) 
例 5 求 函 数 
z= XxX+2Iey— er — ey 
的 相对 极 值 。 此 函数 的 有 关 导 数 为 
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三 =1-e /= 2e -2e2 
fr =-e fy = 4e” fry=0 

为 满足 必要 条 件 ,必须 有 

1- er= 

2e -2e27 =0 
它 只 有 一 个 解 , 即 z+ =0,y =1/2。 为 确定 对 应 于 此 解 的 z 值 是 否 
是 极 值 ,我 们 在 x =0,y=122 处 计算 二 阶 导数 的 值 , 求 得 请 = -1 
fw 二 一 4e,fiy=0。 因 5, ,及 均 为 负 , 且 因 (-1)(-4e)>0, 所 以 
我 们 可 以 得 出 结论 :所 研究 的 x 值 , 即 
z=0+e-e’~e!=—1 


为 函数 的 极 大 值 。 这 个 在 给 定 曲面 上 的 极 大 值 点 可 以 有 序 三 元 组 





(rz,y,z)=(0 -1) 来 表示 。 


方 ， 


练习 11.2 


运用 表 11.1 分 别 求 下 列 四 个 隐 数 的 极 值 ,并 确定 其 为 极 大 和 值 还 是 极 小 
值 。 

1 z=zx*+xy+2y :+3 

2 z=—7x +ry- y+2r+y 

3 z=ar +by*+c, 考 察 下 面 三 种 情况 : 

(a) a>0,6>0 (5)a<0，p<0 

(c)a 与 5 符号 相反 

4 z=e*—-2zx+2y +3 

5 考察 明 数 >=(z-2) +(y-3)。 

(a) 用 直观 推理 确定 x 在 x =2,v =3 处 达到 极 小 值 ,x =0。 
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(5) 表 11.1 中 的 一 阶 必要 条 件 得 到 满足 了 吗 ? 
(c) 表 11.1 中 的 二 阶 充分 条 件 得 到 满足 了 吗 ? 
(qd) 求 4*z 的 值 。 它 满足 极 小 值 的 二 阶 必要 条 件 (11.9) 吗 ? 


11.3 二 次 型 一 一 偏离 主题 的 讨论 


在 dz 表达 式 (11.6) 最 后 一 行 ,给 出 了 通称 为 二 次 型 的 一 个 
例子 。 对 于 二 次 型 ,存在 现成 的 标准 判断 对 于 不 同时 为 零 的 任意 
dz 和 dy ,其 符号 恒 为 正 、 负 ,还 是 非 正 或 者 非 负 。 因 为 极 值 的 二 
阶 条 件 直接 依赖 于 d*x 的 符号 ,所 以 这 些 判 别 标准 有 重要 意义 。 

首先 ,我 们 把 型 定义 为 各 项 具有 相同 次 数 的 多 项 式 。 我 们 前 
面 遇 到 的 多 项 式 都 被 限定 在 单一 变量 的 情况 :ao + aix + asx+ 
…+anre 当 包 含 更 多 变量 时 ,多 项 式 的 每 一 项 可 能 含有 一 个 或 
几 个 变量 ,每 个 变量 都 目 乘 至 非 负 整数 寡 , 如 3z +4zy -2ye 
等 。 在 多 项 式 中 的 每 一 项 都 有 相同 次 数 , 即 每 一 项 的 指数 和 相同 
的 特殊 情况 下 ,这 种 多 项 式 被 称 作 型 。 例 如 ,4z 一 9y+ x 是 一 个 
三 变量 的 线性 型 ,因为 其 中 的 每 一 项 都 是 一 次 的 。 另 一 方面 ,4z- 
-zy+3 六 ,其 中 每 一 项 均 为 二 次 (整数 指数 和 为 2), 所 以 构成 了 
一 个 两 个 变量 的 二 次 型 。 我 们 也 可 能 遇 到 三 变量 的 二 次 型 ,如 xz? 
+2zy 一 yw+7w”, 或 者 n 个 变量 的 二 次 型 等 。 


二 次 型 的 二 阶 全 微分 


若 我 们 将 (11.6) 中 的 微分 dz 和 dy 视 为 变量 ,将 偏 导数 视 为 
系数 , 即 若 令 
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u 三 dz v 汪 dy 
a 三 三- 三 人， h = 户 [ 人 = fr] 
则 二 阶 全 导数 


(11.10) 


gq = au: +2huv + bv” (11.6’) 
注意 ,在 此 二 次 型 中 ,dr 三 ,dy 二 v 充当 变量 的 角色 ,而 二 次 偏 
320 导 数 则 被 视 为 常数 ,这 与 我 们 微分 dz 以 得 到 dz 时 的 情形 恰恰 
相反 。 和 角色 显 倒 的 原因 在 于 我 们 现在 研究 的 问题 的 性 质 发 生 了 变 
化 。 极 值 的 二 阶 充分 条 件 规定 ,无 论 dr 和 dy 可 能 取 何 值 ,只 要 
它们 不 同时 为 零 ,对 于 极 小 值 ,dz 必然 为 正 ; 对 于 极 大 值 ,dz 必 
定 为 负 。 因 此 很 明显 ,在 现在 的 内 容 中 ,dz 和 dy 必须 被 视 为 变 
量 。 而 二 阶 偏 导数 ,在 我 们 考察 可 能 为 极 值 的 点 上 到 具体 值 , 所 以 
可 以 视 为 常数 。 

这 样 ,主要 问题 变 成 : 当 允 许 (11.6 ) 中 的 wx 和 w 可 以 取 任 意 

值 时 ,为 了 得 到 确定 符号 的 g ,应 对 a、6b 和 hh 施加 何 种 限制 ? 


正定 与 负 定 


就 一 个 术语 而 言 ,我 们 可 将 二 次 型 g 表述 成 : 


正 (之 0) 正定 
“| 非 负 ”( 宕 0) 半 正 定 

非 正 〈 委 0) 半 负 征 

负 (<0) 负 定 


不 管 二 次 型 中 的 变量 取 何 值 ,只 要 不 全 为 零 。 另 一 方面 , 当 变量 取 
不 同 值 时 ,g 的 符号 发 生 了 变化 , 则 称 9 是 不 定 的 。 很 明显 ,9 = 
d?z 为 正定 或 负 定 的 情况 是 分 别 与 极 小 值 或 极 大 值 的 二 阶 充 分 条 


件 联系 在 一 起 的 。 而 半 定 的 情况 则 是 与 二 阶 必要 条 件 相 联系 的 。 
416 


当 gq = d“z 为 不 定时 , 则 出 现 了 鞍点 的 征兆 。 
二 次 型 有 定 符 号 的 行列 式 检 验 


广泛 使 用 的 g 的 有 定 符 号 检验 ,需要 考察 某 行列 式 的 符号 。 
这 种 方法 恰好 可 以 更 容易 地 应 用 于 正定 和 负 定 (相对 于 半 定 而 
言 )。 即 它 可 以 更 方便 地 应 用 于 二 阶 充分 条 件 (与 必要 条 件 相 比 
较 )。 所 以 ,我 们 这 里 仅 限 于 讨论 充分 条 件 。2 

对 于 两 变量 的 情况 ,9 的 确定 符号 的 行列 式 条 件 是 相对 容易 
推导 的 。 首 先 我 们 看 到 ,(11.6') 中 的 第 一 项 .第 三 项 与 变量 x 和 
v 的 值 无 关 , 因 这 些 变量 是 以 平方 形式 出 现 的 。 因 此 ,通过 限制 a 321 
和 2 的 符号 ,容易 单独 确定 这 些 项 正定 和 负 定 的 条 件 。 麻 烦 的 是 
中 间 那 项 。 但 若 我 们 能 将 多 项 式 变换 成 变量 x 和 w 仅 在 平方 项 
中 出 现 的 表达 式 , 那 么 a 的 符号 的 确定 就 容易 了 。 

完成 这 一 任务 的 方法 是 配方 。 通 过 在 (11.6') 中 加 上 并 减 去 
h*v /a, 我 们 可 将 二 次 型 改写 成 如 下 形式 : 

gq 一 Ca + 2huv + hi po? - 和 

a a 


2 2 
-al + (本 


=a (a 十 4 十 2 (v2) 
注意 ,变量 w 和 w 仅 在 平方 项 中 出 现 , 我 们 完全 可 以 根据 系数 <、 
b 和 天 的 如 下 值 确定 a 的 符号 : 


中 ”关于 二 阶 必 要 条 件 行列 式 检验 的 讨论 ,请 参阅 高 山 昭 《数理 经 济 学 》, 德 瑞 登 出 
版 公司 ,1974 年 版 ,pp. 118 一 -120。 
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‘a>0 正定 
当 且 仅 当 < 且 ab -hh*>0, g 入 
‘a<0 仙 定 


还 要 注意 (1) 在 两 种 情况 下 , ab 一刀 均 应 为 正 ;(2) 作 为 ab 一 天 
为 正 的 前 提 条 件 , 积 ab 必须 为 正 ,因为 它 必须 大 于 平方 项 h*。 因 
此 ,上 述 条 件 必然 意味 着 a 与 b 必须 取 相 同 的 代数 符号 。 
刚才 推导 出 来 的 条 件 可 用 行列 式 简 洁 表 示 。 首 先 ,我 们 注意 

到 ,(11.6 ) 中 的 二 次 型 可 重 排 成 如 下 对 称 的 方形 : 

g = a(u’)+h(uv) 

+ h(vu) + 6b(vu’) 
将 平方 项 置 于 对 角 位 置 , 将 2huv 拆 分 成 两 个 相等 的 部 分 ,也 分 别 
置 于 对 角 位 置 。 现 在 系数 构成 一 个 对 称 和 矩阵 :a 和 5b 在 主 对 角 线 
上 ,天 在 非 对 角 线 上 。 由 此 看 来 ,二 次 型 可 以 视 为 由 下 列 和 矩阵 乘法 
得 到 的 1X1 和 矩阵 (标量 ): 


te a 


-— 





























pl LD 小 














我 们 以 1D| 来 表示 。 它 为 (11.11) 中 的 判别 准则 用 行列 式 表示 提 
322 供 了 线索 ,因为 此 准则 也 可 以 表示 成 : 


|a| >0 a h 正定 
当 且 仅 当 且 >0, q 为 1 (11.11’) 
lal<0 h 2 人 负 定 


行列 式 |al=a 是 1D1| 的 一 个 子 行列 式 , 它 由 主 对 角 线 的 第 一 





个 元 素 组 成 , 称 作 | | 的 第 一 个 主子 式 。 行 列 式 |。 《| 也 可 以 
闹 为 |D| 的 子 行 列 式 ,办 为 它 包含 了 主 对 角 线 的 第 一 -个 和 第 二 个 


元 素 。 我 们 可 称 其 为 |D | 的 第 二 个 主子 式 。 在 本 例 中 , 仅 有 两 个 
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主子 式 ,其 符号 将 用 于 确定 g 是 正定 还 是 负 定 。 
通过 (11.10), 当 (11.11') 各 项 以 二 阶 全 微分 dz 的 各 项 表 
示 时 ,我 们 有 : 








frr 0 frr fzry 2 
当 且 仅 当 | = ffyy— firy>0 
frr<0 fry fyy 
正定 
d2z 为 
负 定 


回想 一 下 ,上 式 最 后 一 个 不 等 式 意味 着 f,, 和 了 ,应 取 相同 的 符号 ， 
这 实际 上 是 在 表 11.1 中 所 列 的 二 阶 充分 条 件 。 
一 般 而 言 ,二 次 型 
gq=au +2huv+6v’ 


a hh _. 
hp bp? 在 具体 二 次 型 


d*z= fdr’ +2f,ydrdy+ fdy’ 
中 ,其 判别 式 是 以 二 阶 偏 导数 为 元 素 的 行列 式 。 此 行列 式 被 称 为 


的 行列 式 为 对 称 行列 式 





fxr fzy 
IH|= 








> 2 


根据 扬 氏 定理 ( 广 = /,,) ,此 行列 式 是 对 称 的 一 一 作为 判别 式 它 
也 应 当 如 此 。 读 者 应 将 海 塞 行列 式 与 7.6 节 讨 论 的 雅 可 比 行列 式 
区 别 开 来 。 

例 1 判断 g=5u?+3uv+2w 为 正定 还 是 负 定 。g 的 判别 


3 1.5 
为 | 5 3 





,其 主子 式 为 


3 1.5 


3>>0 和 1 > 


[=7.75>0 
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因此 gq 为 正定 的 二 次 型 。 
323 例 2 在 函数 z= f(x,y) 的 某 点 ,已 知 frr= 2,fry=1,fy, 
= 一 1, 无 论 dz 与 dy 取 何 值 ,d“z 在 该 点 有 确定 符号 吗 ? 在 本 例 


中 ,二 次 型 dx 的 判别 式 7 了 | ,具有 主子 式 
一 2<0 和 =1>0 
1 一 1 
因此 ,dz 是 负 定 的 。 
三 变量 二 次 型 


关于 三 变量 二 次 型 ,也 可 得 到 类 似 条 件 吗 ? 
具有 三 个 变量 vi ,xz,zs 的 二 次 型 一 般 可 表示 成 
q(uis U2 U3) =dii) +t di (uius) + dis( uius) 

+ da(uui) + dy (u?) + dz3( u2 1u3) 


+ dal(u3u1) 十 d32 (U3 U2 ) 十 d33( u3) 


3 3 
= 2 之 ， d ,uiu; (11.12) 
1 


i= 1 ;= 


其 中 双 2>( 双 重 求 和 ) 符 号 表示 指标 i 和 j 均 可 取 值 1.2.3。 因 此 
双重 求 和 表达 式 等 价 于 上 面 所 表示 的 3x3 阵 列 。 顺 便 提 一 句 , 尽 
管 我 们 已 将 每 对 系数 写成 (dm,d2) 或 (dds) 这 种 形式 ,似乎 
每 对 中 的 两 个 数 是 不 同 的 ,但 二 次 型 的 方形 阵列 总 是 可 以 看 作对 
称 的 。 因 为 如 果 二 次 型 包含 的 变量 wl 和 zz 的 项 ,比如 说 恰好 是 
12zi wz ,我 们 总 可 以 令 dv = ds1 = 6, 使 得 djy ulus = datu2aulo 
应 用 类 似 的 办 法 还 可 以 使 其 它 非 对 角 元 素 对 称 。 
实际 上 ,三 变量 二 次 型 还 可 以 表示 成 三 个 矩阵 之 积 : 
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eo 


di di di31Taa 
q(ziyzy zt3) = [xnajldz ad cd az 二 xDr 
da ca dj Lu3 
(11.12”) 
辣 在 两 变量 情况 一 样 ,第 一 个 矩阵 ( 行 向 量 ) 与 第 三 个 矩阵 ( 列 向 
量 ) 仅 列 出 了 变量 ,中 间 和 矩阵 ( 刀 ) 是 源 于 二 次 型 (11.12) 的 方 阵 阵 


列 的 对 称 系数 矩阵 。 但 这 里 ,由 判别 式 共 可 形成 三 个 主子 式 , 即 324 








di! di 

21 dd» 
du di» dy 
1 D3 | 志 ds dd dy»; 
Ldal da d3 





其 中 |D; | 表示 判别 式 |D | 的 第 i 个 主子 式 。2? 可 以 证 明 , 对 这 些 
主子 式 的 符号 加 以 限制 ,也 可 用 来 表示 正定 和 负 定 的 条 件 。 

运用 刚 熟 悉 的 配方 法 ,(11.12) 中 的 二 次 型 可 以 变换 成 三 个 变 
量 仅 以 平方 形式 出 现 的 表达 式 。 具 体 地 ,回想 diy = d2i 等 ,我 们 
有 


d12 d 13 
二 十 一 一 十 -一 ~ 
dq dn (a di1i UH? dl? 


d11d22 一 | dii1d23 ~ d12d13 ) 
十 一 一 一 一 一 一 一 一 U2 ts 
d11 dii1d22— di12 


DD 思 今 为 目 , 我 们 一 直 把 第 i 个 主子 式 |D; | 看 成 是 由 包含 1D| 的 前 i 个 主 对 角 
元 率 所 形成 的 子 行列 式 。 但 因子 式 的 概念 就 是 从 原 行列 式 删 去 某 些 行 和 列 而 得 到 的 
子 行列 式 , 所 以 也 可 把 第 i 个 主子 式 看 作 删 去 最 后 (n -i) 行 和 列 后 所 得 到 的 子 行列 
式 。 


421 


dnd2d33— drid33— d22dt3 — d33d12 + 2d12d 13d23 2 
+ 一 全 一 (3) 
dild22 一 ci2 
对 于 任意 不 同时 为 零 的 xi xy、xai, 当 且 仅 妆 三 个 平方 表达 式 的 系 
数 均 为 正 ( 负 ) 时 ,平方 和 为 正 ( 负 )。 但 三 个 系数 按 给 定 顺 序 ,可 以 
按 如 下 三 个 主子 式 表示 : 











Dp D1 伪 
因此 ,正定 的 充 要 条 件 包括 三 个 方面 
[1D1| >0 
| Daz| >0 [已 知 1D,|>0] 
1D3| >0 [已 知 |D,|>0] 
换 句 话说 , 即 三 个 主子 式 必须 都 为 正 。 而 负 定 的 充 要 条 件 则 为 
IDi| <0 
1D,|>0 [已 知 |Di1|<0] 
1Ds| <0 [已 知 |1D,|>0] 
即 三 个 主子 式 必须 按 规定 的 方式 交替 改变 符号 。 


325 例 3 确定 
d 二 uf+6ust+3u3 一 2U1U2> 一 人 27 us 


是 正定 还 是 负 定 ,9 的 判别 式 是 : 





1 一 1 0 
-1 6 一 2 
0 一 2 3 
其 主子 式 如 下 : 
1 一 1 0 
1 一 1 
1>0 | 二 $>0 和 一 1 6 一 2|I|=1L>0 
一 工 
0 一 2 3 


因此 ,二 次 型 为 正定 的 。 
例 4 确定 
gq =2u’ +3v mw +6uv— Buw— 2vw 


是 正定 还 是 负 定 。 判 别 式 可 以 写成 


2 3 一 4 
3 3 一 9 
-4 -1 -1 


我 们 求 得 其 第 一 个 主子 式 为 2> 0, 但 第 二 个 主子 式 | 3 | = -: 


<0。 这 既 违 背 了 正定 的 条 件 ,也 违背 了 负 定 的 条 件 , 所 以 此 二 次 
型 既 非 正定 ,也 非 负 是 。 


n 一 变量 二 次 型 


把 上 述 结果 推广 到 n 变量 情况 ,我 们 可 以 这 样 表述 (不 作证 
明 ): 对 于 二 次 型 








quiyu2s sa) = 2 2 dyum [其 中 dj = dji] 
i=1 7=1 
= 2 DD u [参见 (11.12 )] 
《1Xxmh {nxan) (nx1) 
正定 的 充 要 条 件 为 |D| 的 主子 式 , 即 
dl1i df12 
| Di 1 二 dl | D, | 三 
d21 d22 
di11 di12 din 
dl d 22 d 2» 
| D, | 大 
dl dn2 dn 
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均 为 正 。 相 应 地 , 负 定 的 充 要 条 件 是 :主子 式 按 如 下 方式 交替 改变 
符号 : 
Dil<0 | Dz| >0 Ds| <0 (等 ) 
使 得 所 有 奇数 主子 式 为 负 , 所 有 偶数 主子 式 为 正 。 第 n 个 主子 式 
a261D,| = 1D| ,车 ”为 偶数 , 则 为 正 ; 若 ”为 奇数 , 则 为 负 。 此 结论 
可 通过 不 等 式 ( -1)"|D,|>0 简洁 地 表示 。 


二 次 型 有 定 符号 的 特征 根 检验 


对 二 次 形 ww Du 的 有 定 符 号 , 除了 上 面 介 绍 的 行列 式 检 验 

外 ， 还 有 男 一 种 利用 所 谓 矩 阵 DD 的 “特征 根 ” 概 念 来 进行 检验 

的 方法 。 特 征 根 这 个 概念 出 现在 具有 如 下 性 质 的 问题 中 : 给 定 一 

个 nxn 矩阵 DD ,我 们 能 否 求 得 标量 + 和 n Xx1 向 量 x 关 0, 使 得 
矩阵 方程 

=rr (11.13) 


本 
(nxn)(nx1) (nx1) 


成 立 ? 若 能 , 则 标量 > 称 作 和 矩阵 的 特征 根 ,向 量 x 称 作 该 矩阵 
的 特征 向 量 。0 
和 矩阵 方程 Dx = rz 可 重 写成 Dx - rlIz=0 或 者 
(D-rT)z=0 其 中 0 是 nxl (11.13’) 
当然 ,此 式 表示 ?2 个 齐 次 线性 方程 的 方程 组 。 因 为 我 们 要 求 出 二 
的 非 平 凡 解 ,所 以 要 求 系数 矩阵 (D - 7)( 称 作 和 矩阵 站 的 特征 矩 
阵 ) 是 奇异 和 矩阵。 换言之 ,其 行列 式 必 为 零 


D 特征 根 还 可 称 为 本 征 根 ,或 本 征 值 ,特征 向 量 也 可 称 作 本 征 向 量 。 
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和 汪汪 


(11.14) 
方程 (11.14) 被 称 作答 阵 D 的 特征 方程 。 因 为 行列 式 |D - 并 | 的 
拉 普 拉 斯 展开 会 得 到 变量 7 的 nn 次 多 项 式 ,所 以 (11.14) 实 际 上 
是 一 个 nn 次 多 项 式 方程 。 于 是 它 共 有 nn 个 根 (r1,…,r;), 每 一 
根 都 是 特征 根 。 若 D 是 对 称 的 , 像 二 次 型 中 的 情形 一 样 , 则 其 特 
征 根 将 总 是 实数 ,但 他 们 可 能 为 正 , 也 可 能 为 负 ,或 者 为 零 。 
由 于 这 些 > 值 均 使 行列 式 |D 一 rI| 等 于 零 , 因 此 ,将 上 述 任何 
一 个 r 值 ,比如 rr; 代入 方程 组 (11.13'), 都 将 产生 相应 的 疝 量 
ZT|,-,。 更 确切 地 说 ,作为 齐 次 方程 组 ,对 应 于 特征 根 一 ,会 产生 无 


数 个 向 量 。 但 我 们 可 用 正规 化 办 法 (后 面 解释 )， 从 无 数 个 向 量 中 327 
选择 特定 的 向 量 作 为 对 应 于 7; 的 特征 向 量 ; 此 向 量 可 以 ww 表示 。 
因 有 nn 个 特征 根 , 所 以 对 应 的 特征 向 量 应 共同 ”个 。 
例 5 求 矩 阵 
2 2 
2 


的 特征 向 量 和 特征 根 。 将 已 知 和 矩阵 D 代入 (11.14) ,得 到 方程 
I2—r 2 

用 对 

其 根 为 ri =3,r,= -2。 利 用 第 一 个 根 ,矩阵 方程 (11.13 ) 取 如 下 


= -rr-6=0 
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ad 


正如 我 们 根据 (11.14) 所 预料 的 那样 ,系数 矩阵 的 两 行 线性 相关 ， 
方程 有 无 穷 多 个 解 。 它 可 以 方程 rz; =2z 来 表示 ,为 得 出 唯一 
解 ,我 们 施加 限制 xz +x22=1 以 使 解 正规 化 .9 则 因 

rz1+ x3= (272) + ri=5z2=1 


取 正 的 平方 根 ,我 们 有 x,= 1AN5, 和 x) =2x,=2/5。 因 此 第 一 
个 特征 问 量 为 
人 
已 1 一 
1AVS 


类 似 地 ,在 (11.13’) 中 运用 第 二 个 特征 根 ,得 到 方程 
[和 2 = | 网 中 上 
2 2 rz [2 Il lo 
方程 有 解 zi = -六 zz。 通过 正规 化 ,我们 可 得 到 
x+ r= (x2) + z= 1 
它 有 解 zz=2/S 和 zi= -1MS。 所 以 第 二 个 特征 向 量 为 ， 


-| 
2 人 /5$ 


以 此 方式 得 到 的 特征 向 量 集 有 两 个 重要 性 质 :首先 ,标量 积 wm 
328(1= 二 1,2,…,n) 必 定 等 于 1, 因 为 


@ 更 一 般 地 ,对 于 n -变量 的 情况 ,我 们 要 求 >) riz=1 
i=1 
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1 
v: UV; 二 二 D2 = 1 [通过 正规 化 ] 


Ty 

第 二 ,标量 积 wz (其 中 半径 门 总 为 零 。 因此 ,我们 可 以 写成 
mu = 1 和 vi v;=0 (i 关 7) (11.15) 

后 面 会 看 到 ,这 个 性 质 很 有 用 处 。 就 术语 而 言 , 当 两 个 向 量 的 标量 
积 为 零 时 ,可 称 它们 互 为 正 交 (垂直 )。2 因此 ,和 矩阵 DD 的 每 对 特征 
向 量 必 然 为 正 交 的 。 另 一 个 性 质 wuw; =1 表示 正规 化 。 这 两 个 性 
质 合 起 来 解释 了 特征 向 量 (vi,…, wv, ) 被 称 作 一 组 标准 正 交 向 量 
的 原因 。 读 者 可 以 试 证 例 5 中 的 两 个 特征 向 量 为 标准 正 交 向 量 。 
现在 ,我 们 开始 解释 矩阵 D 的 特征 根 和 特征 向 量 如 何 用 于 确 


”为 证 明 这 一 点 ,由 (11.13), 我 们 可 以 写 出 Dw 二 rjv; 和 Dw;= rivio 以 适当 的 

行 向 量 左 乘 上 述 方程 两 边 ,我 们 有 

ci Do = vi ro; = rve YU Lr; 是 标量 ] 

v; 用 ri = 了 rid 三 riv; Ui = rw; [pi vw; = 也 ‘vw 
因 vw;Dvw; 和 wDwv; 均 为 1x1 和 矩阵, 且 -者 可 互 换 ( 回 忆 一 下 , 因 D 是 对 称 的 ,所 以 DD 
=D), 所 以 ,它们 必然 表示 相间 的 标量 。 由 此 可 知 , 上 面 两 个 方程 最 右边 的 表达 式 相 
等 。 因 此 ,将 其 相 减 ,有 

(rri) vvw,=0 

现在 , 若 r, 关 +r;( 不 同 的 根 ), 为 使 方程 成 立 , vv 必须 为 零 , 这 便 证 明了 我 们 的 结论 。 
而 且 , 若 x = r;( 重 根 ), 则 总 可 以 找到 两 个 线性 无 关 的 正规 化 的 向 量 , 满 足 vw; = 0。 
因此 ,我 们 可 以 作 如 下 表述 :一 般 地 , 当 i 关 j 时 ,vw=0。 


四 作为 这 一 问题 的 简单 描述 ,考虑 二 维 空间 中 的 两 个 单位 向 量 el = 四 上 22 = 


0 
1 | 这 两 个 向 量 分 别 位 于 两 个 轴 上 ,因此 是 垂直 的 。 同时 ,我 们 确实 求 得 el ea 一 e) 
el 三 0。 
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定 二 次 型 uw Du 的 有 定 符 号 。 这 种 思想 的 实质 依然 是 把 2 Du( 它 
不 仅 包 含 平 方 项 wz, 而 且 包 含 ujus, uzu3 这 样 的 交叉 
积 ) 转 换 成 仅 含 平 方 项 的 形式 ,因此 ,方法 也 与 前 面 推导 行列 式 检 
验 时 所 用 的 配方 法 类 似 。 但 在 这 里 变换 还 有 新 的 特点 :每 个 平方 
项 均 有 一 个 特征 根系 数 , 所 以 n 个 根 的 符号 足以 确定 二 次 型 的 有 
定 符号 。 

329 实现 上 述 目的 的 变换 如 下 : 令 特 征 向 量 v1,…, wv 构成 特征 
矩阵 了 的 列 : 

T =[v nn … vw,] 


{nxn) 

则 应 用 变换 Ty 于 二 次 型 Du: 
uDu = (Ty) D(Ty) = y TDTy [由 (4.11)] 

= yRy 其 中 R= 三 TDT 
因此 ， 变 量 x; 的 初始 二 次 型 现在 变换 成 为 另 一 个 变量 yw 的 二 次 
型 。 因 变量 u, 和 yw 取 相 同 的 值 域 ， 因 此 变换 并 不 影响 二 次 型 的 
有 定 符号 。 这 样 ， 我 们 便 可 以 考察 二 次 型 y Ry 的 符号 了 。 我 们 
对 后 一 个 二 次 型 感 兴趣 的 是 ， 和 矩阵 R 是 一 个 对 角 阵 ， 和 矩阵 DD 的 


根 r1，…，r, 位 于 对 角 线 上 其 它 各 处 均 为 零 ， 从 而 我 们 事实 上 
有 

ry 0 … 01fTy 

0 72 0 | |y2 


uDu =Yy Ry = [yy y,] 


直 要 过 学 中 由 恒利 间 过 由 及 间 学 击 当 痢 


0 0 Ly, 
=riy? 十 3 + 十 ry (11.16) 


它 是 一 个 仅 含 平方 项 的 表达 式 。 因 此 ,变换 尺 三 TDT 给 我 们 提 
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供 了 一 种 将 对 称 算 阵 姜 对 角 化 成 特定 对 角 阵 R 的 方法 。 
2 2 
例 6 内 证 在 例 5 中 给 出 的 生 阵 | 


| 可 mt 角 化 为 和 了 
lb 
0 | 


-| 。 根 据 例 5 中 求 出 的 特征 向 量 , 变 换 和 矩阵 工 应 为 
2M5 —1/AY5 
T= [vi v2 | = 





1/N5 2/Y5 
因此 ,我 们 可 以 写成 
Tr2 1 2 1 
2 
RETpPT 1 W 5 "| V5|_ 13 轴 
1 21|2 -1|1 2 0 一 2 
| 5 5 VS “VS 
它 完 全 验证 了 对 角 化 过 程 。 


为 证 明 (11.16) 中 的 对 角 化 结果 ,我 们 部 分 写 出 矩阵 RR 如 下 : 330 
Ui 
R = TDT = 


Dl Ul Z2 va 


U, 
很 容易 验证 , DL vi TD zj] 可 重 写 成 为 [Dzol Dv Dvw, ]。 此 
外 ,由 (11.13), 我 们 还 可 以 进一步 将 其 改写 成 [riwi roU2""" 
rnva]。 因此 ,我 们 看 到 


” 
Ul 


a pitt en i i _ 





2 EE 2 
rj V1U] F232 VU 1UV2 ”"" ry 1 Uy 


i] U2U1 六 2 U2V2 ”Tn VU 2 Un 
六 1 UnU1 /2 U nV2 Try VU nOUn 
| 0 0 
0 ry 0 
= [由 (11.15)] 
0 0 六 ， 
这 恰好 是 我 们 想 证 明 的 。 


根据 (11.16) 中 的 结果 ,我们 可 以 正式 地 将 二 次 型 有 定 符 号 的 
特征 根 检验 表述 如 下 : 
a 当 且 仅 当 万 的 每 个 特征 根 为 正 ( 负 ), 则 9 三 ww Du 为 正 ( 负 ) 
定 。 
8 当 且 仪 当 DD 的 所 有 特征 根 为 非 负 ( 非 正 ), 且 至 少 有 一 个 特 
征 根 为 零 , 则 gq = wDu 为 半 正 ( 负 ) 定 。 
c 当 且 仅 当 万 的 某 些 特征 根 为 正 ,而 另 一 些 为 负 时 ,9 = wu Du 
是 不 定 的 。 
注意 ,在 应 用 这 一 检验 时 ,我们 所 需要 的 就 是 特征 根 ;除非 我 
们 希望 求 出 变换 和 矩阵 工 ,否则 ,我们 不 需要 特征 向 量 。 还 要 注意 ， 
不 同 于 前 面 介 绍 的 行列 式 检验 ,这 种 检验 方法 使 我 们 能 够 同时 检 
验 二 阶 必要 条 件 ( 上 面 的 2 部 分 ) 和 二 阶 充分 条 件 (a 部 分 )。 但 这 
种 检验 方法 也 具有 一 个 缺点 。 当 和 矩阵 D 阶 数 高 时 ,很 难 解 多 项 式 
方程 (11.14) 以 得 到 这 种 检验 所 需要 的 特征 根 。 在 这 种 情况 下 , 行 
列 式 检验 可 能 是 一 种 更 好 的 方法 。 
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练习 11.3 


1 直接 运用 和 抢 阵 乘法 ,将 下 面 的 怎 阵 积 表示 为 二 次 型 : 331 
(orxo]|， | (oxy, ,|[ | 
wea A ra 2][®] 

2 在 上 题 的 5b 和 c 中 ,系数 矩阵 对 主 对 角 线 不 是 对 称 的 。 验 证 通过 取 

非 对 角 元 素 的 平均 值 , 因 而 将 其 分 别 转换 成 | ， “| 和 | ”| ,我们 各 


到 的 二 次 型 同 前 面 是 一 样 的 。 
3 根据 其 系数 矩阵 (对 称 形式 ), 运 用 行列 式 检验 确定 练习 11.3- 1 的 
a、sb\c 中 的 二 次 型 是 正定 还 是 负 的 。 
4 将 下 面 的 每 个 二 次 型 表示 成 包含 对 称 系数 矩阵 的 矩阵 积 : 
(a)g=3u’—4uvt+7Tv? 
(b)q=u +7Tuvt+3v 
(c)gqg=8uv—u’—31v? 
(d)g=6xy— 5y -27x° 
(e)jq=3u -2uiuit 4uru3t Su?i + 4u3— 2usus 
(f)q= -wu +d4uv- 6uw— 4v:—7rw? 
5 由 从 上 题 对 称 系数 怎 阵 得 到 的 判别 式 ,运用 行列 式 检验 ,判定 哪个 二 
次 型 为 正定 ,哪个 二 次 型 为 负 定 。 
6 求 下 列 每 个 矩阵 的 特征 根 


(JpD=|) 3| (6) E=| 了 | (0) P= [3 0 | 
关于 二 次 型 wDu wu Eu 、u Fu 的 符号 ,能 得 出 什么 结论 ? (对 照 练习 11.3- 
3 ,检验 你 的 结论 。) 


7 求 矩 阵 | ? 1 | 的 特征 向 量 。 


8 给 定 二 次 型 wDu ,其 中 忆 为 2x2 德 阵 , 和 卸 阵 万 的 特征 方程 可 以 写 
成 
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di1—r d 1 
dl d22 一 六 
展开 此 行列 式 ,用 平方 公式 表示 此 方程 的 根 ,并 推断 下 列 结论 : 
(a) 在 ~: 和 rs 中 不 存在 虚数 (包含 v 一 1 的 数 )。 
(5) 要 有 重 根 ,矩阵 D 必须 具有 这 种 形式 :| 6 |。 
(c) 要 得 到 半 正 定 或 半 负 定 ,二 次 型 的 判别 式 必 为 零 , 即 |D|=0。 


=0 (di2= d21) 








332 11.4 上 共有 多 于 两 个 变量 的 目标 函数 


当 目标 函数 中 出 现 n>2 个 选择 变量 时 ,尽管 我 们 仍 可 以 谈 
及 (n+1) 维 空间 中 的 超 平面 ,但 不 可 能 绘 出 函数 的 图 形 。 在 这 种 
不 能 图 形 化 的 超 平面 中 , 仍 可 能 存在 (n + 1) 维 的 类 似 的 峰 顶 和 谷 
底 。 我 们 如 何 识别 它们 呢 ? 


极 值 的 一 阶 条 件 


我 们 具体 考察 一 个 具有 三 个 选择 变量 的 函数 : 
z= f(r, rz, x3) 

其 一 阶 偏 导数 fi,f,,f3 和 二 阶 导 数 f.;(=9*z/9zr9zr),i= 1,2， 
3。 利 用 杨 氏 定理 ,我 们 有 f, = 广 。 

我 们 前 面 的 讨论 表明 ,要 得 到 z 的 极 大 值 或 极 小 值 , 必 须 使 
对 于 不 同时 为 零 的 任意 dri ,dx,,dxs 值 ,dz 0。 因为 dz 的 值 
现在 为 

dz = fidri+ fodr2 + fadr3 (11.17) 
且 因 dzl ,dz .dzrs 是 不 同时 为 零 的 任意 (无 穷 小 ) 变 化 的 自 变 量 ， 
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所 以 确保 cz 一 (0 的 唯一 方式 是 fi = 三 = ff; = 0。 因此 , 则 两 变量 
情形 一 样 , 极 值 的 必要 条 件 仍 是 所 有 一 阶 偏 导 数 均 为 零 .9 


二 阶 条 件 


一 阶 条 件 的 满足 给 x 的 某 些 值 打上 了 目标 函数 稳定 值 的 标 
记 。 若 在 z 的 一 个 稳定 值 ,我 们 发 现 gz 为 正定 , 便 可 确定 此 > 
值 为 极 小 值 。 类 似 地 ,dz 为 负 定 则 是 此 稳定 值 为 极 大 值 的 充分 
条 件 。 这 引出 了 一 个 问题 :在 目标 函数 中 存在 三 个 变量 时 如 何 表 
示 dz 呢 ? 如 何 确定 它 是 正定 还 是 负 定 呢 ? 

对 (11.17) 的 dz 求 微分 ,可 以 得 到 dz 的 表达 式 。 在 微分 333 
过 程 中 ,如 在 (11.6) 中 一 样 ,我 们 应 将 导数 f 作为 变量 ,将 微分 
dzi 作为 常量 对 待 。 因 此 ,我 们 有 


oO(dz) 


A dri 十 
OX1 


dz =d(dz) = a drs + ee 


dr3 
O 
一 3 (fidzi + Cr 十 方 Gz3)dzi 
| 
9 
十 信 (fidri 十 fodr; 十 六 dxz3)dzr， 
2 


+ sfidri+ 户 dra + 方 dra)dza 
3 


中 ”作为 一 个 特例 ,注意 若 我 们 讨论 的 恰好 是 一 个 由 方程 F(z, xi, xi,， x3)=0 


” 隐 性 地 定义 的 方程 z= f(z, xz;, T3)。 其 中 


Oz 一 FAGri 
fa aF /Oz 

则 一 阶 条 件 fi = f= f=0 等 价 于 条 件 

aF_oFf,_9F_, 


Drl Or Dr3 
因 分 母 SF/9z 关 0 的 值 没有 关系 。 





(i=1,2,3) 
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= fudri + firdridr» + fisdrx1idx3 
+ fordrdri t+ fradr? + fdr2dx3 
(11.18) 
+ fadzradri + fardradr 
+ f33dx3 
这 是 一 个 类 似 于 (11.12) 的 二 次 型 。 因 而 ,我 们 前 面 掌 握 的 正定 和 
负 定 的 判别 标准 可 直接 在 这 里 应 用 。 
在 确定 dz 是 正定 或 负 定 时 ,我 们 还 要 像 在 (11.6') 中 一 样 ， 
把 dx; 视 为 可 取 任 意 值 但 不 同时 为 零 的 变量 ,而 把 导数 户 看 作 施 
加 某 些 限制 的 系数 。(11.18) 中 的 系数 产生 对 称 的 海 塞 行列 式 


方 1 三 > f13 
H|=|fo f22 f23 
fat f32 ff33 


其 逐次 主子 式 可 以 表示 为 


| fa f12 
一 一 五 .| 一 
五 由 = |H,| 办 f,» IH3|=|H| 





因此 ,根据 正定 和 人 负 定 的 行列 式 判 断 标 准 , 我 们 可 将 z 的 极 值 的 
二 阶 充 分 条 件 表述 如 下 : 
_ {| 
为 
极 小 值 
人 0 果 fo ;| >0; | 万 ;1|<0 (dz 负 定 ) 
0 
| 五 | >0; |8H,| >0; 1H3| >0 (dx 正定 ) 
(11.19) 


在 运用 此 条 件 时 ,我 们 必须 在 稳定 点 刻 = f= f3=0 人 处 ,计算 全 部 
主子 式 的 值 。 
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当然 ,我 们 也 可 以 应 用 特征 根 检验 ,把 dz 的 正定 ( 负 定 ) 与 334 
Ja ff 
海 塞 和 矩阵 ,fo 六 fz| 所 有 特征 根 的 正 ( 负 ) 联 系 起 来 。 事 实 
fa fa Jf33 
上 ,不 将 二 阶 充分 条 件 描述 为 “二 阶 全 微分 4*z 为 正定 ( 负 定 )”， 
代 之 以 描述 “ 海 塞 抢 阵 日 (有 别 于 海 塞 行 询 式 | 再 | ) 为 正定 ( 仙 
定 ) ,也 是 可 以 的 。 但 是 ,在 这 种 用 法 中 ,要 注意 昌 的 有 定 符号 是 
指 与 电 相 联 系 的 二 次 型 4d*x 的 符号 , 而 不 是 互 本 身 的 元 素 的 符 
号 。 
例 1 求 函 数 
z=2zxi+ rizt+4r3+ rir3+ ri+2 
的 极 值 。 极 值 的 一 阶 必 要 条 件 要 求 同 时 满足 下 面 三 个 方程 : 


(fi = )4zxi + xX 2+ x3= 0 





(fo2 =)x1 + Br» =0 

(Js = ) xi + 2zx3 二 0 
因为 这 是 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,其 中 三 个 方程 均 独立 无 关 ( 系 数 矩 
阵 行列 式 不 为 零 ), 所 以 只 有 一 个 唯一 解 x 1 二 +，= Z3=0。 这 
意味 着 仅 有 一 个 稳定 值 z =2。 


此 函数 的 海 塞 行列 式 为 
fu 六 万 3 4 1 1 
IHI= |for fz fail=|1 8 0 
Ja f32 ff33 1 0 2 
其 主子 式 均 为 正 : 


IHiI|=4 |H2|=31 |H;|=54 


435 


因此 由 (11.9) ,我 们 可 以 得 出 结论 :z =2 是 极 小 值 。 
例 2 求 函 数 
z= 一 Zl1+3ziz3+2z2 一 2 一 3Z3 
的 极 值 。 求 得 其 一 阶 偏 导 数 如 下 : 
fi= -3x1t+3x3 fo=2-2zx, f3=3zx1- 6x3 
令 所 有 的 f; = 二 0, 我 们 得 到 三 个 联 立 方程 。 其 中 一 个 是 非 线 性 的 ， 
335 两 个 是 线性 的 : 
— 3z1 + 3zx3 =0 
一 27 = 一 2 
3>1 -6x3 =0 
因为 第 二 个 方程 给 出 z，=1, 第 三 个 方程 意味 着 z1=2xs, 将 其 代 
人 第 一 个 方程 ,得 到 两 个 解 : 
(0,1,0), 意味 着 z= 1 
(Xx1,T2,T3) | 


1 ,1 17 
(3 ,1,74), 意味 着 之 一 16 


适当 排列 二 阶 偏 导数 ,得 到 海 塞 行 列 式 


— 0xi 0 3 
[五 |=| 0 —2 0 
3 0 -6 


其 中 ,根据 第 一 个 解 (zi=0) ,第 一 个 元 素 (- 6zi) 可 简化 为 零 ; 根 

据 第 二 个 解 (z =1/2) 此 元 素 可 简化 为 3。 立即 可 以 看 出 ,第 一 

个 解 不 满足 二 阶 充分 条 件 ,因为 | Hi| = 0。 但 我 们 可 以 借助 于 特 

征 根 检验 对 此 进行 进一步 验证 。 为 此 ,我 们 应 用 特征 方程 

(11.14)。 因 为 用 于 检验 的 二 次 型 是 dzz ,其 判别 式 是 海 塞 行列 式 ， 

当然 ,我 们 应 当 用 海 塞 行列 式 中 的 元 素 代 替 方 程 中 的 元 素 d, 。 因 
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此 ,第 一 个 解 的 特征 方程 为 


—r 0 3 
0 —2—r 0 一 0 
3 0 -6—r 


将 其 展开 , 变 成 一 个 三 次 方程 
r+8r’ +3r-18=0 

用 试 错 法 ,我 们 将 三 次 函数 因 式 分 解 , 将 上 面 的 方程 重 写成 
(r+2)(r*+6r—-9)=0 

显然 ,由 (~+2) 项 可 知 ,一 个 特征 根 为 ri 二 -2。 对 为 一 项 运用 平 


方 公式 ,可 求 出 另外 两 个 特征 根 :r = -3+ 3 VN, rs = -3- 


方 V 有 5。 由 于 ri,73 为 负 ,而 ~: 为 正 ,二 次 型 dz 是 不 定 的 ,因此 


违背 = 的 极 大 值 和 极 小 值 的 二 阶 必要 条 件 。 因 此 ,第 一 个 解 (z= 
1) 不 是 极 值 ,只 是 一 个 拐点 。 
至 于 第 二 个 解 ,情况 使 简单 了 。 因 为 逐次 主子 式 为 
IHi|= -3 IH;,|=6 和 |Hs|= 一 18 
符号 正好 交替 改变 ,行列 式 检验 能 够 得 出 结论 。 根 据 (11. 19), 解 336 
z =17716 是 极 大 值 。 


n 一 变量 的 情况 


当 存 在 ”个 变量 时 ,目标 函数 可 以 表示 成 
z= f(x1, rT2, ,Xn) 
全 微分 则 为 
dz = fidrit frdx2t + 六 dr 
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所 以 极 值 的 必要 条 件 ( 对 任意 dz; ,dz=0) 意 味 着 要 求 所 有 的 一 阶 

二 阶 微分 dz 还 是 一 个 二 次 型 ,其 推导 过 程 类 似 于 (11.18)， 
并 可 用 一 个 n x n 阵列 来 表示 。 适 当 重 排 该 阵列 的 系数 ,可 得 到 
对 称 海 塞 行列 式 : 


fi fi2 fin 

21 f22 f2n 
| 五 | = 

fnl fn2 fnn 


其 主子 式 | 昌 1 ,| 理 ;| ,…,| 琴 ;| 的 定义 如 前 。 同 以 前 一 样 , 极 值 的 
二 阶 充分 条 件 是 :对 于 z 的 极 小 值 , 所 有 n 个 主子 式 为 正 ; 对 于 > 
的 极 大 值 ,第 一 个 主子 式 为 负 , 其 它 主子 式 符 号 交替 改变 。 

总 而 言 之 , 若 我 们 集中 于 行列 式 检验 , 则 我 们 把 检验 标准 列 于 
表 11.2 中 ,对 于 有 任意 选择 变量 的 目标 函数 ,这 些 标准 均 是 有 效 
的 。 在 特殊 情况 下 ,我 们 可 能 有 n=1 或 n=2。 当 n=1 时 ,上 自 标 
函数 为 z= f(z ), 最 大 化 条 件 f1 =0,|Hi|l<0 可 简化 为 广 (z) = 
0, 了 (x)<0, 同 我 们 在 9.4 节 中 所 学 的 内 容 完 全 一 致 。 类 似 地 ， 
当 2=2 时 ,目标 函数 为 z= f(xl，x2), 因 而 极 大 值 的 一 阶 条 件 
为 万 = 万 =0, 而 二 阶 充 分 条 件 变 成 


fu fu 
fa f22 


这 不 过 是 表 11.1 所 列 信息 的 重 述 而 已 。 


337 fu<0 和 = fif22- fh>0 
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表 11.2 相对 极 值 的 行列 式 检验 : z= f(x， xX2, "Xn) 
条 件 极 大 值 极 小 值 


一 阶 必要 条 件 。 =f2=…=/,=0 = 户 =…= 万 =0 


二 阶 充分 条 件 D “0H >0; HH ,HI >0 
[IHil<0;-…;( -1)*|H,|>0 ” 


练习 11.4 


求 下 列 五 个 函数 的 极 值 ( 若 存在 的 话 )。 运 用 行列 式 检验 判定 它们 是 极 
大 值 , 还 是 极 小 值 。 

1 z= zi+3r3—3rr +4r 7r3+6r3 

2 z=290— (zr?+ zrs+ rs) 

3 z= xX1T3+ XI T+ Tort3 + x2 + 3r3 

4 z=e+e te -2e (rty) 


3 z==ez+eryrew (2z+2e“ 一 y) 
然后 回答 下 列 关 于 其 海 塞 矩 阵 和 其 特征 根 的 问题 : 
6 (a) 上 述 五 题 哪 些 产 生 了 对 角 海 塞 矩 阵 ? 在 每 个 对 角 海 塞 和 矩阵 中 ， 
对 角 元 素 拥 有 相同 符号 吗 ? 
(8) 对 求 得 的 每 个 对 角 海 塞 阵 ,关于 其 特征 根 ,你 能 得 出 什么 结论 ? 
(c) 特征 根 检验 的 结果 与 行列 式 检验 的 结果 相符 吗 ”? 
7 (a) 求 第 3 题 海 塞 矩 阵 的 特征 根 。 
(5) 你 对 求 得 的 结果 能 得 出 什么 结论 ? 
(c) 你 对 于 (565) 问题 的 答案 是 否 与 前 面 用 行列 式 检验 法 对 第 3 题 的 
检验 结论 相 一 致 ? 


@ ” 仅 当 一 阶 必要 条 件 得 到 满足 后 , 方 能 应 用 此 条 件 。 
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11.$ 与 函数 凹 性 和 凸 性 相关 的 二 阶 条 件 


无 论 是 按照 海 塞 行列 式 主子 式 表 述 的 二 阶 条 件 , 还 是 按照 海 
塞 矩 阵 特 征 根 表述 的 二 阶 条 件 , 总 是 与 稳定 点 是 峰 顶 还 是 谷底 这 
一 问题 有 关 。 换 言 之 ,它们 总 是 与 一 条 曲线 、 一 个 曲面 或 者 一 个 超 
曲面 ( 祝 情况 而 定 ) 在 稳定 点 附近 如 何 弯曲 有 关 。 在 单一 选择 变量 

338 情 况 下 , 即 z= jz) 情况 下 , 峰 顶 或 谷底 的 图 形 是 以 一 条 倒 U 形 
或 U 形 曲 线 表 示 的 。 对 于 二 元 疯 数 zx= f(z,y), 其 峰 顶 (谷底 ) 
的 形状 是 以 出 丘 形 ( 碗 形 ) 表 面 来 表示 的 ,如 图 11.2c( 图 11.22) 
所 示 。 当 存在 三 个 或 更 多 选择 变量 时 , 峰 顶 或 谷底 难以 图 形 化 ,但 
我 们 可 以 在 超 平 面 中 想象 出 “ 峰 项 "或 “谷底 ”。 

一 个 在 整个 定义 域 中 给 出 峰 形 (谷底 ) 的 卫 数 被 称 作 凸 ( 凸 ) 函 
数 。2 在 现在 的 讨论 中 ,我 们 取 定 义 域 为 整个 R", 其 中 nn 为 选择 
变量 数 。 由 于 峰 形 或 谷底 在 整个 定义 域 中 存在 ,所 以 止 性 和 凸 性 
当然 也 就 是 一 个 整体 概念 。 为 便于 更 好 的 分 类 ,我 们 一 方面 在 症 
性 和 凸 性 之 间作 了 区 分 , 另 一 方面 也 在 严格 和 凹 性 和 严格 凸 性 之 间 
作 了 区 分 。 在 非 严格 的 情况 下 ,允许 峰 形 或 谷底 包含 一 个 或 多 个 
平坦 (相对 于 弯曲 ) 的 部 分 ,比如 线段 (在 曲线 上 ) 或 者 线段 和 平面 
(在 曲面 上 )。 但 “严格 "一 词 的 存在 , 则 排除 了 线段 或 平面 存在 的 
可 能 性 。 11.2 所 示 的 两 个 曲面 ,分 别 代表 严格 丫 孙 数 和 严格 是 
函数 。 而 在 图 6.5 中 的 曲线 ,是 一 条 凸 曲线 ,但 不 是 严格 凸 的 曲线 
( 它 包 含 了 一 段 线 段 )。 严 格 四 (上 是) 函数 必定 为 四 函数 ,但 反之 不 


@@ 车 山峰 (谷底 ) 仅 在 定义 域 的 子 集 S 中 出 现 , 则 称 函 数 在 子 集 S 上 回 ( 凸 )。 
440 


成 立 。 

考虑 到 凹 性 和 严格 凹 性 与 整体 峰 形 之 间 的 联系 , 凹 图 数 的 极 
值 必然 是 极 大 值 一 一 峰 项 。 而 且 ,此 极 大 值 必定 为 绝对 极 大 值 (与 
相对 极 大 值 对 照 ) ,因为 峰 形 覆盖 整个 定义 域 。 但 绝对 极 大 值 可 能 
不 是 唯一 的 ,因为 如 果 山 峰 包 含 一 个 平 项 , 则 可 能 存在 多 重 绝对 极 
大 值 。 仅 当 我 们 限定 为 严格 凸 性 时 , 才 可 以 排除 后 一 种 可 能 性 。 
只 有 如 此 ,峰值 才 包 括 一 个 单一 的 点 ,绝对 极 大 值 才 是 唯一 的 。 唯 
一 的 ( 非 唯一 的 ) 绝 对 极 大 值 也 称 作 强 ( 弱 ) 绝 对 极 大 值 。 

通过 类 似 推 理 可 知 , 凸 函数 的 极 值 必定 为 绝对 (或 整体 ) 极 小 
值 ,但 可 能 不 是 唯一 的 。 但 严格 凸 函 数 的 极 值 必 定 是 唯一 的 绝对 
极 小 值 。 

在 上 一 段 中 , 凹 性 和 凸 性 的 性 质 是 在 整体 范围 中 考察 的 。 若 
这 些 性 质 仅 在 曲线 或 曲面 ( 仅 在 定义 域 中 的 子 集 S) 的 一 部 分 中 成 
立 , 则 与 之 相 联 系 的 极 大 值 或 极 小 值 , 则 是 相对 于 定义 域 该 子 集 的 
极 值 ,因为 我 们 不 能 确定 子 集 S 以 外 的 情况 。 在 我 们 前 面 关 于 
dz( 或 海 塞 矩阵 妃 ) 有 定 符号 的 讨论 中 ,我 们 仅 在 稳定 点 计算 海 
塞 行列 式 主子 式 的 值 。 因 此 ,通过 把 山峰 或 谷底 形状 的 验证 限定 
在 稳定 点 非常 小 的 邻 域内 ,我 们 仪 能 讨论 相对 极 大 和 相对 极 小 。 
但 也 可 能 恰好 无 论 主 子 式 在 何 处 计 值 ,dz 都 有 确定 符号 。 在 此 
情况 下 , 峰 形 或 谷底 将 覆盖 整个 定义 域 ,所 求 的 极 大 值 或 极 小 值 应 339 
为 绝对 极 值 。 更 具体 地 , 若 dz 处 处 为 半 负 ( 正 ) 定 , 则 函数 z= 了 
(zl1，Z2，…，27) 必 定 为 止 ( 凸 ) 函 数 ; 若 dz 处 处 为 负 ( 正 ) 定 , 则 
了 浅 必 为 严格 目 ( 严 格 凸 ) 函数 。 

上 面 关 于 二 次 连续 可 微 函 数 z= f(x1， x 2，…， Xx, ) 的 讨论 
归纳 在 图 11.5 中 。 为 明确 起 见 ,我 们 仅 集 中 于 凹 性 和 极 大 值 ; 但 
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如 果 “ 四 ”“ 负 ”“ 极 大 值 " 分 别 被 “ 鼎 ”“ 正 ”"、“ 极 小 值 " 等 词 替代 ， 
所 描述 的 关系 依然 成 立 。 在 阅读 图 11.5 时 ,回忆 一 下 ,符号 全 (这 





图 11.5 
里 符号 被 拉 长 .甚至 弯曲 ) 表 示 “意味 着 。 当 该 符号 从 一 个 单元 


《比如 一 个 和 矩形) 延伸 至 另 一 单元 (比如 燃 圆 形 ) 时 , 它 表 示 前 者 意 
味 着 后 者 (前 者 对 后 者 是 充分 的 ); 它 也 表示 后 者 对 前 者 是 必要 的 。 
当 符 号 之 从 一 单元 通过 第 二 个 单元 延至 第 三 个 单元 时 , 它 表 示 第 
340 一 个 单元 与 第 二 个 单元 一 起 ,意味 着 第 三 个 单元 。 
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据 此 ,图 11.5 中 间 一 列 ( 从 上 向 下 读 ) 表 明 :一 阶 条 件 是 = 为 
相对 极 大 值 的 必要 条 件 ; 而 z 为 相对 极 大 值 又 是 z 为 绝对 极 大 值 
的 必要 条 件 ,等 等 。 反 之 ,将 中 间 那 列 从 下 向 上 读 ,我 们 看 到 :z 为 
唯一 的 绝对 极 大 值 是 确定 > 为 绝对 极 大 值 的 充分 条 件 ,进而 又 是 
z 为 相对 极 大 值 的 充分 条 件 ,如 此 等 等 。 最 上 边 的 三 个 椭圆 形 与 
在 稳定 点 z 的 一 阶 和 二 阶 条 件 有 关 。 因 此 ,它们 仅 与 相对 极 大 值 
相 联 系 。 下 半 部 分 的 菱形 和 三 角形 , 则 描述 了 使 我 们 可 以 得 出 关 
于 绝对 极 大 值 结 论 的 整体 性 质 。 注 意 ,尽管 我 们 前 面 的 讨论 表明 
dz 处 处 为 半 负 定 仅 是 函数 广 为 凹 性 的 充分 条 件 , 但 我 们 在 图 
11.5 中 增加 了 这 一 信息 : 它 也 是 太 为 凹 性 的 必要 条 件 。 与 此 相对 
照 的 是 ,dz 处 处 为 负 定 是 函数 了 为 严格 四 的 充分 条 件 , 但 不 是 必 
要 条 件 ,因为 三 的 严格 凹 性 与 dz 在 稳定 点 取 零 值 是 一 致 的 。 

然而 , 穿 过 两 个 菱形 的 延长 的 之 符号 传递 的 信息 是 图 11.5 中 
最 重要 的 信息 。 左 边 的 一 个 表明 :给 定 凹 目标 函数 ,任意 稳定 点 可 
立即 被 视 为 一 个 绝对 极 大 值 。 而 右边 的 一 个 则 表明 : 若 目 标 函 数 
是 严格 止 亢 数 ,稳定 点 则 必定 是 唯一 的 绝对 极 大 值 。 无 论 在 哪 种 
情况 下 ,一 旦 一 阶 条 件 得 到 满足 , 止 性 或 严格 凹 性 实际 上 取代 二 阶 
条 件 ,成 为 极 值 (而 是 绝对 极 值 ) 的 充分 条 件 。 如 果 我 们 回顾 一 下 ， 
dz 的 峰值 可 能 恰好 为 零 ,因而 导致 二 阶 充分 条 件 失 效 ,那么 ,我 
们 就 会 更 清楚 地 理解 这 一 新 的 充分 条 件 的 有 效 性 。 凹 性 或 严格 四 
性 条 件 甚至 可 以 处 理 这 些 有 些 麻烦 的 峰值 ,因为 即使 二 阶 条 件 未 
能 得 到 满足 , 凹 性 或 严格 止 性 能 保证 二 阶 以 上 的 充分 条 件 得 到 满 
足 。 正 是 由 于 这 个 原因 , 当 我 们 构建 一 个 具有 一 般 目 标 函 数 的 最 
优化 模型 时 ,我 们 从 一 开始 就 假定 目标 函数 具有 止 性 (类 似 地 ,我 
们 假定 极 小 化 模型 的 目标 函数 具有 凸 性 )。 但 要 注意 , 若 使 用 具体 
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目标 项 数 , 则 其 凹凸 性 就 不 能 作 简 单 的 假设 ,必须 进行 检验 。 
目标 郴 数 耻 、 凸 性 的 检验 


销 数 的 四 性 和 是 性 (严格 的 或 不 严格 的 ) 可 用 多 种 方式 进行 定 
义 和 检 验 。 我 们 首先 按照 与 9.3 节 类 似 的 方式 (对 一 元 函数 的 情 
341 沈 ), 定 义 双 变 量 函 数 z= f(x1, zx2) 的 四 上 同性: 
对 于 函数 == zl，z2) ,在 函数 曲面 上 找 任意 两 个 不 同 
的 点 M 和 NN ,连接 线段 MN , 当 且 仅 当 MN 位 于 曲面 表面 或 
曲面 下 方 (上 方 ) 时 ,函数 > 为 四 ( 凸 ) 函 数 。 当 且 仅 当 除 了 点 
M 和 N 外 ,线段 MN 完全 位 于 曲面 下 方 ( 上 方 ) 时 ,函数 z 为 
严格 四 (严格 凸 ) 函 数 。 
图 11.6 描绘 了 严格 目 阴 数 的 情况 。 其 中 M 与 N 为 曲面 上 
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图 11.6 
的 两 个 任意 护 , 由 一 条 虚线 段 和 一 条 实 绝 线 连结 起 来 , 实 弧 线 由 
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位 于 虚线 段 正 上 方 的 曲面 上 的 点 的 集合 组 成 。 因 为 对 于 曲面 上 任 
意 两 点 M 和 六 ,严格 止 性 要 求 线段 MN( 除 点 M 和 六 外 ) 完 全 位 
于 弧 线 MN 之 下 ,所 以 曲面 必定 为 山 丘 状 的 。 类 似 地 ,严格 凸显 
数 的 图 形 必 定 为 碗 形 的 。 至 于 非 严 格 止 和 凸 函 数 , 因 人 允许 线段 
MN 位 于 曲面 上 (曲面 的 一 部 分 ,甚至 整个 曲面 ) ,其 图 形 可 能 是 
一 个 平面 ,而 非 曲 面 。 

为 便于 推广 到 不 能 图 形 化 的 nn 维 情况 ,我 们 需要 将 几何 定义 
转换 为 等 价 的 代数 形式 。 回 到 图 11.6, 令 = (ui, u2) 和 w= 
(vi， v2) 为 z= f(x1， x2) 定 义 域内 的 任意 两 个 不 同 的 有 序 偶 (2 
一 癌 量 ), 则 对 应 于 它们 的 z 值 (曲面 的 高 度 ) 分 别 为 f(w) = 
fl(u1, U2) 和 Fo)= f(vi，v2)。 我 们 已 假定 ,变量 可 取 所 有 实 
数值 ,所 以 ,着 w 与 v 在 定义 域内 , 则 线段 ww 上 所 有 的 点 也 都 在 342 
定义 域内 。 而 线段 ww 上 所 有 的 点 ,实质 上 是 wu 和 w 的 “加 权 平 
均 ”"。 因 此 ,我 们 可 以 Gu + (1 一 9)wv 来 表示 此 线段 ,其 中 4( 希 脂 字 
母 theta) 不 同 于 & 和 和 wv, 是 一 个 取 值 范围 为 0 委 6 委 1 的 可 变 的 标 
量 -@@ 同 理 ,表示 F(xz) 和 (oz) 加 权 平 均值 的 所 有 点 的 集合 的 线 
段 MN ,可 用 90f(w)+ (1 一 0)f(w) 表 示 ,6 的 取 值 范围 仍 为 0 到 1。 
那么 ,曲面 上 的 弧 线 段 MN 又 如 何 呢 ?因为 弧 线 表示 函数 f 在 线 
段 wv 上 不 同 点 计算 的 值 , 所 以 可 以 将 线 MN 简单 地 写成 
j[L6x+(1-0)o]j。 利 用 这 些 表达 式 ,我 们 现在 可 以 给 出 如 下 代数 
定义 : 


中 对 于 0 和 1 之 间 的 任意 具体 9 值 ,加 权 平 均 表 达 式 bu + (1 一 0)wv, 特 指 两 个 变 
量 zx 和 m 的 凸 组 合 。 对 此 概念 我 们 在 本 节 后 面 还 要 详细 解释 ,这 里 仅 需 注意 这 一 点 : 
当 06=0 时 ,给 定 表达 式 简 化 为 向 量 vw ;类似 地 , 当 8= 1 时 ,表达 式 简 化 为 向 量 wu。 而 在 
0 与 1 向 的 9 值 , 则 给 出 了 两 个 向 量 x 和 w 的 平均 值 。 
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对 于 函数 f 定义 域内 任意 两 个 不 同 的 点 u 和 wv, 且 对 于 0<9 
<1, 当 且 仅 当 


< 
bf(u) + (1 ~ 0)f(v) ol flOu + (1 — 0)wv] 


线段 的 高 度 浙 的 高 度 
(11.20) 
人 
时 ,f 为 
凸 函数 。 
注意 ,为 将 两 个 端点 M 和 六 从 高 度 比较 中 排除 ,我 们 将 4 限 
定 在 开 区 间 (0,1) 中 。 
将 弱 不 等 号 "过 "和 "之 ”分别 变换 成 严格 不 等 号 ”< "和 ”> ”， 
上 述 定义 便 适 应 于 严格 四 性 和 是 性 的 定义 。 代 数 定义 的 优势 在 
于 ,它们 可 以 应 用 于 任意 变量 数 的 函数 ,因为 定义 中 的 向 量 wx 和 
完全 可 以 解释 成 六 一 向 量 ,而 非 2- 向 量 。 
由 (11.20), 下 面 三 个 关于 四 性 和 上 同性 的 定理 可 以 非常 容易 地 
推导 出 来 。 这 些 定理 将 按 肾 数 f(x) 和 g (zx) 来 表述 ,但 xz 可 以 解 
释 成 向 量变 量 ,所 以 这 些 定理 对 具有 任意 变量 数 的 函数 均 适用 。 
定理 工 (线性 因数) 若 f(z) 是 一 个 线性 函数 , 则 此 函数 既 可 
以 是 种 函数 ,也 可 以 是 凸 明 数 ,但 不 是 严格 四 或 凸 函 数 。 
定理 (函数 的 正 负 与 好 凸 性 ) ”车 FAGz) 为 止 函数 , 则 
- f(z) 为 出 函数 ,反之 亦 然 ;类 似 地 ,着 f(z) 为 严格 四 函数 , 则 
- f(z) 为 严格 凸 函数 ,反之 亦 成 立 。 
定理 II (函数 的 和 ) 若 f(x) 与 g(xz) 均 为 四 (上 号) 函数 , 则 
jz)+SZz) 也 为 止 (请 ) 郴 数 ;和 寿 f(z) 和 g(x) 均 为 冲 ( 凸 ) 婧 数 ， 
343 且 其 中 至 少 有 一 个 为 严格 凹 ( 严 格 凸 ) 函 数 , 则 f(r)+ g(xz) 为 严 


格 四 (严格 凸 ) 晒 数 。 
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定理 I 的 结论 基于 这 样 一 个 事实 :线性 函数 的 图 形 是 一 条 直 
线 ,或 是 一 个 平面 ,或 是 一 个 超 平面 ,所 以 “线段 MN 与 “ 弧 线 
MN 总 是 重合 的 。 因 而 ,(11.20) 式 中 的 两 个 弱 不 等 号 中 的 等 号 
部 分 同时 成 立 ,使 得 此 函数 既是 一 个 止 函 数 ,也 是 一 个 西 函 数 。 但 
因 它 舍弃 了 定义 中 的 严格 不 等 式 部 分 ,所 以 线性 函数 既 非 严格 四 
畏 数 ,也 非 严 格 凸 函数 。 
定理 II 则 以 这 样 的 事实 为 基础 :站 性 和 凸 性 的 定义 仅 在 不 等 
号 的 方向 上 有 所 区 别 。 假 定 f(x) 为 四 函数 , 则 
Of(u)+(1—-0f(v)EfLOu t+ (1 -0) wv] 
以 -1 通 乘 ,使 不 等 号 完全 改变 方向 , 则 我 们 得 到 
OL -f(au)j+(1-0[- f(v)]=- flOu + (1-0)v] 
而 这 恰好 为 一 f(z) 为 凸 隐 数 的 条 件 。 因 此 ,对 于 四 也 数 f(z ) 的 
情况 ,定理 得 到 了 证 明 。 此 结果 的 几何 解释 也 是 非常 简单 的 :相对 
于 底 平 面 或 超 平 面 的 山峰 的 镜像 是 深谷 。 其 它 情况 也 可 通过 类 似 
办 法 证 明 。 
为 弄 清 定理 III 成 立 的 理由 ,我 们 假定 f(z) 和 g(z) 均 为 町 
函数 。 则 下 面 两 个 不 等 式 成 立 : 
9f(u) + (1-0)f(v)EflOu+(l-0v)] (11.21) 
Gg(u)+ (1-0g(v)SR glOunu+(1-0v] (11.22) 
使 其 相 加 ,得 到 新 不 等 式 
0[ fl(u)+ gl(u)] + (1 -OLf(v)+g(v)] 
fibut+(l1-0v]+ glOu t+ (1— Ov] 
(11.23) 
而 此 式 丛 好 为 [LF(z)+g(Cz)] 为 止 函数 的 条 件 。 因 此 对 于 种 函数 
的 情况 ,此 定理 得 到 了 证 明 。 凸 渗 数 情形 的 证 明 也 类 似 。 
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现在 考察 定理 III 的 第 二 部 分 内 容 , 令 f(x) 为 严格 凸 函数 。 
则 (11.21) 式 变 成 严格 不 等 式 : 
Of(u) + (1~- Of(v) < Fox + (1l-0v) (121 ) 
将 此 式 与 (11.22) 相 加 ,我 们 看 到 两 个 不 等 式 左边 表达 式 之 和 严格 
小 于 右边 表达 式 之 和 ,无 论 (11.22) 中 的 < 号 成 立 ,还 是 = 号 成 立 ， 
这 意味 着 (11.23) 现 在 变 成 了 一 个 严格 不 等 式 ,因而 使 得 LA(z)+ 
g(z)] 严 格 凹 。 此 外 , 若 g(z) 与 F(z) 一 起 成 为 严格 止 郴 数 , 即 
若 (11.22) 与 (11.21) 一 道 转换 成 严格 不 等 式 , 则 可 得 出 同样 的 结 
论 。 这 样 , 对 思 浮 数 的 情况 ,证 明了 定理 的 第 二 部 分 。 屿 函数 情况 
的 证 明 也 类 似 。 

344 对 于 两 个 以 上 了 止 ( 凸 ) 郴 数 的 和 ,定理 III 依然 成 立 。 此 定理 
有 时 很 有 价值 ,因为 当 一 个 函数 包含 相 加 项 时 , 它 使 检验 函数 止 凸 
性 的 任务 分 解 成 为 可 能 。 如 果 已 知 函 数 相 加 的 各 项 均 为 凹 ( 凸 )， 
则 可 知道 和 函数 必然 也 为 上 四 ( 凸 )。 

例 1 检验 zx>=xzi+z2 的 凹凸 性 。 为 应 用 (11.20), 令 = 
(ui1，U2),v 二 (vi，v2) 为 定义 域 中 任意 两 个 不 同 的 点 。 则 我 们 
有 : 


it 


flu) = f(uil, u2) 一 uf 十 WU? 
f(v) =f(v1, v3) = v1 + v3 
和 flOu + (1 -0)v)] = flOu: + (1 ~ 0)vi,0u, + (1 — 0)w,] 
OQ 
+ 的 值 过 的 值 
一 [Qu) 十 (1 一 0) v1] 十 [gx 十 (1 一 0) vw, J 
代入 (11.20) ,从 左边 表达 式 中 减 去 右边 表达 式 并 合并 各 项 , 求 得 


其 差 为 
448 


0(1--0)(at+a)+g1 一 6(zt+ vi) 
-- 20(1 — 0)(uivi 十 22 了 2) 
= O01 — Of(u -vi) + (us — vv) 
因 6 是 一 个 正 分 数 ,9(1 一 09) 必然 为 正 。 进 而 因 (u1，w2) 和 (wi， 
v2 ) 为 不 同 的 点 ,所 以 或 者 有 xi 天 mi ,或 者 有 us, 关 v,( 或 者 二 者 都 
不 相等 ) ,因而 括号 内 的 表达 式 必 定 也 为 正 。 因 此 ,(11.20) 中 的 严 
格 > 号 成 立 , 且 ==zf+ 好 为 严格 凸 函数 。 

另外 ,我 们 还 可 以 单独 检验 x1 项 和 zx5; 项。 因为 这 两 项 中 每 
一 项 都 是 严格 凸 的 ,所 以 其 和 也 是 严格 凸 的 。 

因为 此 肾 数 为 严格 是 函数 ,所 以 它 具 有 唯一 的 绝对 极 小 值 。 
很 容易 验证 ,所 说 的 最 小 值 是 x = 0, 此 最 小 值 在 xz =z，。=0 达 
到 ,而 且 它 确实 是 唯一 的 绝对 最 小 值 ,因为 任意 有 序 偶 (zl ，zz) 尖 
(0, 0) 所 产生 的 z 值 都 大 于 零 。 

例 2 检验 z= -zt-z 刀 的 凹凸 性 。 此 函数 为 例 1 函数 的 负 
数 。 因 此 ,根据 定理 II, 它 是 严格 凹 函数 。 

例 3 检验 z=(z+y) 的 四 吓 性。 尽管 这 里 变量 以 r+ 和 yy 
表示 而 不 以 x1、x2 表示 ,但 我 们 仍 可 用 w= (ul, ww) 和 w= (wi， 
v2) 表 示 定 义 域 中 的 两 个 不 同 的 点 ,用 下 标 i 表示 第 i 个 变量 。 这 
样 ,我 们 有 345 

flu) =f(u, uw) = (ul + wz) 
f(v) =f(v1, v2) = (v1 + vs) 
和 gu + (1 -0v]=[0u+ (1 -0v +0u+ (1-0v1 
=[0(ui + u2) + (1 — 0)(v + v) 1 
将 其 代 人 (11.20) ,从 左边 表达 式 中 减 去 右边 表达 式 , 并 简化 ,我 们 
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求 得 其 差 为 

0(1- 0O)(u + uu) — 20(1 =- 0O)(ul t+ wus)(v 十 了 

+ 0(1— 0)(v 二 wz) 
= 0(1 -0[u+ wu) (vit+ v,)] 

同 例 1 中 一 样 ,6(1-0) 为 正 ,括号 中 的 表达 式 的 平方 为 非 负 (这 时 
不 能 排除 其 为 零 )。 因 此 ,(11.20) 中 的 大 于 等 于 号 宇 成 立 ,函数 
(过 +y) 为 凸 函数 ,但 不 是 严格 凸 函 数 。 

因此 ,此 函数 具有 一 个 绝对 极 小 值 ,此 极 小 值 在 任意 (z +y ) 
=0 达到 , 它 可 能 并 不 是 唯一 的 。 很 明显 , 它 是 一 个 绝对 极 小 值 ， 
因为 只 要 x + y 了 0,z 就 将 大 于 z=0。 它 不 是 唯一 的 极 小 值 则 是 
由 于 存在 无 数 个 可 以 满足 条 件 zx + y=0 的 有 序 偶 (x ,y)。 


可 微 函 数 


在 (11.20) 中 所 描述 的 函数 凸凹 性 定义 并 未 用 到 导数 概念 , 因 
而 并 不 要 求 函 数 具有 可 微 性 。 但 如 果 函 数 是 可 能 的 ,函数 的 媚 广 
性 也 可 以 按 其 一 阶 导 数 来 定义 。 在 单 变 量 情 况 下 ,其 定义 为 : 

对 于 定义 域 中 任意 两 个 不 同 的 给 定点 & 和 w, 当 且 仅 当 





FAD | 全 | Or 1.24) 


止 函 数 


四 上 胃 数 。 
如 果 (11.24) 中 的 弱 不 等 号 分 别 被 严格 不 等 号 < 与 > 所 代替 ， 


上 面 的 定义 就 变 成 严格 止 性 和 凸 性 的 定义 。 从 几何 上 看 ,此 定义 
将 凹 ( 西 ) 曲 线 描绘 成 一 条 与 其 切线 重合 或 者 位 于 其 切线 下 面 (上 


面 ) 的 曲线 。 而 严格 止 曲线 (严格 凸 曲线 ) 必 须 位 于 所 有 切线 的 下 
450 


时 ,可 微 函 数 j(z) 为 | 


A nh re 


方 ( 上 方 ), 但 切 点 除外 。 

在 图 11.7 中, 令 A 为 曲线 上 任意 一 点 ,其 高 度 f(wu)， 过 该 
点 的 切线 为 4AB。 令 过 自 x 值 开始 递增 , 则 为 形成 一 个 峰 形 ,严格 
凹 曲线 必须 逐渐 向 下 弯曲 ,远离 切线 AB ,从 而 使 点 C ,其 高 度 为 
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图 11.7 
六 Dj) 必然 位 于 点 B 之 下 。 在 此 情况 下 ,线段 AC 的 斜率 小 于 切 
线 AB 的 斜率 。 另 一 方面 , 若 曲 线 为 非 严 格 凹 曲线 , 它 也 可 能 包含 
一 个 线段 ,因而 ,比如 强 线 AC 可 能 变 成 一 个 线段 ,并 与 线段 AB 
重合 ,成 为 曲线 中 的 一 个 直线 部 分 。 在 后 一 种 情况 下 ,AC 的 斜率 
等 于 AB 的 斜率 。 将 这 两 种 情况 综合 起 来 ,它们 意味 着 


(线段 AC 的 斜率 = 上 = ) 帮 世 二 大写 <(AB 的 斜率 = )= 
三 (2 ) 
以 正 数 人 ("- 2) 通 乘 此 不 等 式 , 得 到 一 个 在 (11.24) 中 表达 的 适用 
于 四 函数 的 结论 。 知 我 们 考察 小 于 x 的 垃 值 ,也 可 以 得 到 同样 的 
结论 。 
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当 了 水 数 中 有 两 个 或 两 个 以 上 自 变量 时 ,此 定义 需要 小 小 的 修正 ，: 
对 于 定义 域 中 任意 给 定点 & = (ui1,…， zd;) 和男 一 个 给 定点 
2=(al，…，v), 当 县 仅 当 


fl(v) SAD) + Dp) -oo (11.24 ) 


可 徽 函 数 f( ) 为 1 四 要 其 中 f;(w) 三 9f7/9 
Xl y 渤 放 1 上 函数。 ji 7 
在 w= 二 (wi!， 机 zx) 计算 其 值 。 


此 定义 要 求 目 ( 凸 ) 函 数 f(x ) 的 图 形 与 其 切 平面 或 切 超 平面 
重合 或 位 于 其 下 方 。 对 于 严格 征 性 和 严格 凸 性 的 情况 ,(11.24 ) 
347 中 的 弱 不 等 式 应 换 成 严格 不 等 式 , 它 要 求 严 格 凹 (严格 凸 ) 函 数 的 
图 形 严 格 位 于 所 有 切 平面 或 切 超 平面 之 下 (之 上 ) ,但 切 点 除外 。 
最 后 ,考察 一 个 二 次 连续 可 微 的 函数 z= f(zx1, …, x,)。 因 
为 此 函数 的 二 阶 偏 导数 存在 ,因此 d*z 有 定义 。 所 以 函数 凹 性 和 
同性 可 用 d*z 的 符号 来 检验 : 


当 且 仅 当 dz 由 外 为 | 埋 定 时 则 二 阶 连续 可 微机 数 z= 
函数 

f(x1, ,x .) 是 | 当 ( 但 不 是 仅 当 )d*z 为 是 处 处 
凸 函数 


负 中 
他 | 时 ,所 说 的 本 数 为 严格 | 丘 数 (11.25) 


读者 应 回想 起 来 ,(11.25) 式 关于 四 函数 和 严格 凹 函 数 的 有 关 
内 容 已 被 纳 和 人 图 11.5 中 。 

例 4 运用 导数 条 件 检验 函数 z= 一 x4 的 四 凸 性 。 我 们 首先 
应 用 (11.24)。 在 本 例 中 ,(11.24) 左 右 两 边 的 表达 式 分 别 为 一 vw? 


和 一 u 一 4u (vw 一 u)。 从 前 式 中 减 去 后 式 ,我 们 得 到 其 差 为 
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一 vi+ ust+ 4u (vu) [提出 公 因 子 | 
4 4 
=(v— wu)(— 二 一 一 上 + 4u:) 
vv—u 


=(v au) (vt+vut+vu + )+4u] [由 (7.2)] 
车 括号 内 的 表达 式 可 被 (vw 一) 除 尽 , 那 就 美妙 至 极 , 因 为 这 样 我 
们 就 可 以 销 掉 (wv 一), 并 得 到 一 个 便于 计算 其 符号 的 平方 项 (w 
一 x)*。 正 如 将 要 证 明 的 那样 ,上 式 确实 如 此 。 因 此 ,上 面 所 列 的 
差 可 以 写成 
~ (vu)[v +2vu + 3u =- (vu)[(v+ wu) +2u’] 
给 定 v 关 ,此 式 的 符号 必定 为 负 。(11.24) 中 的 严格 不 等 式 成 
立 ,函数 z= 一 x 是 严格 四 也 数 。 这 意味 着 它 有 唯一 的 绝对 极 大 
值 。 很 容易 验证 , 极 大 值 为 z =0, 在 点 x =0 处 达到 。 

因为 此 函数 是 二 阶 连续 可 微 的 ,所 以 我 们 也 可 以 应 用 (11.25) 
来 检验 其 四 号 性 。 由 于 仅 有 一 个 变量 ,因而 (11.25) 给 出 

dz = f(r)dr’ =-12zxdr* [由 (11.2)] 

我 们 知道 dx“ 为 正 ( 仅 考察 z 的 非 零 变 化 ), 但 -12x? 既 可 能 为 
负 ,也 可 能 为 零 。 因 此 我 们 充其量 得 出 这 一 结论 :dz 为 处 处 负 半 
定 , 且 z= -~ 为 ( 非 严 格 ) 止 函数 。 由 (11.25) 得 出 的 结论 显然 
弱 于 我 们 前 面 由 (11.24) 所 得 到 的 z= - z 是 严格 凹 函 数 的 结 
论 。 在 这 里 使 我 们 产生 局 限 性 ,因而 得 出 较 弱 结论 的 原因 与 导致 348 
二 阶 导数 检验 有 时 失效 的 原因 是 相同 的 , 即 dx 在 已 知 严格 止 函 
数 或 严格 凸 函数 的 稳定 点 可 能 取 零 值 。 这 就 是 为 什么 在 (11.25) 
中 给 出 的 d?z 为 负 ( 正 ) 半 定 仅 是 严格 凹 性 (严格 凸 性 ) 的 充分 条 
件 ,但 不 是 必要 条 件 的 原因 。 

例 5 以 导数 条 件 检验 z= zt+ zz 的 四 同性。 这 次 我 们 用 
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(11.24 ) 而 不 用 (11.24)。 在 定义 域 中 有 任意 两 点 u = (ul，u2)， 
v 二 (v1，v2)，(11.24') 的 两 边 为 

左边 = 1 + vw3 

右边 =zxf+az+2x(vil ui) +2us(vy -zy) 
从 前 者 中 减 去 后 者 ,化 简 ,我 们 可 将 差 表 示 成 : 

vf —2viu1 tt uf t+ v5 -2vrurt us= (v1 ~ 1) + (vv, — wu) 
给 定 (xi ，zx2) 夭 (zl，z) ,此 差 总 为 正 。 因 此 (11.24) 中 的 严格 
不 等 号 成 立 ,zx = zt+ zi 是 严格 凸 函 数 。 注 意 , 这 里 的 结论 仅 是 
再 一 次 证 实 了 我 们 前 面 在 例 1 中 已 经 得 出 了 的 结论 。 
若 运 用 (11.25), 因 方 =2zi, 亡 =2z?, 无 论 二 阶 偏 导数 在 何 

处 计 值 ,我 们 有 
fu fy 
fa f22 
因此 ,dz 处 处 为 正定 ,完全 满足 严格 凸 性 的 充分 条 件 。 因 而 在 本 
例 中 ,(11.24') 与 (11.25) 确 实 得 出 同样 结论 。 


fi1=2>0 和 和 








Hi 


0 2| =4>0 


屿 函数 与 凸 集 


在 澄清 了 将 形容 词 “ 凸 的 "一 词 应 用 于 范 数 的 含义 之 后 ,我 们 
人 迫切 需要 解释 用 其 描述 集合 的 含义 。 尽 管 凸 集 与 凸 函数 并 非 不 相 
关 ,但 它们 却 是 不 同 的 概念 ,所 以 ,注意 其 区 别 , 仅 防 混 淆 是 重要 
的 。 

为 便于 直观 把 握 , 我 们 首先 介绍 西 集 的 几何 特征 。 令 S 为 2 
维 空间 或 3 维 空间 中 的 点 集 , 对 于 S 中 的 任意 两 点 , 若 连接 两 点 


的 线段 完全 位 于 S 内 , 则 称 S 为 凸 集 。 很 明显 ,直线 满足 此 条 件 
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并 构成 了 一 个 凸 集 。 习 惯 上 , 仅 包 含 一 个 点 的 集合 也 称 为 凸 集 , 零 
集 ( 没 有 点 ) 也 视 为 凸 集 。 对 于 其 它 的 例子 ,请 考察 图 11.8, 圆 盘 349 








图 11.8 

一 一 即 “ 实 " 圆 , 亦 即 一 个 圆 加 上 其 内 部 的 所 有 点 一 -是 一 个 凸 集 ， 
因为 圆 盘 任意 两 点 的 连 线 均 完全 在 圆 盘 内 ,比如 图 中 的 ob( 连 接 
边缘 上 的 两 点 ) 和 cd (连接 圆 内 的 两 点 )。 但 要 注意 ,中 空 的 圆 本 
身 不 是 凸 集 。 类 似 地 , 三 角形 或 五 边 形 本 身 不 是 山 集 , 实 的 三 角形 
或 五 边 形 则 是 凸 集 。 在 图 11.8 中 余下 的 两 个 实 的 几何 图 形 不 是 
凸 集 。 其 中 那个 调 色 板 型 的 图 有 一 处 凹 人 ,因而 像 gh 这 样 的 线 
外 并 不 完全 位 于 集合 中 。 在 那个 钥 形 的 图 中 ,不 仅 有 凹 人 ,而 且 存 
在 一 个 孔 , 这 个 孔 又 造成 了 另 -- 种 非 凸 性 。 一 般 而 言 ,一 个 点 集 要 
成 为 凸 集 ,此 点 集 必须 无 孔 , 边缘 各 处 无 缩 进 。 

凸 性 的 几何 定义 也 可 以 应 用 于 3 维 空间 中 的 点 集 。 例 如 ,一 
个 实 的 立方 体 是 凸 集 , 而 圆 简 则 不 是 凸 集 。 但 在 四 维 或 更 高 维 空 
间 中 ,几何 解释 变 得 不 明显 了 。 因 而 我 们 需要 转向 凸 集 的 代数 定 
义 。 

为 此 ,引入 向 量 (点 ) 凸 组 合 的 概念 是 有 益 的 。 向 量 西 组 合 是 
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一 种 特殊 类 型 的 线性 组 合 。 两 个 向 量 x 和 的 凸 组 合 可 以 写成 : 
kiu tksv 
其 中 有 和 ,是 两 个 标量 。 当 两 个 标量 均 位 于 闭 区 间 [0,1j] 内 ,和 且 
二 者 之 和 为 工时 ,此 线性 组 合 称 作 凸 组 合 , 且 可 表示 成 
Ou +(1-9)m (0 过 6 及 1) (11.26) 


举例 来 说 , 寺 | 1 ] + 全 | 9 ] 是 一 个 西 组 合 。 考 虑 到 两 个 标量 乘 子 为 

正 分 数 且 其 和 为 1 这 一 事实 ,我们 也 可 以 将 这 样 的 凸 组 合 解释 成 
350 两 个 向 量 的 加 权 平 均 .9 

组 合 (11.26) 唯 一 的 特征 是 ,对 于 任意 可 接受 的 6 值 ,所 产生 

的 和 向 量 位 于 连接 点 w 和 w 的 线段 上 。 这 一 点 可 利用 图 11.9 来 


(ui1, u2) 





@ 在 讨论 如果 数 和 凸 函数 时 ,我 们 已 利用 了 这 种 解释 方式 。 
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证 明 。 在 图 中 我 们 把 两 个 向 量 w=[， ] 与 = [。 ] 绘 成 了 分 别 
与 (xl1，xt2z) 和 (zi，z) 相 对 应 的 两 个 点 。 若 我 们 再 绘 出 另 一 个 向 
量 g ,使 得 oguw 形成 一 个 平行 四 边 形 , 则 根据 在 图 4.3 中 的 讨论 ， 
我 们 有 
ugq+vwv 或 g=x 一 m 
由 此 可 知 , 向 量 x 和 w 的 凸 组 合 ( 称 其 为 w) 可 用 向 量 g 来 表示 ， 
因 为 
w=0ut+(l-0v=0u+v-0v=0(u—-v)+vu=0g+wvw 
因此 ,要 绘 出 同 量 w ,我 们 只 需 用 熟悉 的 平行 四 边 形 法 相 加 6g 和 
v 即 可 。 若 标量 9 为 一 正 分 数 , 向 量 99 将 仅 是 向 量 g 的 简 缩 形式 ， 
因此 bg 必然 位 于 线段 Og 之 上 。 所 以 使 gg 和 w 相 加 ,我 们 必然 
会 得 到 位 于 线段 wv 上 的 线段 ww, 因 为 新 的 小 一 些 的 平行 四 边 形 
只 不 过 是 原平 行 四 边 形 的 边 gu 向 下 移 而 形成 的 。 当 然 ,向 量 mw 
的 确切 位 置 将 随 6 值 的 变化 而 变化 。 当 06 由 0 变 至 1,w 的 位 置 
将 由 wv 移 至 ww。 因此 ,线段 ww 上 的 所 有 点 的 集合 ,包括 wx 和 w 本 
身 ,对 应 于 向 量 x 和 w 所 有 上 出 组 合 的 集合 。 
基于 上 述 分 析 ,现在 可 将 凸 集 定义 如 下 :对 于 任意 两 点 uw € S35i 
和 wvE S, 且 对 于 每 一 个 标量 0€E[0,1], 当 且 仅 当 w=0u+(1--90) 
vE€E 5 为 真 时 ,集合 S 为 凸 集 。 因 为 此 定义 是 代数 形式 的 ,所 以 不 
管 向 量 x 和 w 所 在 的 空间 是 几 维 的 ,此 定义 均 适 用 。 将 西 集 与 凸 
滑 数 定义 (11.20) 相 比较 ,我 们 看 到 尽管 两 个 定义 都 使 用 同一 形容 
词 “ 凸 的 ,但 这 个 词 在 两 个 定义 中 却 有 根本 不 同 的 含义 。 在 找 述 
函数 时 ，“ 凸 的 ”一 词 确 定 一 条 曲线 或 曲面 如 何 硒 曲 ( 它 必然 形成 一 
个 深谷 ) 。 但 在 描述 一 个 集合 时 ,此 词 确定 集合 中 的 点 是 如 何 “ 填 
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充 ? 到 一 起 的 一 一 不 允许 出 现任 何 孔 ,边缘 不 能 有 缩 进 。 因 此 凸 集 
与 凸 函数 有 了 明显 不 同 的 数学 内 涵 。 
然而 ,是 函数 与 凸 集 并 非 毫 不 相关 。 首 先 ,在 定义 是 函数 时 ， 
我 们 需要 定义 域 为 凸 集 。 这 是 因为 定义 (11.20) 要 求 ,对 于 定义 域 
中 的 任意 两 点 w 和 mv,x 和 w 的 所 有 凸 组 合 一 一 具体 地 60x + (1 一 
bmp ,0 生生 1 一 一 必须 也 在 定义 域 中 ,这 实际 上 就 是 定义 域 必 须 为 
凸 集 的 另 一 种 表达 方式 。 为 满足 这 一 要 求 ,我 们 前 面 采 纳 了 一 个 
非常 强 的 假设 , 即 定 义 域 由 整个 盖 - 空间 构 成 (其 中 ”为 选择 变 
量 数 ),n - 空间 确实 是 一 个 凸 集 。 但 是 掌握 了 凸 集 概念 以 后 ,我 
们 完全 可 以 弱化 这 一 假设 。 因 为 我 们 需要 假设 定义 域 是 R" 空间 
中 的 一 个 凸 子 集 ,而 非 R” 本 身 。 
凸 函数 与 凸 集 还 存在 另 一 种 联系 方式 。 若 f(x ) 为 同 函 数 ， 
则 对 任意 常数 &, 它 可 以 引致 一 个 凸 集 
S*={zr|if(r)<k} [LF(z)] (11.27) 
11.10a 描述 了 单 变量 的 情形 。 集 合 SS 由 在 虚 水 平 线 上 或 位 
于 其 下 方 的 A(z) 曲 线 的 弧 段 相 联系 的 xz 值 组 成 。 因 此 , 它 是 横 
轴 上 以 重 黑 点 标示 的 线段 , 它 是 一 个 凸 集 。 注 意 , 如 果 & 值 变 化 ， 
集合 Ss 会 变 成 横 轴 上 的 不 同 线 段 ,但 它 仍然 是 个 凸 集 。 
进一步 ,我 们 甚至 还 可 以 看 到 四 函数 也 以 类 似 的 方式 与 凸 集 
相 联 系 。 首 先 ,在 (11.20) 中 四 函数 之 定义 ( 像 凸 函数 情况 一 样 ) 是 
以 定义 域 为 凸 集 为 基础 的 。 进 而 ,给 定 某 一 常数 有 ,即便 中 函数 ， 
比如 g(Cz) ,也 可 以 产生 一 个 相 联系 的 凸 集 。 此 凸 集 为 
S? 汪 {x |g(x) 宇 kk [g(xz) 为 外 函数 ] (11.28) 
其 中 符号 宇 代 替 了 (11.27) 中 的 符号 三 。 从 几何 上 看 ,对 于 单 变 量 


函数 情形 ,如 图 11.106b 所 示 , 集 合 S= 包 含 了 对 应 于 与 虚 水 平 线 
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交叉 或 位 于 其 上 面 的 g(z) 曲 线 弧 段 的 所 有 的 zz 值 。 因 此 , 它 仍 
是 横 轴 上 的 一 个 线段 一 一 一 个 凸 集 。 
尽管 图 11.10 具体 地 描述 了 单 变量 的 情形 ,在 (11.27) 和 352 


f (z) g (7) 
f(x) 





集合 S* 
(b) 





图 11.10 
(11.28) 中 的 S* 与 S> 的 定义 却 并 不 限于 单 变量 函数 。 若 我 们 将 


zx 视 作 向 量 , 即 令 z= (zi,… ,Xx;), 它 们 同样 成 立 。 但 在 这 种 情 
况 下 ,(11.27) 和 (11i.28) 将 在 n 一 空间 中 定义 凸 函 数 。 记 住 这 一 
点 是 重要 的 :虽然 上 号 函数 意味 着 (11.27), 巾 函数 意味 着 (11.28)， 
但 反之 不 成 立 ,因为 非 凸 函 数 也 可 满足 (11.27) , 非 止 函数 也 满足 
(11.28)。 在 12.4 节 中 还 要 讨论 这 一 问题 。 


练习 11.5 


1 运用 (11.20) 检 验 下 列 函 数 是 止 函数 、 凸 函 数 ,还 是 严格 凹 画 数 .严格 
凸 沿 数 , 或 者 都 不 是 : 


(a)z=x* (5)z= x?+ 2 (c)z=2r — ryt+y? 


459 





2 运用 (11.24) 或 (11.24 ) 检 验 下 列表 数 是 凹 函 数 . 凸 函 数 , 还 是 严格 
止 歼 数 .严格 凸 函 数 , 或 者 都 不 是 : 
? (bz=(rt+r2) (ec)z= 一 zy 
3 根据 你 关于 上 题 2c 的 答案 ,你 能 运用 定理 III 分 解 检验 题 1c 的 函数 
z=2xz 一 zy+ 妇 这 一 任务 吗 ? 解释 你 的 结论 。 
4 在 下 列 物体 中 , 哪 一 种 构成 3- 空间 中 的 凸 熙 数 ? 
(a) 汽车 轮胎 (5) 保龄球 (c) 完好 的 大 理 石 
5 方程 xz*+y =4 表 示 以 (0,0) 为 圆心 ,2 为 半径 的 圆 : 
(a) 给 出 集合 {(x ，y)vz + y 过 41 的 几何 解释 。 
(5) 它 是 凸 集 吗 ? 
353 6 绘 出 下 列 集合 之 图 形 ,指出 哪个 是 凸 集 : 
(a)!l(xr,y)|y= ec (c){(zx,y)|yE13— x 
(b)I (x,y) ye | (d)i(z,y)|ry21;r >0,y>0| 


7 已 知 w= | 6 | v= | 8 | ,下 列 各 式 哪个 是 u 与 v 的 凸 组 合 ? 


(ao 75 ols3| 

8 已 知 2- 空 间 中 的 两 个 向 量 wx 和 w, 求 出 下 列 集合 并 绘 出 草图 : 

(a) zu 与 v 所 有 线性 组 合 的 集合 

(5) zx 与 v 所 有 非 线性 组 合 的 集合 

(c) zx 与 v 所 有 同 组 合 的 集合 

9 (a) 按 /与 g 电 数 具有 个 自 变 量 的 具体 情况 重 写 (11. 27) 和 
(11.28)。 

(5) 令 n=2, 令 函数 f 的 形状 像 一 个 竖 握 的 锥 形 蛋 卷 冰 激 麦 ,函数 gg 的 
形状 类 似 于 一 个 棱锥 体 。 描 述 集合 S* 与 S>。 


(a)z= -x 


11.6 经 济 应 用 


本 章 开 头 ,我 们 以 多 产品 产 商 为 例 描述 了 具有 多 于 一 个 选择 
变量 的 一 般 最 优化 问题 。 现 在 我 们 就 准备 处 理 这 些 问 题 及 与 其 性 
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质 类 似 的 问题 。 
多 产品 厂商 问题 


例 1 我 们 首先 假设 有 一 个 完全 竞争 条 件 下 的 两 产品 厂商 。 
因 完 全 竞争 条 件 下 两 商品 的 价格 必然 是 外 生 的 ,所 以 它们 可 分 别 
以 Pio 与 Pwo 表示 。 据 此 ,厂商 的 收益 函数 为 
KR= PioQi+ Po QQ 
其 中 Q; 表示 单位 时 间 内 i 产品 的 产 出 水 平 。 假 设 厂 商 成 本 函数 
为 
C=2Qi+QiQz+2Q; 
注意 3C7《eb = 4Qi + Q: (第 一 个 产品 的 边际 成 本 ) 不 仅 是 Qi 的 
函数 ,而 且 是 Q; 的 函数 。 类 似 地 ,第 二 个 产品 的 边际 成 本 也 部 分 
依赖 于 第 一 个 产品 的 产 出 水 平 。 因 此 ,按照 假定 的 成 本 函数 ,这 两 
个 商品 在 生产 上 看 来 存在 技术 的 相关 性 。 
现在 可 将 此 假定 厂商 的 利润 函数 写成 
r=R-C=PioQi+ PQ -2Q1- Qi1Q, -2Q} 


它 是 两 个 选择 变量 Qi 、Q:z 及 两 个 价格 参数 的 函数 。 我 们 的 任务 354 


是 求 出 使 x 最 大 化 的 产 出 水 平 Qi 与 Q, 的 组 合 。 为 此 ,我 们 先 求 
出 利润 函数 的 一 阶 偏 导数 

| (= 省 -) = Pio ~ 4Q1 一 Q: 

(11.29) 

2 (= 3E) = Po ~ Q1 — 4Q; 

令 二 者 等 于 零 ,为 满足 最 大 化 的 必要 条 件 ,我 们 得 到 联 立 方程 
4Q1 + Q; = Pio 
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1 十 4 QQ; 一 Po 
产生 唯一 解 


< 4Pio—P ~ 4Pao0—P 
Qs A Ge 


因此 , 若 Pio=12,Pzo= 18, 我 们 有 Qi=2,Qz=4, 这 意味 着 单位 
时 间 的 最 大 利润 为 元 =48。 
为 确认 此 值 的 确 是 最 大 利润 ,我 们 来 检验 二 阶 条 件 。 对 
(11.29) 偏 导数 得 到 的 二 阶 人 篇 导 数 给 我 们 如 下 海 塞 行列 式 
I -1 
-1 -4 
因 | 互 ,| = 一 4<0,| 瑟 ;| =15>0, 海 塞 矩 阵 ( 或 dz) 为 负 定 ,此 解 
确实 使 利润 最 大 化 。 事 实 上 ,主子 式 的 符号 与 其 在 何 处 计 值 无 关 ， 
所 以 在 本 例 中 ,dz 处 处 为 负 定 。 因 此 ,根据 (11.2S$) ,目标 函数 必 
定 为 严格 止 国 数 , 上 面 所 求 得 的 最 大 利润 实际 上 是 唯一 的 绝对 极 
大 值 。 
例 2 现在 我 们 把 例 | 移植 到 垄断 市 场 环 境 中 。 由 于 这 一 新 
的 市 场 结构 假设 ,收益 函数 必须 修正 以 反映 这 样 的 事实 :两 产品 价 
格 将 随 其 产 出 水 平 (这 里 假设 产 出 水 平 与 销售 水 平一 致 ,不 考虑 存 
货 积 累 。) 的 变化 而 变化 。 当 然 , 价 格 随 产 出 水 平 变化 的 确切 方式 
还 有 待 于 从 对 厂商 两 种 产品 的 需求 了 消 数 中 求 出 。 
假设 对 垄断 厂商 产品 的 需求 了 消 数 如 下 : 
Qi =40—2P1i+P, 
Q, =15+ Pi - P， 
355 这 两 个 方程 揭示 出 ,这 两 种 商品 在 消费 中 存在 着 某 种 联系 。 具 体 


地 说 ,它们 是 替代 品 ,因为 一 种 商品 价格 的 提高 将 提高 对 夯 一 商品 
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的 需求 。 正 如 (11.30) 给 出 的 那样 , 它 表 明 需 求 量 Qy 和 Q, 是 价 
格 的 函数 ,但 就 我 们 现在 的 目的 而 言 ,将 价格 P, 和 P, 表示 成 Qi 
和 Q, 的 函数 , 即 两 个 产品 的 平均 收益 函数 要 更 方便 一 些 。 因 为 
(11.30) 可 以 重 写 成 
-2P,+ P;, =Qi -40 
Pi- P,=Q;,-15 
将 Q1、Q, 视 为 参数 ,我们 可 应 用 克 莱 姆 法 则 解 P! 和 P, 如 下 : 
Pi =5 -Qi- Q， 
P; =70 - Qi- 2Q， 
因为 Pl 二 AR1,P; 二 AR,, 所 以 这 两 个 函数 构成 了 所 求 的 平均 收 
益 函 数 。 : 
因而 ,厂商 的 总 收益 函数 可 以 写成 
RK = PQ:+ P,Q; 
=(55 ~ Qi - Q2)Q1 + (70- Qi -2Q;)Q， [由 (11.30)] 
=55Q1 + 70Q, - 2Q1Q; - Qi -2Q3 
若 我 们 再 假设 总 成 本 函数 为 
C=Qi+QiQz+Qi; 


(11.30') 


则 利润 函数 将 为 
t=R~C=55Q1+70Q, -3QiQ -2Q1 -3Q; (11.31) 
这 是 一 个 有 两 个 选择 变量 的 目标 函数 。 一 旦 求 出 利润 最 大 化 的 产 


出 水 平 Qi 和 Q, ,最 优 价 格 水 平 Pl 和 Ps 便 可 由 (11.30') 轻 松 求 
出 。 
目标 函数 产生 如 下 两 个 -- 阶 和 二 阶 偏 导数 : 
x1 =55-3Q; -4Q!: r= 70-3Q1-6Q, 
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X11=—4 Tri=Toi= 一 -3 ro= 一 一 
为 满足 x 最 大 化 的 一 阶 条 件 ,我 们 必须 有 x ) =x ;= 0, 即 
4Q1 + 3Q, =35 
3Q1 + 6Q, =70 
因此 ,单位 时 间 的 产 出 水 平 为 


(Q1,Q1) =(8,7) 


356 分别 将 此 结果 代入 (11.30’) 和 (11.31), 我 们 求 得 


P=39 3 Ps=46 雪 和 元 =488 二 (单位 时 间 ) 


由 于 海 蹇 条 阵 为 | -4 -| ,我 们 有 
[五 由 = -4<0, [IH,|=15>0 
所 以 x 值 确定 表示 最 大 利润 。 这 里 ,主子 式 的 符号 同样 与 其 在 何 


处 计 值 无 关 。 因 此 , 海 塞 矩 阵 处 处 为 负 定 ,意味 着 目标 函数 为 严格 
四 函数 , 旦 具有 唯一 的 绝对 极 大 值 。 


价格 收视 


即便 在 单一 产品 厂商 中 ,也 会 产生 涉及 两 个 或 多 个 选择 变量 
的 最 优化 问题 。 比 如 ,可 能 会 有 这 种 情况 :一 个 垄断 三 商 在 两 个 或 
多 个 隔离 的 (比如 国内 和 国外 ) 市 场 中 销售 单一 产品 ,因此 必须 确 
定向 每 个 市 场 分 别 供给 的 数量 (Q1、Q; 等 ) 以 使 利润 最 大 化 。 一 
般 而 言 ,这 几 个 不 同 的 市 场 会 有 不 同 的 需求 条 件 , 如 果 在 不 同市 场 
中 需求 弹性 不 同 ,利润 最 大 化 就 会 涉及 价格 歧视 问题 。 下 面 从 数 
学 上 我 们 导出 这 个 大 家 熟悉 的 结论 。 

例 3 为 改变 一 下 步调 ,这 次 我 们 选择 三 个 选择 变量 , 即 假设 
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存在 三 个 隔离 的 市 场 。 我 们 仍 使 用 一 般 孙 数 ,而 不 使 用 数字 函数 。 
因此 ,我 们 仅 假 定 此 厂商 具有 如 下 总 收益 畏 数 和 总 成 本 函数 : 
R= RI(QI) + R,(Q23) + R;(Q;) 
C= C(Q) 其 中 Q=Q+Q+Q 
注意 ,这 里 符号 R; 表示 第 i 个 市 场 的 收益 涌 数 , 它 并 没有 斥 
这 种 导数 意义 。 每 个 这 样 的 收益 函数 自然 意味 着 特殊 的 需求 结 
构 , 它 与 男 外 两 个 市 场 流 行 的 需求 结构 一 般 有 所 不 同 。 男 外 ,在 成 
本 方面 ,假设 仅 有 一 个 成 本 函数 ,因为 一 个 厂商 为 所 有 三 个 市 场 供 
应 产品 。 考 虑 到 Q= Qi+ Q, + Q3, 总 成 本 C 基本 上 也 是 模型 中 
三 个 选择 变量 Q1、Q;、Q; 的 函数 。 当 然 ,我 们 可 以 将 C(Q) 重 写 
成 C(Qi+ Q;+ Q3)。 但 应 注意 ,尽管 后 一 种 形式 包含 三 个 自 变 
量 ,但 此 函数 仍 可 视 为 仅 有 一 个 变数 ,因为 Q; 的 和 实际 上 是 一 个 
整体 。 相 反 , 若 函数 以 C(Q;，Q，，Q3) 这 种 形式 出 现 , 则 出 现 几 
个 变数 就 应 视 作 有 有 几 个 自 变量 。 
现在 利润 函数 为 
x = RI(QD+ Ri(Q) + RA(Q3)— C(Q) 
其 一 阶 偏 导数 x ,三 Bx /OQ;( 对 于 i =1,2,3) 如 下 :0 


Xi1=R1i(Qi) 一 C(O) 


=R' (Qi)- caQ) [ 因 0 = 1] 


ry= Ri(Q2) - CO 


do 
@ 要求 出 3C/3Q,, 可 应 府 用 链 式 法 则 :3 = 40 0. 
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=R’,(Q;) - CQ) [ 因 2& = 1] (11.32) 


OQ, 
x 3= R's(Q3) - C'(Q) 0 
=R’(Q3) - CQ) [ 因 有 = 1] 


令 上 述 方程 等 于 零 ,同时 得 到 

C(Q)= R11(QI)=R',(Q;)= R';(Q;) 
即 

MC= MRI = MR, = MR; 
因此 ,所 选择 的 供给 量 水 平 Qi 、Q;、Q; 应 使 得 每 个 市 场 的 边际 收 
益 等 于 总 产 出 Q 的 边际 成 本 。 

为 理解 此 条 件 关 于 价格 歧视 的 含义 ,我 们 首先 找 出 任意 市 场 

的 MR 是 如 何 具 体 地 与 那个 市 场 的 价格 联系 起 来 的 。 因 为 每 个 
市 场 的 收益 是 R; = P;Q; ,由 此 可 知 , 边 际 收 益 必 然 为 


_dR; bdQi daP; 
MR; =79, 7 Pi a0, + :a0,. 
dP; Q;、_ 1 
= P,(1 + I0. Pp ) = P,(1+ ea) [由 (8.4)] 


其 中 e6; 为 第 i 个 市 场 的 点 弹性 ,通常 为 负 。 因 此 ,MR, 与 P; 之 间 
的 关系 可 分 别 以 如 下 方程 表示 





MR, = Pi (11.33) 


| eq; | 


回忆 一 下 ,|e | 一 般 是 已 的 函数 ,因此 当 Q; 选 定时 ,P, 便 确 定 

了 ,|e; | 也 将 取 定 为 一 具体 的 值 , 它 或 者 大 于 1, 或 者 等 于 1, 或 者 

小 于 1。 但 若 jsz 1<1( 需 求 在 该 点 缺乏 弹性 ), 则 其 倒数 大 于 1， 
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(11.33) 中 括号 中 的 式 子 为 负 , 因 而 意味 着 MR; 的 值 为 负 。 类 似 358 
地 ,车 |e| =1( 单 位 单 弹 ), 则 MR; 将 取 零 值 。 由 于 厂商 的 MC 为 
正 ,一 阶 条 件 MC= MR, 要 求 厂 商 在 MR; 为 正 的 水 平 上 经 营 , 因 
此 厂商 所 选择 的 销售 水 平 Q; 必须 使 该 市 场 中 相对 应 的 点 弹性 大 
十 1。o 

根据 (11.33) ,一 阶 条 件 MR = MR, = MR 现在 可 以 变换 成 
如 下 形式 ，: 


| 1 1 1 
Pi(1 -Te = Pt 1)= Psl1- [| 


由 此 式 可 很 容易 推断 出 :在 某 一 特定 市 场 中 (在 选 定 之 产 出 水 平 )， 
lez| 越 小 ,在 该 市 场 中 所 要 索取 的 价格 必须 越 高 一 一 即 价 格 歧视 
一 一 如 果 要 使 利润 最 大 化 。 

为 确保 最 大 化 ,我 们 检验 二 阶 条 件 。 由 (11.32), 求 得 二 阶 偏 
导数 如 下 





R11(Q1)- C(Q) 


r= Ri1(Q1) -CCQ) 


| 


r= Ra Qs) - C(Q) SG = R2(Q2) - C"(Q) 


xr33= R33(Q3)- C(Q) 9Q - RQ3)— C(Q) 


9Q; 
和 x=A = 3- C(Q) 
LE 
所 以 在 简化 二 阶 导 数 符 号 后 ,我们 有 
Ri-C 一 CC -CC 
IH|I=| -C0 RI-C0C -CC 
-CC -C0 Ra3-C 
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因此 ,如 果 下 述 要 求 成 立 , 则 二 阶 充分 条 件 便 完全 满足 : 
1. |Hi|=RI-C<0; 即 MRi 的 斜率 小 于 整个 产 出 MC 的 
斜率 | 参见 图 9.6c 中 点 工 的 情形 ]。( 因 为 三 个 市 场 中 任 
意 一 个 市 场 都 可 以 视 为 “第 一 个 "市场, 所 以 这 实际 上 也 意 
味 着 RC <0 和 R?-- C” <0。) 
2. |H2|= (RTI-C)(R;-C)-(C)>0; 或 ,， R1R2- (RT 
+ RI)C”>0 
3. |H;| = RTIR2SR3— (RTIR;+ RTR3+ RR3)C <0 
上 述 条 件 的 后 两 部 分 的 经 济 意义 并 不 像 第 一 部 分 那样 容易 解释 。 
注意 , 如 果 我 们 假设 一 般 的 R;(Q;) 函数 均 为 趾 函 数 ,一 般 的 
C(Q@) 通 数 为 凸 函数, 那么, -CC(Q) 是 止 函 数 , 则 利润 函数 一 一 也 
函数 之 和 一 一 也 可 以 视 为 四 函数 ,从 而 避免 了 检验 二 阶 条 件 的 必 
要 性 。 
359 例 4 为 使 上 述 例子 更 具体 ,我 们 现在 给 出 一 个 数字 形式 的 
例子 。 假 定 我 们 的 垄断 厂商 具有 如 下 具体 的 平均 收益 函数 
Pi=63-4Q! 从 而 Ri= PiQi=63Q1 -4Q! 


P,=105- 5Q; R,= PQ, = 105Q, — 5Q3 
P;=75—6Q; R;= P;3Q;=75Q;3 -6Q3 
且 总 成 本 函数 为 
C=20+15Q 
则 边际 函数 为 


R=63-8QI R’,=105-10Q, R’;=75-12Q; C’=15 
当 令 每 个 边际 收益 R', 等 于 总 产 出 的 边际 成 本 C 时 ,可 求 得 均衡 
数量 为 

4068 


Qi =6 Q =9 和 Q3=5 


则 Q=>,Qi = 20 


将 上 述 结果 代入 收益 和 成 本 方程 ,我 们 得 到 Az = 679, 这 是 在 三 个 
市 场 经 营 中 得 到 的 总 利润 。 

因为 这 是 一 个 具体 模型 ,我 们 必须 检验 二 阶 条 件 ( 或 目标 函数 
的 凹 性 )。 因 为 二 阶 导数 为 : 

R5=-8 R’=-10 R’=-12 C=0 

所 以 , 例 3 中 给 定 的 二 阶 充 分 条 件 的 三 部 分 内 容 完 全 得 到 满足 。 

由 平均 收益 函数 很 容易 看 出 :厂商 在 三 个 市 场 中 应 索取 不 同 
的 价格 P;,=39,P;=60,P3;=4$。 正 如 你 已 经 验证 的 那样 ,在 第 
二 个 市 场 中 需求 的 点 弹性 最 低 ,所 索要 的 价格 也 最 高 。 


厂商 的 投入 决策 


除了 产 出 水 平 Q; 外 ,厂商 的 选择 变量 还 可 以 是 投入 水 平 。 
例 5 我 们 假设 存在 如 下 环境 : (1) 一 个 假定 的 厂商 运用 投 
入 a 和 6 生产 单一 产品 Q@。(2) 投入 的 P。 和 PP 不 能 为 该 厂商 所 


控制 ,该 厂商 也 不 能 控制 其 产 出 的 价格 已 ,所 以 我 们 将 其 分 别 表示 360 


成 Po ,Pso,Po。(3) 生产 过 程 要 to 年 (zo 为 正常 数 ) 完 成 ,所 以 在 
将 销售 收益 与 现在 发 生 的 投入 成 本 进行 比较 之 前 , 需 将 其 完全 贴 
现 至 现 值 。 在 连续 基础 上 ,假定 贴现 率 为 ro。 

根据 假设 1, 我 们 可 以 写 出 一 般 生 产 函 数 Q=Q(a,6), 其 边 
际 物 质 产品 为 Q.,Qs。 由 假设 2, 可 将 总 成 本 函数 表示 成 

C= aPot+ bP,o 
将 总 收益 函数 表示 成 
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R= PoQ(a,b) 
为 写 出 利润 函数 ,我 们 必须 将 收益 与 一 个 常数 e "i 相 豫 以 将 收 
益 折 现 , 为 避免 上 标 与 下 标 混淆 ,我 们 将 e "5 写成 e “。 因 此 ， 
利润 函数 为 
x = PoQ(a,b)e -ap ~ bPyo 
其 中 仅 有 a 和 为 选择 变量 。 
为 使 利润 最 大 化 ,必须 先 求 出 一 阶 偏 导数 : 
r (= SE) = PoQe " - Pa 
(11.34) 
xt, (= Sz) = PoQse ” — Po 
令 二 者 均 为 零 ,这 意味 着 
PoQe "= Po 和 PQe- = Po (11.35) 
因为 PoQ,s( 产 品 价格 乘 投 入 a 的 边际 产品 ) 表 示 投 入 a 的 边际 产 
品 价值 (VMP。) ,所 以 第 一 个 方程 仅 表示 VMP。 的 现 值 应 等 于 投 
入 a 的 给 定价 格 。 第 二 个 方程 表示 同样 的 先决 条 件 应 用 于 投入 
bo 
注意 ,要 满足 (11.35), 边 际 物质 产品 Q. 和 Q 必须 均 为 正 ， 
因为 Po,Pso, Po, 以 及 e “ 均 为 正 值 。 按 照 等 产量 曲线 , 它 具 有 
非常 重要 的 解释 ;等 产量 曲线 定义 为 能 获得 同样 产 出 水 平 的 投入 
组 合 的 轨迹 。 当 在 ab 平面 上 绘 出 时 ,等 产量 曲线 一 般 与 图 11.11 
中 出 现 的 曲线 类 似 。 由 于 每 一 等 产量 曲线 代表 一 个 固定 产 出 水 
平 ,在 任意 等 产量 曲线 上 ,我 们 必然 有 
daQ=Qdaa+ Qadb=0 
这 意味 着 等 产量 曲线 的 斜率 可 以 表达 成 
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A de 








db Q。 | __ MPP, 


da  Q, \ MPP, 


因此 ,要 使 Q。 和 Qs 均 为 正 , 必须 把 厂商 的 投入 选择 限定 在 等 产 


(11.36) 


b 





图 11.11 
量 曲 线 斜率 为 负 的 弧 段 内 。 在 图 11.11 中 ,经 营 的 相关 领域 是 由 


两 条 所 谓 的 “ 消 线 ”所 确定 的 阴影 区 域 。 在 阴影 区 域外 ,等 产量 曲 
线 的 斜率 为 正 ,一 种 投入 的 边际 产品 必定 为 负 。 例如 ,由 投入 组 合 
M 移 至 N ,表明 投入 6 保持 不 变 时 增加 投入 a ,使 我 们 达到 较 低 361 
的 等 产量 线 ( 一 个 较 小 的 产 出 ) ,因此 , Q。 必定 为 负 。 类 似 地 , M: 
移 至 N' 表 明 Q, 为 负 。 注 意 , 当 我 们 将 注意 力 集中 于 阴影 区 域 时 ， 
每 一 等 产量 线 可 以 视 为 形式 为 b=$(a) 的 函数 ,因为 对 于 每 一 个 
可 接受 的 a 值 , 等 产量 曲线 确定 了 一 个 唯一 的 5 值 。 

二 阶 条 件 由 x 的 二 阶 偏 导数 决定 ,而 x 的 二 阶 偏 导数 可 以 从 
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(11.34) 求 得 。 记 住 ,作为 导数 ,Q。 和 QQs 本 身 是 变量 a 和 2 的 函 
数 ,我 们 可 以 求 得 rs ,re =ri 和 rw ,整理 , 列 成 海 塞 秆 阵 : 
加 pa PoQwe “ 

PoQuse ” PoQwe 


Naa Aap 


IH|= 








Nap Npb 
(11.37) 
要 使 x 的 稳定 值 为 极 大 值 ,其 充分 条 件 是 
IHi|<0 [ 即 r <0, 当 且 仅 当 Qs。<0 时 ,可 得 
到 rr， <0。| 
IH2|= |HI>0 [ 即 x i zi >r25， 当 且 仅 当 Qaa io > 
Q 和 时 ,可 得 到 x ,rps >x 
由 此 我 们 知道 ,二 阶 条 件 既 可 以 通过 时 数 xy 也 可 以 通过 导数 Q， 
来 检验 ;至 于 在 检验 中 运用 哪个 , 视 方便 程度 而 定 。 
符号 Q,, 表 示 当 投入 6b 固定 而 投入 a 变化 时 ,Q,(=MPP,) 的 
变化 率 ; 类 似 地 , Qs 表示 仅 当 投入 5 变化 时 Q, (=MPP, ) 的 变化 
率 。 所 以 二 阶 充分 条 件 部 分 地 规定 了 两 种 投入 的 MPP 在 选 定投 
362 人 水 平 a 和 65 是 递减 的 。 但 要 注意 到 ,MPP。 和 MPP。， 的 递减 并 
不 能 确保 二 阶 条 件 的 满足 ,因为 二 阶 条 件 还 包括 Qs = Qu 的 大 
小 , 它 度量 当 一 种 投入 的 数量 变化 时 , 另 一 投入 的 MPP 的 变化 
率 。 z 
通过 进一步 考察 可 以 揭示 出 ,正如 一 阶 条 件 在 选 定 的 投入 组 
合 ( 如 图 11.11 阴影 区 域 所 示 ) 中 确定 了 等 产量 曲线 斜率 为 负 一 
样 ,二 阶 充分 条 件 在 选 定 的 投入 产 出 组 合 中 确定 了 同一 等 产量 曲 
线 为 严格 凸 。 等 产量 曲线 的 曲率 与 二 阶 导 数 d“6b5/da” 的 符号 有 
关 。 要 求 得 此 二 阶 导 数 , 必 须 将 (11.36) 对 a 求全 微分 , 记 住 Q。 
和 QQ; 均 为 a 与 5 的 函数 , 且 在 等 产量 曲线 上 ,5 本 身 是 a 的 函数 ， 
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即 

Q, = Q,(a,6b) Q, = Q,(a ,6b) 和 = 中 Ca ) 
因此 可 求全 微分 如 下 : 
db _ a | 2)=- 古 | dQ, co ] 

















de2 da\ Q, Q? da “” da 
(11.38) 
dQ Qudb ooQs ~ db 
da ap da” Ba = Qi ja t+ Quon 
dQ OQ, db OQ。 db 
da “Bd! da 7 wada! Qe (11.39) 








将 (11.36) 代 入 (11.39) 后 ,再 将 后 者 代 人 (11.38), 则 我 们 可 以 将 
二 阶 导 数 重 写 成 
db 1 


$=- 部 [QQ - QhQ, -QuQ + QuQ: |[)] 


= Dil Qa Qs) -2Q0( QQ) + Qu( Qa) | 
(11.40) 
应 注意 到 ,第 二 行 插 号 中 的 表达 式 是 两 个 变量 Q。 和 Q 的 二 次 
型 。 寿 二 阶 充 分 条 件 得 到 满足 ,那么 
Qa 一 Cu 
-CQ Qo 
则 根据 (11.11 ), 上 面 所 说 的 -二 次 型 必然 为 负 定 。 这 又 将 使 4*6/ 
da” 为 正 ,因为 Qs 已 为 一 阶 条 件 限 定 为 正 。 因 此 ,二 阶 充 分 条 件 
的 满足 意味 着 相关 的 (斜率 为 负 的 ) 等 产量 曲线 在 选 定 的 投入 组 合 
中 为 严格 凸 ,这 与 我 们 前 面 的 结论 一 致 。 


Qs。 研 0 和 >0 
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363 严格 吓 性 的 概念 应 用 于 等 产量 曲线 5= (a ) 时 ,应 与 将 此 概 
念 应 用 于 生产 消 数 Q(a ,6b) 作 严格 的 区 分 。65 = (a ) 是 在 二 维 ab 
平面 中 绘 出 的 ,而 Q(a ,5) 则 是 在 三 维 abQ 空间 中 绘 出 的 。 特 别 
要 注意 ,如果 我 们 把 严格 钙 性 或 严格 凸 性 的 概念 应 用 于 这 里 的 生 
产 函 数 ,以 便 产 生 所 需要 的 等 产量 曲线 形状 ,适当 的 规定 是 Q(a， 
) 在 三 维 空间 中 为 严格 媚 ( 呈 山 丘 形 ), 这 与 规定 相关 的 等 产量 曲 
线 在 二 维 空间 中 为 严格 凸 ( 呈 U 形 或 U 形 的 一 部 分 ) 形 成 了 鲜明 
的 对 照 。 

例 6 ( 接 例 5) 其 次 ,假设 利息 按 季 度 计算 复 利 , 已 知 每 季度 
利率 为 to。 还 假设 生产 过 程 恰 好 需 一 季度 完成 。 利 润 函数 则 变 
成 

r =PoQ(a,b)(l+i0) !— aP,o ~- bP,o 
现在 求 得 一 阶 条 件 为 
PoQs(l +io)  - Po =0 
PoQ,(l1+io) :~— P,o =0 
除了 贴现 方式 不 同 外 ,其 分 析 解 释 与 例 5 完全 相同 。 

读者 可 能 已 经 看 到 ,上 一 例 中 推导 的 充分 条 件 也 需要 在 这 里 

应 用 。 


练习 11.6 


1 若 例 1 中 的 竞争 厂商 拥有 成 本 函数 C = 2Q? +2Q3, 则 
(a) 两 产品 的 生产 仍 存在 技术 相关 性 吗 ? 
(5) Qi 和 Q@, 的 新 的 最 优 水 平 是 多 少 ? 
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(c) xi 的 值 是 多 少 ?” 如 何 解释 其 经 济 含义 ? 
2 一 个 两 产品 广 商 的 需求 函数 和 成 本 盟 数 如 下 : 
Qi=40-2Pi-P, Q;=35- PI-P, C= Qi+2Q3+10 

(a) 求 满足 利润 最 大 化 一 阶 条 件 的 产 出 水 平 。( 结 果 用 分 数 表示 。) 

(5) 检验 二 阶 充 分 条 件 。 你 能 断定 此 题 只 有 一 个 绝对 极 大 值 吗 ? 

(c) 最 大 利润 为 多 少 ? 

3 在 例 4 均衡 价格 和 均衡 利润 的 基础 上 ,计算 需求 的 点 弹性 |ey|(i= 
1,2,3)。 哪 个 市 场 的 需求 弹性 最 高 ?哪个 市 场 的 需求 弹性 最 低 ? 

4 车 例 4 的 成 本 函数 变 为 C=20+15Q+ Q“: 364 

(a) 求 此 新 的 边际 成 本 函数 。 

(5b) 求 新 的 均衡 数量 。( 用 分 数 表 示 结 果 。) 

(c) 求 新 的 均衡 价格 。 

(d) 验证 二 阶 充 分 条 件 是 满足 的 。 

5 在 例 6 中 , 若 下 列 条 件 成 立 ,你 如 何 重新 写 出 利润 函数 ? 

(a) 利息 以 年 利率 io 按 半年 计算 复 利 , 且 生 产 过 程 为 1 年 。 

(6) 利息 以 年 利率 io 按 季 度 计 算 复 利 ,生产 过 程 为 9 个 月 。 

6 给 定 Q@= Q(a,b), 你 如 何 用 代数 形式 表示 等 产量 曲线 。 


11.7 最 优化 的 比较 静态 方面 


最 优化 作为 一 种 特殊 类 型 的 比较 静态 分 析 ,自然 也 可 以 用 于 
研究 比较 静态 方面 的 问题 。 其 思想 仍然 是 求 出 任意 参数 的 变化 将 
如 何 影 响 模型 的 均衡 状态 ;在 这 里 模型 的 均衡 状态 是 指 选择 变量 
的 最 优 值 ( 以 及 目标 函数 的 最 优 值 )。 除 了 在 第 三 篇 中 讨论 的 内 容 
之 外 ,这 里 并 不 涉及 新 的 技术 ,我 们 在 上 节 介 绍 的 例子 的 基础 上 ， 


直接 展开 陈述 。 
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简化 型 解 


11.6 节 中 的 例 1 包含 两 个 参数 (或 外 生变 量 )Pio 和 P2zo, 因 
此 , 毫 不 奇怪 ,这 个 两 产品 厂商 的 最 优 产 出 水 平 可 严格 地 按照 这 两 
个 参数 表示 : 


Q _4P10 — Pzo 4P,0— Plo 
! 13 lS 


这 两 个 是 简化 型 解 , 简 单 的 偏 微 分 便 足 以 告诉 我 们 模型 的 比较 静 
态 性 质 , 即 


和 Q, = 


3Q1 4 3Q: 1 aa 1 3Q, 4 











oPlo 15 3p 15 ap 15 3P 15 
要 获得 最 大 利润 , 当 某 产品 价格 上 升 或 男 一 种 产品 价格 下 降 时 , 厂 
商 应 扩大 该 产品 的 产量 。 

当然 ,这 些 结论 仪 在 所 研究 模型 的 特定 假设 下 才 成 立 。 我 们 
特别 应 当 指 出 , Pi 变化 对 Q, 的 影响 .Py 变化 对 Qi 的 影响 是 假 
设 两 产品 在 生产 方面 存在 技术 相关 性 之 结果 。 在 不 存在 这 种 技术 
相关 性 时 ,我 们 有 





aQ:_3Q: _ 
ofF20 oPio 
现在 考察 例 2 ,我们 注意 到 最 优 产 出 水 平 是 以 数字 表述 的 ， 
Qi =8,Q;=7 邱 一 一 没有 参数 出 现 。 事 实 上 ,模型 方程 所 有 的 党 
数 均 是 数字 而 非 参 数 的 ,所 以 当 我 们 进入 求解 阶段 时 ,经 过 算术 运 
算 过 程 ,这 些 常 数 均 已 失去 了 其 各 自 的 特性 。 这 表明 由 于 使 用 数 
字 常 数 缺乏 一 般 性 ,所 以 均衡 解 的 结果 也 缺乏 比较 静态 含义 。 


另 一 方面 ,不 使 用 数字 常数 就 不 能 保证 一 个 问题 能 自然 符合 
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比较 静态 分 析 的 要 求 。 比 如 ,价格 歧视 问题 ( 例 3) 基 本 上 是 为 研 
究 均 衡 ( 利 润 最 大 化 ) 条 件 而 设立 的 ,没有 引进 任何 参数 。 相 应 地 
尽管 按照 一 般 函 数 形式 表述 , 若 比 较 静 态 研 究 需要 ,重新 按照 公式 
表述 也 是 必要 的 。 


一 般 函 数 模 型 


例 5 中 的 投入 决策 问题 表明 一 般 荡 数 公 式 确实 包含 了 几 个 参 
数 事实 上 不 少 于 五 个 (Po, Po,Pio,r 和 z), 这 里 我 们 同 以 前 
一 样 ,省 略 了 外 生变 量 ro。 和 zio 的 下 标 。 我 们 如 何 推导 此 模型 的 
比较 静态 性 质 呢 ? 

答案 仍 在 于 应 用 隐 和 函数 定理 。 但 是 ,这 次 与 市 场 或 国民 收入 
决定 的 非 目 标 均衡 不 同 ,在 现在 的 目标 均衡 中 ,我 们 利用 最 优化 的 
一 阶 条 件 ,而 在 非 上 且 标 均衡 中 ,我 们 利用 模型 的 均衡 条 件 。 对 于 例 
5 而 言 , 这 些 条 件 表述 在 (11.35) 中 。 将 (11.35) 中 各 项 移 至 等 号 
左边 ,并 使 QQ, 和 QQ 更 明显 地 表示 成 内 生 ( 选 择 ) 变 量 a 和 24 的 函 
数 ,我 们 可 以 将 在 (8.20) 中 的 一 阶 条 件 重 写成 如 下 形式 : 

Fi(a,b;Po,Pao,Poosr,t) =PoQ(a,p)e "- Po=0 





F(a,b;Po,Pso, Poo,r,t) =PoQs(a,b)e "— Po=0 
(11.41) 
假设 函数 FF 和 F 拥有 连续 导数 。 如 果 此 方程 组 对 内 生变 量 a、 
5 的 雅 可 比 行列 式 在 初始 均衡 时 不 为 零 , 则 可 以 应 用 隐 函 数 定理 。 


这 里 所 说 的 雅 可 比 行列 式 只 不 过 是 例 5 中 x 函数 的 海 塞 行列 式 : 


366 


lar! ar! 
da op PoQae PoQRQase 
| | 三 二 一 | 五 | 
BaF- oF” PoQee ™ PoRae ™ 
| Qa op 
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[由 (11.37)] (11.42) 
因此 ,车 我 们 假设 利润 最 大 化 的 二 阶 充分 条 件 得 到 满足 , 则 在 初始 
均衡 或 极 值 处 ,1H| 必 定 为 正 , 1 也 可 正 。 在 这 种 情况 下 ,根据 隐 
国 数 定理 ,我们 可 以 写 出 以 下 两 个 隐 藤 数 

a =a (Po,P,o,Pposr,t) 


b=6b (Po,P.o,Psosr,t) (11.43) 


以 及 以 下 两 个 恒等式 
PoQ,(a,b)e "~ Po 0 
| (11.44) 
PoQ,(a,b)e ” - Po 0 
为 研究 此 模型 的 比较 静态 性 质 , 首 先 取 (11.44) 中 每 个 恒等式 
的 全 微分 。 暂 时 我 们 允许 外 生变 量变 化 ,所 以 全 微分 的 结果 将 包 
含 硬 ,四 ,以 及 dP,dP,dPo,dr 和 dt。 如 果 我 们 将 等 号 左边 
仅 置 放 那 些 包 含 da 和 db 的 项 , 则 结果 将 为 
PoQye "da + PoQye "db 
= -Qe "dPo + dp + PoQte "dr + 
PoQure "dt 
PoQe "da + PoQwe “db 
= —Qe dpP + dp + PoQyte "dr + 
PoQsre "dt (11.45) 
应 注意 ,Q 的 一 阶 和 二 阶 导 数 均 在 均衡 处 , 亦 即 在 z 和 4。 处 计 值 。 
读者 还 要 注意 & 和 中 左边 的 系数 正好 是 (11.42) 中 雅 可 比 行列 
式 的 元 素 。 


为 导出 具体 的 比较 静态 导数 (共有 10 个 ,为 什么 ?) ,我 们 现在 
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每 次 仅 允 许 一 个 外 生变 量 发 生变 化 。 假 设 我 们 仅 允 许 Po 变化 ， 
则 qPo 关 0 ,但 CP.o= dpio=dr=di=0, 所 以 在 (11.45$) 中 每 个 方 
程 的 右边 剩 下 一 项 。 以 dPo 通 除 ,并 将 比率 da/dP 解释 为 比较 
静态 导数 (Ba /apPu) ,并 将 比率 dovdPu 也 作 类 似 解 释 , 则 我 们 可 
以 解 出 矩阵 方程 


pi | on) | | ee 


PoQue ” PoQwe | "(3b/oPo)) 一 Qe ™ 
由 克 菜 姆 法 则 , 求 得 解 为 367 
( 盖 )= (QQ - QQs) Poe 入 
oPof | 了 | 
(11.46) 


( 台 | 加 ( QQ, - QQ ) Poe “" 
oPol IJi 


如 果 你 愿意 ,还 可 以 用 其 它 方法 得 到 这 些 结果 :你 可 以 将 (11.44) 
中 的 两 个 恒等式 对 Po 求全 微分 (使 其 它 四 个 外 生变 量 保 持 不 
变 ), 但 要 记 住 Po 可 通过 (11.43) 影 响 a 和 6。 

现在 我 们 来 分 析 (11.46) 中 比较 静态 导数 的 符号 。 在 二 阶 充 
分 条 件 满足 的 假设 下 ,分母 中 的 雅 可 比 行列 式 必 定 为 正 。 正 如 一 
阶 条 件 意味 着 Q。 和 Q, 为 正 一 样 ,二 阶 条 件 也 意味 着 Qs 和 Qw 
为 负 。 而 且 , 表 达 式 Poe “" 必 然 为 正 , 因 此 ,车 Qs, >0( 若 增加 一 
种 投入 将 提高 男 一 投入 的 MPP), 我 们 可 以 得 出 结论 : (8a /3Po) 
和 (B36 /9Po) 均 为 正 , 这 意味 着 产品 价格 的 提高 将 导致 均衡 时 两 种 
投 人 使 用 量 的 增加 。 另 一 方面 , 若 Qs。<0,(11.46) 中 每 个 导数 的 
符号 将 取决 于 右边 括号 中 表达 式 的 正 项 与 负 项 的 相对 大 小 。 

其 次 , 仅 令 外 生变 量 > 变化 。 则 (11.45) 中 右边 各 项 除了 含 
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dr 的 项 以 外 , 均 为 零 。 以 dr 关 0 通 除 ,我 们 现在 可 得 到 如 下 和 矩阵 
方程 : 
pi mae | | | 


PoQsse” PoQge (86 /Br) PoQste ™ 
其 解 为 
Es 加 i( QQ — QQ ) (Poe ") 
¥)= | 了 
了 _ —rt V2 
E35 t( QQ Qe roe ) (11.47) 


若 Qu 为 正 , 这 两 个 比较 静态 导数 为 负 , 但 若 Qu 为 负 , 则 其 符号 
不 确定 。 

同类 似 的 步骤 ,我 们 可 以 求 出 余下 参数 变化 的 影响 。 实 际 上 ， 
考虑 到 (11.44) 中 ”> 和 zi 的 对 称 性 , 立即 就 可 以 明了 (3a /3t) 和 


(836 /3i) 必 然 会 有 与 (11.47) 相 类 似 的 形式 。 

Po 和 Po 变化 的 影响 留 给 读者 自己 分 析 。 正 如 你 将 发 现 的 那 
样 ,二 阶 充 分 条 件 的 符号 限制 在 计算 比较 静态 导数 时 仍然 是 有 用 
368 的 ,因为 它 可 以 告诉 我 们 Q。 、.Qw 的 符号 ,以 及 在 初始 均衡 (最 优 值 ) 
处 雅 可 比 行列 式 |J| 的 符号 。 因 此 ,除了 区 分 极 大 值 和 极 小 值 外 ,二 
阶 条 件 在 均衡 状态 移动 的 研究 中 ,也 发 挥 非常 重要 的 作用 。 


练习 11.7 


对 于 如 下 三 个 问题 ,假设 Q@,, >0。 
1 在 (11.41) 至 (11.44) 所 描述 模型 的 基础 上 , 求 比较 静态 导数 (3a/ 
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3P ，) 和 (35/3P,,)。 解 释 此 结果 的 经 济 意义 。 并 分 析 Pso 变 化 对 a 和 5 的 
影响 。 

2 对 于 11.6 节 中 例 6 的 问题 : 

(a) 其 中 有 多 少 个 参数 ?请 列 出 每 个 参数 。 

(5) 按照 (11.41) 至 (11.46) 所 描述 的 步骤 ,并 假设 满足 二 阶 充分 条 件 ， 
求 比较 静态 导数 (3a /3Po) 和 (8256/3Po)。 判 断 其 符号 并 解释 其 经 济 意义 。 

(c) 求 (Ba/9io) 和 (B86/3io), 判 断 其 符号 ,解释 其 经 济 含 义 。 

3 证 明 结 果 (11.46) 还 可 以 通过 将 (11.44) 中 的 恒等式 对 Po 求全 微分 ， 
同时 保持 其 它 外 生变 量 不 变 的 方法 得 到 。 记 住 Po 由 于 (11.43) 能 够 对 a 和 
b 产生 影响 。 

4 一 个 雅 可 比 行列 式 , 正 如 (7.27) 所 定义 那样 ,由 一 阶 导数 构成 。 而 某 
海 塞 行列 式 , 如 11.3 节 和 11.4 节 所 定义 那样 ,其 元 素 则 是 二 阶 假 导 数 , 那 
么 ,如何 才 能 像 (11.42) 那 样 , 证 明 i =|Hi? 
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第 12 章 具有 约束 
方程 的 最 优化 


上 一 章 提供 了 求 具有 两 个 或 多 个 选择 变量 目标 函数 相对 极 值 
的 一 般 方法 。 这 些 讨论 的 一 个 重要 特征 是 所 有 的 选择 变量 彼此 独 
立 无 关 , 在 这 个 意义 上 ,关于 一 个 选择 变量 的 决策 不 会 对 其 它 变量 
产生 任何 影响 。 例 如 ,一 个 两 产品 厂商 可 以 选择 他 所 期 望 的 任意 
Qi 值 和 Q, 值 ,这 两 种 选择 不 会 彼此 限制 。 

但 是 ,如 果 上 面 所 提 到 的 三 商 需 要 遵守 形式 为 Qi + Q, = 
950 的 约束 (比如 生产 配额 ) ,那么 ,选择 变量 间 的 独立 性 便 不 存在 
了 。 在 这 种 情况 下 ,厂商 利润 最 大 化 的 产 出 水 平 Q; 和 Q; 不 仅 
同时 确定 ,而且 还 彼此 依赖 ,因为 要 维持 在 950 的 配额 内 ,Qi 提 
高 ,Q, 便 要 相应 降低 。 这 种 新 的 需要 满足 生产 配额 的 最 优化 称 
作 约 束 最 优化 , 它 一 般 有 别 于 上 -- 章 所 讨论 的 自由 最 优化 。 

一 个 约束 ,比如 上 面 提 到 的 生产 配额 ,确立 了 两 个 变量 在 充当 
选择 变量 时 的 关系 ,但 这 种 关系 与 其 它 类 型 的 将 两 个 变量 联系 在 
一 起 的 关系 是 不 同 的 。 比 如 ,在 11.6 节 例 2 中 ,厂商 的 两 种 产品 


370 在 生产 (反映 在 成 本 蜗 数 中 ) 和 消费 (替代 关系 ) 方 面 存 在 着 相互 联 


系 , 但 这 并 不 是 约束 最 优化 问题 ,因为 两 个 产 出 变量 作为 选择 变量 
依然 是 独立 无 关 的 。 
在 本 章 ,我 们 将 仅 考察 等 式 约束 ,比如 Qi+ Q2= 950 等 。 我 
们 主要 关注 的 是 相对 约束 极 值 , 尽 管 在 12.4 节 也 讨论 绝对 极 值 。 
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12.1 约束 的 影响 


施加 约束 的 基本 目的 是 对 在 所 讨论 的 最 优化 问题 中 存在 的 某 
些 限制 因素 给 出 合理 的 认识 。 

我 们 已 经 看 到 对 产 出 选择 的 限制 会 导致 生产 配额 。 为 进一步 
对 此 进行 解释 ,我 们 考察 一 个 具有 简单 效用 函数 的 消费 者 

U = zix2 + 2z1 (12.1) 
因为 边际 效用 一 一 偏 导 数 U|=3U/93zri 和 U,= 3U /8x, 一 一 对 
所 有 的 正 的 zx; 和 z; 均 为 正 , 要 使 U 最 大 化 而 不 施加 任何 约束 ， 
该 消费 者 需 购买 无 穷 多 数量 的 两 种 商品 ,此 解 显 然 没 有 任何 实际 
意义 。 为 使 得 此 最 优化 问题 有 意义 ,我 们 必须 考虑 消费 者 的 购买 
力 问题 , 即 把 预算 约束 纳入 问题 之 中 。 如 果 消 费 者 在 两 种 商品 上 
准备 支付 的 总 额 为 60 美元 ,两 种 商品 价格 为 Pio=4 和 P20 = 2， 
则 预算 约束 可 以 用 线性 方程 表示 : 
4zl1+2r = 60 (12.2) 

这 个 约束 , 辣 前 面 提 到 的 生产 配额 一 样 ,使 得 z， 和 zs, 的 选择 相 
互 依赖 。 

现在 的 问题 是 在 (12.2) 约 束 下 ,使 (12.1) 最 大 化 。 从 数学 上 
看 ,约束 (也 称 跟 制 . 边 条 件 或 附加 条 件 ) 的 作用 在 于 缩小 定义 域 ， 
从 而 缩小 目标 函数 的 值 域 。(12.1) 的 定义 域 正 常情 况 下 为 集合 
i(x1，ZX2)|x1 之 0, zx2 之 01}。 从 图 形 上 看 ,此 定义 域 是 由 图 12.1a 
中 ziz2z 平面 中 的 非 负 象限 表示 的 。 但 加 上 预算 约束 (12.2) 以 后 ， 
我 们 只 能 接受 那些 满足 后 一 方程 的 变量 值 ,所 以 定义 域 立即 缩减 
为 位 于 预算 线 上 点 的 集合 。 这 自然 也 会 影响 到 目标 函数 的 值 域 ， 
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只 有 位 于 预算 约束 线 正 上 方 的 效用 曲面 的 子 集 , 才 是 相关 的 值 域 。 
刚才 提 到 的 子 集 ( 曲 面 的 截 痕 ) 看 起 来 像 图 12.16 中 的 曲线 ,其 中 
U 标 在 纵 轴 上 ,而 图 a 中 的 预算 线 则 绘 在 横 轴 上 。 那 么 ,我 们 感 
兴趣 的 是 确定 图 6b 中 曲线 的 极 大 值 。 


预算 线 





(6) 


图 12.1 
一 般 而 言 ,对 于 函数 z 一 f(x，y), 约 束 极 值 与 自由 极 值 的 差 
别 可 以 通过 图 12.2 中 的 三 维 图 形 来 描述 。 在 此 特定 图 形 中 ,自由 
极 值 是 整个 山 据 的 峰值 ,而 约束 极 值 是 位 于 约束 约 正 上 方 的 倒 U 
形 曲 线 的 峰值 。 一 般 情况 下 ,可 以 预期 约束 极 值 要 小 于 自由 极 值 ， 
尽管 偶然 情况 下 它们 也 可 能 恰巧 相等 。 但 约束 极 值 永远 不 能 大 于 
自由 极 值 。 
值得 注意 的 是 ,如 果 我 们 增加 另 一 个 约束 ,此 约 东 与 第 一 个 约 
束 在 zy 平面 上 相交 于 一 个 点 , 则 这 两 个 约 东 的 结合 使 定义 域 限 
定 在 这 个 点 上 。 因 而 确定 极 值 变 得 极其 简单 。 在 一 个 有 意义 的 问 
372 题 中 ,约束 的 数量 和 性 质 应 当 是 限制 选择 的 可 能 性 ,而 不 是 排除 选 
择 的 可 能 性 。 一 般 而 言 ,约束 的 数量 应 少 于 选择 变量 的 数量 。 
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图 12.2 


12.2 求 稳定 值 


即使 不 运用 新 的 求解 方法 , 像 在 (12.1) 和 (12.2) 中 所 定义 的 
简单 约束 极 值 也 可 以 轻松 求 出 。 因 为 约束 (12.2) 意 味 着 


60 -4 
za = 一 “1-30-27 (12.2’) 





我 们 可 以 通过 把 (12.2’) 代 入 (12.1) 而 将 约束 与 且 标 函数 结合 起 
来 。 结 果 得 到 一 个 具有 一 元 变量 的 目标 函数 : 
485 
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U = zl1(30 -2zi) +2zl= 32zri — 2x? 


它 可 以 用 早已 知道 的 方法 求解 。 令 dU《Ldrl =32-4zl 等 于 零 ， 
我 们 可 以 得 到 解 z; =8, 利 用 (12.2') 马 上 可 以 得 到 x,=30-2 
(8)=14。 由 (12.1), 我 们 可 以 得 到 稳定 值 U = 128, 又 因 二 阶 导 
数 diUvdri= -4<0, 所 以 稳定 值 亦 即 (约束 ) 极 大 值 。. 

但 是 , 当 约 束 函 数 本 身 是 一 个 复杂 的 函数 ,或 者 存在 几 个 需要 
考察 的 函数 时 ,以 代 人 法 和 消 元 法 求解 变 得 非常 麻烦 。 更 重要 的 
是 , 当 约 束 以 这 种 形式 出 现 : 即 我 们 不 能 解约 束 方程 ,从 而 将 一 个 
变量 (x,) 表 示 成 男 一 个 变量 (x ) 的 显 函 数 , 那 么 ,即使 知道 x, 是 
Xi 的 隐 函 数 , 亦 即 即使 隐 函 数 定 理 的 条 件 得 到 满足 ,实际 上 也 难 
以 应 用 消 元 法 。 在 这 种 情况 下 ,我们 可 以 借助 于 拉 格 朗 日 乘 数 法 。 
正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 , 拉 格 朗 日 乘 数 法 具有 别具一格 的 分 析 
优势 。 


拉 格 朗 日 乘 数 法 


拉 格 朗 日 乘 数 法 的 实质 是 将 约束 极 值 问题 转化 成 这 样 一 种 形 
式 , 从 而 使 得 自由 极 值 问题 的 一 阶 条 件 仍 可 以 应 用 。 
给 定 U = zlizz+2zl, 约 东 条 件 4x1 + 2x; = 60[ 由 (12.1) 和 
373(12.2)], 求 U 的 极 大 值 。 我 们 先 写 出 所 谓 的 拉 格 朗 日 函数 , 它 是 
容纳 了 约束 条 件 的 目标 函数 的 一 种 变形 : 


Z= rix;+27x1+4(60 4x1 — 2x,) (12.3) 


中 读者 回忆 一 下 ,练习 9.4 一 2 中 的 花坛 问题 ,使 用 过 同样 的 代 人 法 , 即 用 约束 条 
件 ( 供 使 用 的 金属 网 数量 ) 从 两 个 变量 (花坛 的 长 庆 ) 消 去 一 个 变量 , 求 出 最 大 面积 。 
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符号 和 (希腊 字母 Lambda) 表 示 一 个 尚未 确定 的 数 , 称 作 拉 格 朗 
日 (待定 ) 乘 数 ,如 果 我 们 能 设法 确定 4z! +2x2= 60, 约 束 条 件 得 
到 满足 ,那么 ,无论 4 取 何 值 ,(12.3) 最 后 一 项 都 将 为 零 。 在 此 情 
况 下 ,ZZ 将 等 于 U。 这 样 , 避 开 了 约束 条 件 , 对 于 两 个 变量 zx! 和 
x2 ,我 们 就 可 以 求 2 的 自由 极 值 来 代替 约束 极 值 。 问 题 是 :我 们 
如 何 才 能 使 (12.3) 中 括号 内 的 表达 式 为 零 呢 ? 
达到 此 目的 的 办 法 之 一 就 是 将 和 视 为 (12.3) 中 的 一 个 额外 的 
变量 , 即 视 Z 为 Z=ZQ ,zi,zz)。 这 样 ,自由 极 值 的 一 阶 条 件 将 
由 下 列 联 立方 程 组 : 
Z (= 02/304 )=60-4zrl-2z=0 
Zi(= OZ/9x1) = xz2+2-44=0 (12.4) 
Zs( 二 OZ/97x2) = x1-214=0 
而 且 第 一 个 方程 将 自动 保证 满足 约束 条 件 。 因 此 ,通过 将 约束 纳 
入 拉 格 朗 日 函数 ,将 拉 格 朗 日 乘 数 作为 额外 变量 ,就 可 以 将 Z 视 
为 三 个 选择 变量 的 自由 函数 ,通过 筛选 Z 的 稳定 值 ,我 们 便 可 得 
到 约束 极 值 U( 两 个 选择 变量 )。 
解 (12.4), 求 出 变量 的 临界 值 , 我 们 得 到 z= 8, 工 ;= 14( 和 
A 二 4)。 正 如 所 预料 的 那样 ,xz! 和 工 ， 的 值 可 与 用 代 人 法 得 到 的 管 
案 进行 核对 。 而 且 , 显 然 由 (12.3) 可 知 ,Z = 128。 这 与 前 面 求 得 


的 UJ 值 是 一 致 的 。 它 也 理应 如 此 。 
一 般 而 言 ,给 定 目 标 函 数 
z= f(x,y) (12.5) 
满足 约束 条 件 
g(X,y)=c (12.6) 
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其 中 c 是 一 个 常数 ,中 我 们 可 以 将 拉 格 朗 日 函数 写成 
Z= f(r,y)+Ai[c-g(z,y)) (12.7) 
374 对 于 Z( 可 把 Z 视 为 三 个 变量 ,z 和 y 的 消 数 ) 的 稳定 值 ,必要 条 
件 是 
Z =c—- g(x,y)=0 
Z =f,.-Ag:=0 (12.8) 
Z, =f, -ig,=0 
因为 (12.8) 中 的 第 一 个 方程 仅 是 (12.6) 的 重新 表述 , 拉 格 朗 日 函 
数 Z 的 稳定 值 自然 满足 原 函 数 > 的 约束 。 而 且 因 为 表达 式 \ [c 一 
g(x,y)] 现 在 必然 为 零 ,所 以 (12.7) 中 2 的 稳定 值 必 然 与 满足 约 
束 (12.6) 的 (12.5) 的 稳定 值 一 致 。 


我 们 用 以 下 两 个 例子 描述 这 种 方法 。 
例 1 求 函数 
z= XYy 满足 约束 zx+y=6 


的 极 值 。 第 一 步 是 写 出 拉 格 朗 日 函数: 
Z= ryt+Ai(6—-x—y) 
为 求 Z 的 一 个 稳定 值 ,必须 


Zi = y-A4=0 a + y=0 


Z, = x-A=0 


y 一 A 十 文 = 0 


中 还 可 以 将 常数 c 归并 到 约 东 畏 数 中 ,使 得 (12.6) 表 现 为 G(x,y)=0, 其 中 GG 
(xz,y)=g(x,y) -co。 在 这 种 情况 下 ,(12.7) 被 变换 成 Z= 了 (x,y)+4 [0 G(r,y)] 
三 AX,y) -4G(x,y)。 选 择 (12.6) 这 种 形式 是 因为 它 便 于 研究 后 面 约 东 常数 变化 的 
比较 静态 效果 i; 请 参见 (12.6)]。 
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因此 ,根据 克 莱 姆 法 则 或 者 其 它 方法 ,我 们 可 求 得 : 
1 = 3， 元 = 3， y= 3 
此 稳定 值 为 = z=9, 在 我 们 确定 它 为 极 大 值 还 是 极 小 值 之 前 ， 
还 需要 对 其 进行 二 阶 条 件 检验 。 这 个 检验 我 们 到 后 面 再 做 。 
例 2 求 函数 


二 二 满足 zi+4zy=2 
拉 格 朗 日 郴 数 为 
Z = xi+ x?+A (2- zx — 4xr,) 
稳定 值 的 必要 条 件 为 
DZ =2-zi-4z =0 zi+4z =2 
ZI =2z1-4=10 或 < 一 A 十 271 = 0 
DZ = 27x7>—-44=0 一 44 +2z2=0 
因此 由 解 
4 2 8 
17 ! 17? “和 17 


所 定义 的 Z 的 稳定 值 是 Z= < = 厨 。 同 样 ,车 我 们 要 确定 之 是 极 
大 值 还 是 极 小 值 , 还 应 进行 二 阶 条 件 检 验 。 375 


全 微分 法 


在 讨论 z= f(z,y) 的 自由 极 值 时 ,我 们 知道 一 阶 必要 条 件 可 
按 全 微分 dz 表示 如 下 
dz = fidr + fydy (12.9) 
这 种 表述 在 加 入 约束 g(x ,y)=c 后 仍然 成 立 。 但 是 在 出 现 这 个 
约束 后 ,我 们 不 能 再 像 以 前 那样 将 dx 和 dy 视 作 “任意 ”变化 的 
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量 ,因为 若 g(zry,y)=c，, 则 dg 必定 等 于 dc ,因为 cc 是 常数 ,dc 为 
零 。 因 此 
(dg =)gidr + gdy = 0 (12.10) 
而 且 这 个 联系 使 dr 和 dy 彼此 相关 。 这 样 , 一 阶 必要 条 件 变 成 
dz=0L[i2.9)] ,满足 约束 g =c, 因 此 也 满足 dg =0[(12.10)]。 
考察 (12.9) 和 (12.10), 应 该 明确 ,为 满足 这 一 必要 条 件 , 我 们 必 
须 有 
fz _ fy 
Br By 
解 (12.10) 求 dy ,并 将 此 结果 代入 (12.9) ,可 以 验证 这 一 结果 。 条 
件 (12.11) 与 约 东 g(x,y)=c 一 起 构成 了 两 个 方程 ,由 此 可 以 求 
出 xz 和 yy 的 临界 值 。2 
全 微分 法 能 够 与 拉 格 朗 日 乘 数 法 得 出 同样 的 一 阶 条件 吗 7 我 
们 将 (12.8) 与 刚 得 到 的 结果 相 比 较 。(12.8) 中 的 第 一 个 方程 仅 是 
重复 约束 条 件 ; 新 的 结果 也 需 满足 这 一 约 东 。(12.8) 中 后 两 个 方 
程 可 分 别 重 写 成 


(12.11) 


天 -1 和 万 -1 (12.11’) 
Br By 


且 它 们 与 (12.11) 传 达 完 全 相同 的 信息 。 但 要 注意 全 微分 法 只 能 
得 到 z 值 和 y 值 ,而 拉 格 朗 日 乘 数 法 不 仅 可 以 得 到 工 和 少 值 ,还 
可 以 得 到 一 个 直接 的 副产品 4 值 。 实 际 上 4 还 是 Z (和 z ) 对 约束 


四 注意 ,约束 gg=c 仍 可 以 (12.11)-- 起 考察 ,尽管 我 们 在 推导 (12.11) 时 ,我 们 
利用 了 方程 de=0, 即 (12.10)。 虽 然 g =c 必然 意味 着 dg =0, 但 反之 不 成 立 : 即 dg = 
0 仪 意味 着 g = 某 个 常数 (不 一 定 为 c)。 除 非 明 确 地 考察 约束 条 件 , 否 则 此 题 就 不 考虑 
这 些 信息 。 
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rrp ep pe er 


变化 敏感 性 的 度量 ,对 此 我 们 马上 就 将 证 明 。 因 此 , 拉 格 朗 日 乘 数 
法 由 于 其 解 中 内 在 地 包含 比较 静态 分 析 的 内 容 , 所 以 具有 特别 的 376 
优势 。 


拉 格 朗 日 乘 数 的 解释 


为 证 明 * 确 实 度量 Z 对 约束 条 件 变 化 的 敏感 性 ,我 们 对 一 阶 
条 件 (12.8) 进 行 比较 静态 分 析 。 因 为 4、x、y 均 为 内 生变 量 , 了 唯一 


合适 的 外 生变 量 是 约束 参数 c。 参 数 c 的 变化 将 导致 zy 平面 中 
约束 曲线 的 移动 ,从 而 使 最 优 解 改 变 。 特 别 地 ,c 增加 (预算 增加 
或 生产 配额 增加 ) 的 影响 表明 约束 条 件 的 放宽 如 何 影响 最 优 解 。 

要 进行 比较 静态 分 析 , 我 们 仍 需 求助 于 隐 函 数 定 理 。 将 
(12.8) 中 三 个 方程 取 已 Q ,zyic)=007=1,2,3) 的 形式 ,并 假 
定 其 具有 连续 偏 导 数 ,我 们 首先 检验 下 列 内 生变 量 雅 可 比 行列 元 
(其 中 f= fx 及 gzy =Soz) 


ar' 9F. oF 
4 ar ay 0 _ _g, 

1 J1= 2 ee = | 一 gz fr “ABgBr fry -A Bry 
3F3 3F3 aF3 -gy fry -Agry fyy -4 By 
a4 ar ay 

(12.12) 


在 最 优 状 态 下 不 为 零 。 当 然 , 此 时 我 们 对 此 还 一 无 所 知 。 但 我 们 
前 面 已 有 的 关于 最 优化 问题 比较 静态 分 析 的 经 验 [ 参 见 (11.42) 节 
的 讨论 ] 表 明 ,这 个 雅 可 比 行列 式 与 二 阶 充分 条 件 密切 相关 , 且 如 
果 满 足 充分 条 件 , 则 雅 可 比 行列 式 在 均衡 (最 优 ) 状 态 为 非 零 。 我 
们 把 对 此 事实 的 证 明 留 至 下 一 节 , 在 |7| 冯 0 的 假设 下 推导 下 面 的 
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内 容 。 若 | 了 | 天 0, 则 我 们 可 将 * ,过 和 了 表示 成 参数 c 的 隐 函 数 : 
4 =A(c) z=X(c) 和 y= y(c) 

它们 均 具有 连续 导数 。 我 们 还 有 恒等式 (12.13) 

c—- g(rz,y)=0 z 

f(z,y) -48gz( 工 ,了 ) 0 (12.14) 


万 (让 ,了 了) -Agi(z,y) 0 


现在 , 因 2 的 最 优 值 取 决 所 ,志和 了 , 即 
Z= f(z,y) +A[c—- g(xz,5y)] (12.15) 
377 由 (12.13) ,我们 可 将 Z 视 为 c 的 函数 。 将 Z 对 c 全 微分 ,我 们 得 
到 : 
dZ dz dy di - dt dy 
ee =f+h 人 tlc- g(rz,y)] +4 (gg -gy 让) 
=(f. -ig) 守 +(f, -igy) 们 +[c-g(z,y)] 人 + 


其 中 ,了 f ,gi ,8g, 均 在 最 优 处 计 值 。 但 根据 (12.14), 上 式 右 边 的 
前 三 项 全 部 消失 ,因此 我 们 得 到 一 个 简单 的 结果 
< 一 (12.16) 
这 就 证 实 了 我 们 的 结论 : 拉 格 朗 日 乘 数 的 解 值 是 由 参数 c 引起 的 
约束 条 件 变化 对 目标 函数 最 优 值 影响 的 度量 。 
但 这 里 也 许 应 当 提 醒 一 次 。 对 于 这 个 4 的 解释 ,你 特别 应 强 
调 (12.7) 中 的 Z。 特 别 地 ,应 把 (12.7) 中 的 最 后 一 项 写成 、[c 一 


gf(zyy)j], 而 不 能 写成 1[g(z,y)-c]。 
n 个 变量 和 多 重 约 束 的 情况 


如 果 我 们 将 选择 变量 写 上 下 标 符号 ,就 可 以 很 容易 地 将 拉 格 
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朗 日 乘 数 法 推广 至 ”个 变量 的 情况 。 这 样 ,目标 范 数 将 是 这 种 形 
式 
z = jziyz2， Tn) 
满足 约束 条 件 
g(TisX2s"", Tn) = Cc 
由 此 可 知 , 拉 格 朗 日 函数 将 为 
Z = f(xrisrs rs Ta) tA Lc — g(ri, rs, Ta)] 
其 一 阶 条 件 将 由 下 述 (n +1) 个 联 立 方程 构成 : 
ZD =c-SgCziz zh) = 0 
ZI1=fi~-Ag!:=0 
ZZ»> =f，—Ag>,=0 
Ln =fn—Agn=0 
同样 ,上 述 方 程 中 的 第 一 个 方程 可 以 确保 约束 条 件 得 到 满足 ,虽然 
我 们 将 把 注意 力 集中 于 自由 拉 格 朗 日 乘 数 。 
当 存 在 不 止 一 个 约束 条 件 时 ,如 果 我 们 在 拉 格 朗 日 函数 中 引 
入 数量 与 约 东 条 件 相 同 的 乘 数 ,我 们 同样 可 以 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 378 
法 。 我 们 令 ”个 变量 函数 同时 满足 两 个 约束 。 
ECzizi Zr) 一 cc 和 AZziz， Tn)=d 
则 用 入 和 Ap( 和 希腊 字母 mu) 表 示 两 个 待定 乘 数 ,我 们 可 构建 如 下 拉 
格 朗 日 乘 数 : 
QZ = zi,zzo)+t[c 一 SCzza yzn)] 
+ptd 一 A(Cziyzyzn)] 
若 满 足 两 个 约束 条 件 , 即 拉 格 朗 日 函数 中 的 最 后 两 项 均 为 零 , 则 此 
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因数 将 与 原 目 标 函 数 上 有 相同 的 值 。 
将 A 和 4 视 为 两 个 变量 ,我 们 现在 共有 (n+ 2) 个 变量 ,因此 这 
种 情况 下 的 一 阶 条 件 将 由 (n+2) 个 联 立 方程 构成 : 
ZL =c— g(ri,r2,"* ,Xn)=0 
Z, =d ~ h(ri,r2, ,Xa)= 0 
Z = 请 -hg 一 Ah = 0 (i = 1,2,.…,7) 
这 些 方 程 可 使 我 们 解 得 所 有 的 x; 和 及 py。 同 前 面 一 样 ,必要 条 
件 中 的 前 两 个 方程 实质 上 只 是 两 个 约束 条 件 的 重 述 。 


练习 12 .2 


1 运用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 z 的 稳定 值 : 
(a) z=zy 满足 约束 x+2y=2 
(5) z=z(y+4) 满足 约束 z+y=8 
(c) xz=Zz-3y-zy 满足 约 东 x+y=6 
(d) zx=7-y+z- 满足 约束 x+y=0 
2 在 上 题 中 ,约束 条 件 略 微 放松 是 增加 还 是 减少 了 z 的 最 优 值 ,增加 
或 降低 的 速率 是 多 少 ? 
3 写 出 下 列 函 数 的 拉 格 朗 日 陋 数 和 稳定 值 的 一 阶 条 件 (不 必 解 方程 ): 
(a) z=zX+2y+3wt+ ry— yw 
满足 约束 x + y+2w=10 
(b) z=x +2ryt+ yw 
满足 约束 2x+y+w =24 和 x+w=8 
4 若 将 约束 条 件 写 成 G(x,y) =0, 而 不 写成 g(x,y)=c 的 形式 , 那 
人 么 , 拉 格 朗 日 函数 和 一 阶 条 件 应 如 何 修正 ? 
5 在 讨论 全 微分 法 时 ,我 们 曾 指出 已 知 约束 条 件 g(z,y)=c, 可 以 推 
导出 dg =0。 同 理 我 们 还 可 以 进一步 推导 出 d*g= d(dg)=a(0)=0。 但 前 
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面 在 讨论 阔 数 z= f(z,y) 的 非 约 束 极 秆 时 ,我 们 得 到 这 样 一 种 情况 ;其 中 
dz 二 0 或 者 是 为 dz 的 正定 所 伴随 ,或 者 是 为 其 负 定 所 伴随 ,但 却 没 有 dz 
=0。 你 如 何 解释 这 两 种 情况 处 理 上 的 差别 ? 

6 如 果 拉 格 裔 日 函数 被 写成 Z= f(zx,y)+4 [g(x,y) 一 cj, 而 不 是 
(12.7) 那 种 形式 ,我们 仍 可 以 像 (12.16) 那 样 解释 拉 格 朗 日 乘 数 吗 ? 379 


12.3 二 阶 条 件 


把 拉 格 朗 日 乘 数 作 为 附加 变量 ,使 得 在 自由 极 值 中 使 用 的 一 
阶 条 件 ,也 可 以 应 用 于 约束 极 值 问题 。 这 就 诱 使 人 们 更 进一步 ,以 
借用 其 二 阶 必 要 条 件 和 充分 条 件 ,但 并 不 能 这 样 做 。 因 为 即使 Z 
对 选择 变量 是 一 个 标准 的 极 值 问 题 , 但 对 拉 格 朗 日 乘 数 来 说 却 不 
是 。 从 (12.15) 我 们 可 以 具体 地 看 到 , ?不同 于 和 5 ,车 它 被 的 
任意 其 它 值 所 取代 ,对 Z 都 不 会 产生 影响 ,因为 [c - g(z,5)] 恒 
为 零 。 因 此 在 最 优 解 中 和 A 所 充当 的 角色 与 x 和 yy 有 根本 不 同 。? 
虽然 在 讨论 一 阶 条 件 时 将 4 视 为 男 一 个 选择 变量 没有 害处 ,但 我 
们 必须 小 心 ,不 能 盲 且 地 把 自由 极 值 中 使 用 的 二 阶 条 件 应 用 于 现 
有 约束 条 件 的 情况 。 而 且 ,我 们 必须 推导 出 新 的 二 阶 条 件 。 正 如 
我 们 将 看 到 的 ,这 样 的 条 件 是 二 阶 全 微分 dq*z 表述 的 。 但 由 于 约 


@ 在 下 一 章 将 要 讨论 的 被 称 作 “ 非 线性 规划 ”的 更 一 般 的 约束 最 优化 的 框架 中 ， 
我 们 将 要 证 明 , 在 具有 不 等 式 约 东 时 ,车 Z 是 对 x 和 y 的 极 大 值 (或 极 小 值 ) ,那么 , 它 
实际 上 是 对 4 的 极 小 值 ( 极 大 什 )。 换 言 之 ,点 Gf ,五 ,了 ) 是 个 贰 点 。 现 在 的 情况 (其 中 
Z 是 对 x 和 y 的 真正 极 值 ,但 对 4 却 是 -个 变量 ) 可 以 看 作 是 鞍点 的 变形 。 鞍 点 解 (X， 


去 ,了 的 性 质 也 可 以 引出 一 个 重要 的 概念 一 “对 偶 人 性 ”。 但 这 一 问题 最 好 还 是 在 后 
面 探讨 。 
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380 


束 条 件 的 存在 ,判别 准备 需要 作 一 些 重 要 的 修正 。 
二 阶 全 微分 


我 们 曾 指 出 ,由 于 约束 g(z,y)= fc 意味 着 dg = gdztgydy 
=0, 如 (12.10) 中 那样 ,dx 和 dy 不 再 都 是 任意 的 。 当 然 , 我 们 仍 
可 以 将 dz 看 成 任意 变化 的 ,但 dy 必 被 视 为 取决 于 dz, 且 总 可 以 
选择 dz ,以 满足 (12.10), 即 满足 dy = - (g,/8y)4x。 从 男 一 角 
度 看 ,一 旦 dz 值 设 定 ,dy 将 取决 于 g, 和 g,; 但 因 导 数 g, 和 8 
又 依赖 于 变量 x 和 yy, 所 以 ,dy 也 将 依赖 于 zx 和 y。 显 然 前 面 
(11.6) 中 性 z 的 公式 是 以 dr 和 dy 为 任意 值 为 基础 的 ,所 以 它 
不 再 适用 了 。 

为 求 出 dq’z 的 新 的 合适 的 表达 式 , 我 们 必须 在 微分 时 (车 dz 
保持 不 变 ) 将 dy 视 为 依赖 于 二 入 的 变量 。 那么 ， 

dz =d(dz) = “ar + dy 
=(fsdz 十 fydy} dz 十 (fear 十 fyady)dy 
- | fer dz + (fdy + fy 3 ) ez 


+ [fudz + (fdy + £2 ) ky 


9 
= fr dx + frydydr + f, Tax + fyr dxdy 


a(d 
+ fydy + f, “a 


因 第 三 项 和 第 六 项 可 以 简化 为 
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所 以 所 求 的 dq*x 表达 式 为 
dz = fidxr* +2f,ydzrdy + fydy + fyd’y 
(12.17) 

它 与 (12.6) 的 不 同 之 处 仅 在 于 最 后 一 项 , fd?y。 

应 注意 的 是 ,最 后 一 项 是 -一 次 的 [dy 不 同 于 (dy)”], 因 此 ,由 
于 (12.17) 中 存在 diy, 所 以 d*z 不 是 二 次 型 。 但 利用 约束 g(x， 
y) =c, 可 将 d?z 变换 成 二 次 型 。 因 为 约束 意味 着 dg =0 和 dg 
= d(dg)=0, 所 以 利用 获得 (12.17) 的 步骤 ,可 以 得 到 

(dzg =)grw dr +2g.drdy + gydy + gyd*y=0 

解 这 个 方程 得 到 d?y, 再 将 此 结果 代入 (12.17) ,我 们 可 以 去 掉 一 
次 表达 式 dy ,并 将 dz 写成 如 下 二 次 型 : 


d*x = | 太一 Dee: jax’ 十 2 fy — Lg jazay 
+ (fo go] 

由 于 (12.11 ) ,第 一 个 加 括号 的 系数 可 以 化 简 为 (.F. -4 gwz), 其 
它 各 项 也 可 作 类 似 化 简 。 但 对 (12.8) 中 的 导数 进行 偏 微 分 ,可 以 
求 出 下 列 二 阶 导数 .: 

Lrr = frr A grz 

Lry = fry A Bry 二 Lyr 

Z, = f,, -Ag,, (12. 18) 
它们 恰 为 括号 中 的 系数 。 因 此 ,利用 拉 格 朗 日 函数 ,我 们 最 终 可 将 
d*z 更 简洁 地 表示 如 下 : 
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d’*z= Zadr +Ddzdy 
+ Zudydz +tZ cdy (12.17’) 
381(12.17') 的 系数 仅 是 Z 对 选择 变量 x 和 y 的 二 阶 偏 导数 ;因此 , 它 
们 合 在 一 起 可 产生 一 个 海 塞 行列 式 。 


二 阶 条 件 


对 于 == f(x,y), 满 足 约束 g(z,y)=c 的 约束 极 值 ,其 二 阶 
必要 条 件 和 充分 条 件 仍 由 在 稳定 点 计 值 的 二 阶 全 导数 dz 的 代 
数 符 号 所 决定 。 但 这 里 有 一 个 非常 重要 的 变化 。 我 们 这 里 关注 的 
不 是 对 dz 和 dy( 不 同时 为 零 ) 的 所 有 可 能 值 的 dz 的 有 定性 或 
半 定 性 符号 ,而 是 满足 线性 约束 (12.10), 即 gdz+gyvdy=0 的 那 
些 dx 和 dy( 不 同时 为 零 ) 值 的 4“z 的 符号 。 因 此 ,二 阶 必要 条 件 
为 : 

对 于 z 的 极 大 和 值 :4d?x 为 负 半 定 ,满足 dg=0 

对 于 z 的 极 小 值 :d?z 为 正 半 定 ,满足 dg =0 
二 阶 充分 条 件 为 : 

对 于 > 的 极 大 值 :d xz 为 负 定 ,满足 dg=0 

对 于 x 的 极 小 值 :gd xz 为 正定 ,满足 dg=0 下 面 , 我 们 将 集中 
讨论 二 阶 充 分 条 件 。 

由 于 满足 约束 g, dx + gydy =0 的 数 偶 (dz ,dy) 仅 构成 了 dz 
和 dy 可 行 集合 中 的 一 个 子 集 , 因 此 约束 的 有 定性 符号 相对 于 上 
一 章 所 讨论 的 非 约束 的 有 定性 符号 而 言 是 不 严格 的 , 即 更 易于 满 
足 的 。 换 言 之 ,约束 极 值 的 二 阶 充分 条 件 比 自由 极 值 的 条 件 要 弱 。 
这 是 一 个 好 消息 ,因为 充分 条 件 与 必要 条 件 不 同 ,必要 条 件 必 须 非 


常 严 格 以 使 之 成 为 一 种 有 效 的 筛选 机 制 ,而 充分 条 件 应 当 弱 一 些 ， 
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从 而 使 极 值得 以 存在 。2 
海 塞 加 边 行列 式 


如 自由 极 值 中 的 情况 一 样 ,可 以 用 行列 式 表示 约束 极 值 的 二 
阶 充分 条 件 。 但 在 约束 极 值 情况 下 ,我 们 遇 到 的 是 所 谓 的 “ 海 塞 加 
边 行列 式 ,而 非 海 塞 行列 式 | 五 |。 382 
为 发 展 这 一 思想 作 准 备 ,我 们 首先 分 析 满 足 线 性 约 东 的 两 个 
变量 的 二 次 型 ,比如 
qg = au’ + 2huv + bv? 满足 约束 au+Bvu=0 
的 有 定性 符号 的 条 件 。 因 为 由 约束 条 件 有 v= 一 (a/B)w ,我 们 可 
以 将 g 写成 仅 有 一 个 变量 的 函数 : 


一 2 oh Lu paul 2_ 2 + ba) 
gqg = QU Bp™ Ee ap apB a 0 


很 明显 , 当 且 仅 当 括号 中 的 表达 式 为 正 ( 负 ) 时 ,9 为 正 ( 负 ) 定 。 现 
在 ,恰巧 下 列 对 称 行列 式 


0 a 8 
a a hl= 2haB ~- ap — ba’ 
B PR 2 
正好 是 上 面 所 提 到 的 表达 式 的 负数 。 因 此 ,我 们 可 以 表述 为 
0 a 
P <0 
当 且 仅 当 a a ,| 
>0 
B h 


中 “ 百 万 美元 银行 存款 "对 于 “能够 吃 得 起 牛排 晚餐 "而 言 ,显然 是 一 个 充分 条 件 。 
但 这 个 条 件 极其 有 限 的 适应 性 使 之 没有 什么 实际 价值 。 更 有 意义 的 充分 条 件 也 许 应 
当 像 钱包 里 的 20 美元 ”, 它 没有 那么 严格 的 财政 要 求 。 


499 





为 | 汪汪 + Bu=0 
q 负 定 au vu 


值得 注意 的 是 ,此 判别 标准 中 所 运用 的 判别 式 只 不 过 是 由 原 





来 二 次 型 的 判别 式 2 ,上 面 和 左 西 加 上 相同 的 边 所 构成 。 


而 且 , 所 加 的 边 由 约束 条 件 的 两 个 系数 a 和 B 构 成 ,并 在 主 对 角 线 
上 加 上 一 个 零 。 此 加 边 判别 式 是 对 称 的 。 


例 1 确定 
q=4u*+4uv+3v? 满足 约束 u 一 2v==0 是 正定 还 是 负 定 。 
0 1 —2 
我 们 首先 形成 加 边 判 别 式 :| 1 4 ”2 ,此 行列 式 由 在 原 二 次 
-2 2 3 





型 行列 式 中 加 入 约束 条 件 uv 的 系数 所 构成 。 由 于 此 行列 式 具有 
负 值 (一 27), 所 以 g 必 为 正定 。 

当 将 此 判别 标准 应 用 于 (12.17') 中 的 二 次 型 dz 时 ,变量 zx 
Lir 4 


了 和 


和 w 分 别 变 成 dz 和 dy ,一 般 判 别 式 由 海 塞 矩阵 所 构 








JJ 23 


成 。 而 且 对 二 次 型 的 约束 为 g, dx + gydy 二 0, 所 以 ,有 a= gi， 
383PP= gy。 因 此 ,对 于 满足 上 文 提 到 的 约束 的 dr 和 dy 值 ,我 们 现在 
有 如 下 关于 dz 定性 符号 的 行列 式 判 别 准 则 : 
0 8S8r gy 
<0 
当 且 仅 当 Sr Lir Liy 1 
gy Ly ZL 


正定 
dz | ji dg =0 
负 定 


上 面 的 行列 式 ,通常 称 作 海 塞 加 边 行列 式 , 用 符号 | 互 | 表示 ,其 中 
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已 上面 的 横 杠 ”-“ 表 示 边 。 在 此 基础 上 ,我 们 可 以 得 出 结论 :给 
定 z 三 f(x,yy) 或 2= f(x,y)+41[c--g(x,y)] 的 稳定 值 ,| 五 | 为 
正 是 此 稳定 值 为 z 的 极 大 值 的 充分 条 件 ;类 似 地 ,| 已 | 为 负 是 此 
稳定 值 为 的 极 小 值 的 充分 条 件 ;| 吾 | 中 所 包含 的 导数 均 在 zx 和 
y 的 临界 值 计 值 。 
现在 ， 我 们 已 推导 出 二 阶 充 分 条 件 。 正 如 前 面 所 指出 的 那 
样 ， 验 证 满足 此 条 件 可 确保 内 生变 量 雅 可 比 行列 式 在 最 优 状 态 不 
为 零 ， 是 非常 容易 的 事 。 将 (12.18) 代 入 (12.12), 并 以 -1 同时 
乘 雅 可 比 行列 式 的 第 一 列 和 第 一 行 (这 不 改变 行列 式 的 值 ), 可 以 
看 出 
0 gg &g, 
[JJ = lg Zr Zyl=|HI (12.19) 
By Lyr Lyy 
即 内 生变 量 雅 可 比 行列 式 与 海 塞 加 边 行列 式 相 等 ,这 是 一 个 与 
(11.42) 类 似 的 结果 。 与 自由 极 值 相 联系 的 (11.42) 表 明 内 生变 量 
雅 可 比 行列 式 与 一 般 海 塞 行列 式 是 相等 的 。 但 是 , 若 在 满足 充分 


条 件 时 ,在 最 优 状 态 有 |H| 关 0, 则 | 必然 也 不 等 于 零 。 因 而 ,在 
这 里 应 用 隐 范 数 定理 ,以 条 件 | 互 | 和 0 代替 通常 的 条 件 |J| 和 0 是 
不 会 出 错 的 。 下 面 分 析 约 东 最 优化 问题 时 ,我 们 就 将 采用 这 种 作 
法 。 

例 2 现在 我 们 回 到 12.2 节 例 1, 确定 那里 求 出 的 稳定 值 是 
极 大 值 还 是 极 小 值 。 因 Z. =y-14 ,2Z,=xz 一 4 ,所 以 二 阶 偏 导数 
为 Z,, =0,2,, 二 2Zy = 1,2,, 0。 我 们 需要 的 加 边 元 素 为 g,=1， 
g, 二 1。 因 此 求 得 

S01 
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0 ! 
IHI= 11 0 1=2>0 
1 


这 证 明 z = 9 为 极 大 值 。 

例 3 继续 作 12.2 节 中 的 例 2。 我 们 看 到 Z =2zli-4 和 2， 
=2z 一 44 。 由 此 得 Zi 二 2,21s== Zz 二 0,2Z2 = 二 2。 由 约束 zi + 
4z2=2, 可 以 得 到 gil=1 和 gz=4。 由 此 可 知 海 塞 加 边 行 列 式 为 
1 4 
0|=-34<0 
2 


0 
[HI= 11 2 
4 0 


所 以 z = 和 4 为 极 小 值 。 


17 

n 个 变量 的 情况 

当 目 标 函 数 形式 为 

Zz 三 f(zi;X2 ,Xn) ;满足 g(xi,zx2，… ,Xn) 二 c 二 阶 条 件 仍 
取决 于 d*z 的 符号 。 因 为 4*z 是 一 个 变量 为 dx] ,dx;,… ,dx 的 
约束 二 次 型 ,满足 关系 

(dg =)gidzi + gdzx2 + *** + gndrn = 0 

d*z 正定 或 负 定 的 条 件 中 仍 包 含 海 塞 加 边 行列 式 。 但 这 次 ,这 些 
条 件 必 须 表示 成 海 塞 加 边 主子 式 。 


给 定海 塞 加 边 行列 式 
0 SI £2 Bn 
g1 ZL Zn Lin 
IH|= lg Zo Zn ZL2n 
Bn Zl Ln? Cnn 
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其 逐次 加 边 主 子 式 定义 为 
0 8 82 83 
0 gi B82 | 
_ | — 81 Lu Zi 213 
[EH,|= g1 Zu ZL | 五 3 1 皇 (等 ) 
S2 Lu ZZ £23 
g3 L311 L322 La33 
而 最 后 一 项 加 边 主 子 式 为 | 互 .| = | 态 |。 在 新 引 和 人 的 符号 中 ,HH 
上 面 的 符号 依然 表示 加 边 ,而 下 标 表 示 加 边 主 子 式 的 阶 。 例 如 ,| 互 ;| 
包括 海 塞 行 列 式 二 阶 主 子 式 ,以 及 加 边 0,gli,gr。 其 它 情 况 也 类 


似 。d“z 为 正定 和 负 定 的 条 件 则 为 


8S2 ZL ZL 











| 互 :| ,|H3|,…, |H,| <0 
当 4 _ _ 
| 五 :| >0; |HH;| <0;|HH| >0; 等 等 。 
ad” 为 沁 | 江 是 4 =0 
之 负 定 8 o 385 


表 12.1 相对 约束 极 值 的 行列 式 检验 
zx= zi,zz…zo), 满 足 g(ziz，…z)=c; 具 有 拉 格 朗 日 函数 。 


Z= f(zxi,T2," ,Ta) 十 4 [cec—-g(zi ;TL2 ,Tn ) 


条 件 极 大 值 极 小 值 
一 阶 必要 条 件 。 及 =Z1=Z1=…=2,=0 . 马 =Zi=2=…=2=0 
二 阶 充分 条 件 ” | 互 ,| >0;| 互 ;|<<0; IH2| ,IH3|,…,|H,|<0 


IHs| >0;…;(-1)"|H,| >0 
* 仅 当 一 阶 条 件 满足 后 方 可 应 用 。 
在 前 一 个 条 件 中 ,从 | 互 ?| 开始 的 所 有 加 边 主 子 式 必 须 都 为 负 ; 在 
后 一 条 件 中 ,主子 式 的 符号 则 必须 交替 改变 。 如 前 所 述 ,dz 为 正 
定 是 z 的 稳定 值 为 极 小 值 的 充分 条 件 ,而 性 > 为 负 定 是 的 稳定 


值 为 极 大 值 的 充分 条 件 。 
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综 上 所 述 ,我 们 把 约束 相对 极 值 的 条 件 归 纳 在 表 12.1 中 。 但 
读者 应 认识 到 , 表 中 所 列 判 别 标准 是 不 完全 的 。 因 为 二 阶 充分 条 
件 并 不 是 必要 条 件 ,不 满足 那些 判别 标准 并 不 能 排除 稳定 值 为 极 
大 值 或 极 小 值 的 可 能 性 。 然 而 ,在 许多 经 济 应 用 中 ,这 个 相对 不 严 
格 的 二 阶 充分 条 件 或 者 得 到 满足 ,或 者 假定 得 到 满足 ,所 以 表 中 的 
条 件 已 经 足够 了 。 读 者 将 表 12.1 中 的 结果 与 表 11.2 中 自由 极 值 
情况 下 的 结果 相 比 较 ,应 该 是 有 尼 发 的 。 


多 重 约束 的 情况 


在 问题 中 存在 一 个 以 上 的 约束 时 ,二 阶 条 件 所 包含 的 海 塞 行列 
式 也 要 加 上 一 个 以 上 的 边 。 假 设 存在 ”个 选择 变量 和 形式 为 g 
(zzo)=ci 的 mm 个 约束 (m < 之 n)。 那 么 , 拉 格 朗 日 函数 将 为 


ZZ = f(zx1,°* ) + 之 1 [ ci BCzl， ,Tn )] 


386 海 塞 加 边 行 列 式 将 表现 为 

0 0 0 中 如 8 

0 0 0 :8g? 8 8 

_ 0 0 0 :gr £2 gn 

| 二 

SI 8&1 gl :Ll ZL12 ln 

8 3 g3 22 : Z21 222 ZL2n 

gl go gn : Lnl Da Lnn 


其 中 ,gi 三 9g’/9x; 为 约束 函数 的 偏 导数 , 带 有 双 下 标 符 号 的 2 同 
以 前 一 样 ,表示 拉 格 朗 日 函数 的 二 阶 偏 导数 。 注 意 ,为 清晰 起 见 


我 们 已 将 海 塞 加 边 行 列 式 分 隔 成 四 个 区 域 。 左 上 部 的 区 域 仅 由 零 
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所 组 成 , 右 下 部 的 区 域 只 是 一 个 普通 的 海 塞 行 列 式 ;另外 两 个 区 域 
则 包含 导数 gi ,它们 对 主 对 角 线 呈 镜 像 关 系 ,因而 使 整个 海 塞 加 
边 行列 式 中 的 元 素 形成 对 称 的 阵列 。 

从 | 互 } 中 可 以 形成 不 同 的 加 边 主子 式 。 同 前 面 一 样 , 主 对 角 
线 最 后 一 个 元 素 为 Z,, 的 加 边 主子 式 以 1H | 表示 。 再 加 上 一 行 和 
一 列 , 便 出 现 Z3 ,我 们 就 得 到 | 互 : | ,如 此 等 等 。 运 用 上 述 符号 ， 
我 们 可 用 下 列 (n 一 mx) 个 加 边 主 子 式 的 代数 符号 表述 二 阶 充 分 条 
件 : 








[Hori|, | Ba 五 (= | 五 |) 
对 于 z 的 极 大 值 , 充 分 条 件 是 这 些 加 边 主子 式 的 符号 交替 变换 ， 
[ 互 。 :| 的 符号 为 (-1)” 11。 对 于 > 的 极 小 值 ,充分 条 件 是 这 些 
加 边 主 子 式 均 取 相 同 符号 , 即 都 为 (-1)”。 
注意 ,由 于 (一 1) 的 奇 次 大 与 偶 次 硕 的 符号 恰好 相反 ,所 以 约 
束 条 件 的 数量 是 奇数 还 是 偶数 ,具有 重大 不 同 。 还 应 注意 , 当 mn 
=1 时 ,刚才 所 述 的 条 件 便 简化 为 表 12.1 中 所 列 的 条 件 。 





练习 12.3 


”1 利用 海 塞 加 边 行列 式 确定 练习 12.2 一 1 中 得 到 的 每 一 小 题 的 > 的 稳 
定 值 是 极 大 值 还 是 极 小 值 。 

2 在 表述 约束 极 大 值 和 极 小 值 的 二 阶 充分 条 件 时 ,我 们 设 定 了 |H,|， 
| 昌 3| ,| 五 4| 等 的 代数 符号 ,但 未 规定 | 互 ;| 的 符号 。 写 成 | 互 ; | 的 适当 表达 
式 ,并 证 明 它 总 取 负 值 。 

3 回忆 行列 式 性 质 II(5.3 节 ), 证 明 : 


(a) 适当 互 换 | 昌 ,| 的 两 行 和 (或 ) 两 列 ,每 互 换 一 次 ,行列 式 便 改变 一 次 
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符号 , 它 可 以 变换 成 
Zil Zi 8&l 
Zl ZL22 82 








SIL g&; 0 


(58) 用 类 似 的 步骤 ,| 万 ;| 可 以 变换 成 
Zi Li ZL13 1 
Za21 Za22 L23 82 
Zs ZL3 L33 83 


sl 82 &3 0 
上 述 结果 对 海 塞 行列 式 主子 式 的 “加 边 " 方 式 有 何 启 发 ? 
4 写 出 具有 四 个 选择 变量 和 两 个 约束 条 件 的 约束 最 优化 问题 的 海 塞 加 
边 行 列 式 。 然 后 分 别 写 出 z 的 极 大 值 和 极 小 值 的 具体 的 二 阶 充 分 条 件 。 


12.4 拟 凸 性 与 拟 凸 性 


11.5 节 表明 ,对 于 自由 极 值 问题 ,知道 目标 函数 的 上 四 性 和 凸 
性 ,可 以 免 去 检验 二 阶 条 件 的 必要 性 。 在 约束 最 优化 问题 中 ,如 果 
曲面 和 超 曲面 具有 适当 类 型 的 图 形 ,也 可 能 免除 检验 二 阶 条 件 。 
但 这 次 极 大 值 所 求 的 图 形 是 拟 种 性 (而 非 止 性 ) , 极 小 值 所 要 求 的 
图 形 是 拟 凸 性 (而 非 凸 性 )。 正 如 我 们 将 要 证 明 的 那样 , 拟 凹 性 ( 拟 
凸 性 ) 是 比 凹 性 (上 西 性 ) 弱 的 条 件 。 这 是 我 们 唯一 的 期 望 ,因为 约束 
极 值 问 题 所 免除 的 二 阶 充 分 条 件 ( 仅 对 于 那些 满足 dg =0 的 dz;， 
dz 有 确定 的 符号 ), 比 自由 极 值 所 免除 的 条 件 ( 对 所 有 dr; ,dz 
有 确定 的 符号 ) 更 弱 。 


几何 特征 


像 止 性 和 凸 性 一 样 , 拟 止 性 和 拟 凸 性 也 有 严格 与 非 严 格 之 分 。 
300 





我 们 首先 介绍 这 些 概 念 的 几何 特征 : 
令 和 mv 为 函数 卫 定 义 域 ( 凸 集 ) 中 的 两 个 不 同 的 点 ,定义 域 
中 的 线段 wv 在 了 消 数 图 形 上 给 出 弧 段 MN ,使 得 点 N 高 于 
或 等 于 点 M。 如 果 弧 段 MN 上 除 点 M 和 NN 外 的 所 有 点 均 高 388 
于 或 等 于 点 M( 低 于 或 等 于 点 N), 则 称 函数 为 拟 凹 ( 拟 凸 ) 
虹 数 。 如 果 弧 段 MN 上 除 M 和 NN 外 的 所 有 点 均 严格 高 于 点 
M (严格 低 于 点 入 ), 则 称 广 为 严 格 拟 目 (严格 拟 西 ) 函 数 。 


由 此 定义 可 以 明确 ,严格 拟 止 (严格 拟 凸 ) 画 数 必 为 拟 上 四 ( 拟 凸 ) 函 
数 , 但 反之 不 成 立 。 

为 加 深 理 解 ,我 们 考察 图 12.3 ,其 中 各 图 均 按 一 元 函数 绘 成 。 
在 图 < 中 ,定义 域 中 的 线段 wv 在 曲线 上 产生 弧 段 MN ,使 得 NN 高 
于 M ,这 个 特征 的 弧 满 足 严格 拟 凹 性 的 条 件 。 但 是 ,对 于 符合 严 


2 


Eo re 
必 人 





(a) 


图 12.3 
格 氢 趾 条件 的 曲线 ,所 有 可 能 的 (u,v) 对 必定 具有 满足 同样 条 件 
的 弧 段 。 图 a 中 的 函数 确实 属于 这 种 情况 。 注 意 ,此 函数 也 满足 
( 非 严 格 ) 拟 四 的 条 件 , 但 它 不 满足 拟 凸 性 条 件 ,因为 狐 MN 上 的 
某 些 点 高 于 N ,这 是 拟 凸 函数 所 不 允许 的 。 图 5 中 的 函数 具有 相 


有 反 的 图 形 。 弧 MAN 上 的 所 有 点 均 低 于 N 点 (人 是 弧 MCN 两 个 
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端点 中 较 高 的 -- 个 点 ), 且 所 有 的 弧 都 可 以 绘 成 这 种 形状 。 因 此 图 
6b 中 的 沙 数 为 严格 拟 凸 孙 数 。 读 者 可 以 验证 , 它 也 满足 非 严格 拟 
凹 条 件 ,但 不 满足 拟 钊 性 条 件 。 使 图 c 有 别 于 图 4a 和 4 之 处 在 于 
曲线 中 存在 水 平 线段 M N ,线段 上 各 点 高 度 相 同 。 因 此 ,线段 
一 一 以 及 整个 曲线 一 一 只 满足 拟 凹 性 条 件 ,但 不 满足 严格 拟 凹 条 
件 。 
概 言 之 , 拟 凹 但 不 是 凹 的 函数 的 图 形 大 致 像 一 个 钟 ,或 者 其 中 
一 部 分 像 钟 。 拟 凸 函 数 的 图 形 像 一 个 倒置 的 钟 ,或 者 部 分 像 一 个 
倒置 的 钟 。 在 钟 上 ,同时 有 种 和 凸 的 弧 段 是 可 以 的 (尽管 并 不 要 求 
这 样 )。 这 个 更 可 以 接受 的 特征 性 质 使 得 拟 凸 ( 拟 凸 ) 性 条 件 绊 于 





医 12.4 
止 (上 三) 性 条 件 。 在 图 12.4 中 ,我们 在 二 元 一 数 情况 下 将 严格 止 性 
与 严格 拟 止 性 进行 了 对 比 。 如 图 所 示 ,两 个 曲面 均 呈 增 函 数 ,因为 
它们 分 别 由 山 丘 和 钟 的 向 上 部 分 构成 。 图 a 中 的 曲面 是 严格 四 
的 ,但 图 b 中 的 曲面 则 显然 不 是 ,因为 它 在 接近 钟 的 底部 包含 贞 


的 部 分 。 然 而 它 是 严格 拟 止 的 。 曲面 上 以 MN 和 MN 为 代表 的 
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所 有 弧 都 满足 这 一 条 件 :两 个 端点 间 的 每 个 啤 上 的 所 有 点 均 高 于 
较 低 的 一 个 疾 点 。 回 到 图 a ,我 们 应 当 注 意 ,那里 的 曲面 也 是 严格 
拟 症 的。 尽管 我 们 没有 在 图 a 中 绘 出 一 条 说 明 性 的 弧 段 MN 及 
M N ,但 不 难 验 证 所 有 可 能 的 弧 段 都 满足 严格 拟 凹 性 条 件 。 一 般 
而 言 ,严格 名 函数 必 为 严格 拟 钻 函数 ,尽管 反之 不 成 立 。 我 们 在 下 
面 的 章节 中 将 更 正式 地 证 明 这 一 点 。 


代数 定义 


上 面 的 几何 特征 可 以 转换 成 更 易于 推广 至 多 维 情况 的 代数 形 


当 且 仅 当 对 于 函数 F( 凸 ) 定 义 域 中 的 两 个 不 同 的 点 & 和 vw， 

和 0< 9< 1， 

| 

< f(v) 
(12.20) 

拟 加 

为 使 此 定义 适合 于 严格 拟 轨 性 和 严格 拟 凸 性 , 需 将 (12.20) 


> f(u) | 
" 将 (12. 20) 与 
<f(v) 


(11.20) 相 比较 ,读者 会 得 到 有 益 的 启示 。 

由 此 定义 ,下 述 三 个 定理 成 立 。 这 些 定理 按照 函数 f(z), 其 
中 工 可 以 解释 成 一 个 向 量 ,z= (x1,，… ,Zz )。o 

定理 工 (函数 的 负数 ) 若 A(z) 为 拟 凹 (严格 拟 媚 ), 则 
- 帮 z) 为 拟 凸 (严格 拟 凸 ) 。 


fl(v) 宇 fl(u) > flOu+ (1-— 1) 


重负 两 个 级 不 等 式 变 成 严格 不 等 式 | 
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定理 开 ( 止 性 与 拟 凹 性 ) 任意 四 ( 凸 ) 函 数 是 拟 问 ( 拟 凸 ) 函 
数 , 但 反之 不 成 立 。 类 似 地 ,任意 严格 凹 (严格 凸 ) 函 数 是 严格 拟 四 
(严格 是 ) 函 数 ,但 反之 亦 不 成 立 。 / 

定理 I (线性 函数 ) 若 FGz) 是 线性 函数 , 则 它 既 是 拟 凸 函 
数 ,也 是 拟 凸 基数 。 

定理 I 以 这 一 事实 为 基础 :以 一 1 乘 以 一 个 不 等 式 , 将 使 不 等 
号 改变 方向 。 令 f(x) 为 拟 四 函数 ,有 上 且 f(v) 宇 fl(wu), 则 由 
(12.20), 有 fl9u+ (1--0)vj 之 f(u)。 但 是 ,就 涉及 的 函数 
一 了 f(z) 而 言 ,我 们 (在 以 -1 通 乘 两 个 不 等 式 后 ) 有 : - f(u) 宇 
-Gao) 和 =- Fu+(1I-bzj 委 -Ao)。 将 -Fux) 看 作 扣 六 的 
高 度 , 一 F(v) 看 作 点 M 的 高 度 , 我 们 看 到 函数 一 f(x) 满足 (12. 
20) 的 拟 凸 条 件 。 这 证 明了 定理 工 中 四 种 情况 之 一 种 ;其 余 三 种 情 
况 的 证 明 也 类 似 。 

对 于 定理 II, 我 们 仅 证 明 凹 性 意味 着 拟 凸 性 的 情况 。 令 f(z) 
为 止 图 数 , 则 由 (11.20) ， 

flOou + (1-0v)0f(u)+ (1 -0f(v) 
现在 假设 f(v) 宇 f(w), 则 f(v) 和 f(w) 的 任意 加 权 平 均 都 不 小 
于 f(w), 即 
0f(u) + (1 -0)f(v) f(u) 
综合 上 面 两 个 结果 , 求 得 
flOu+ (1-0vj 宇 f(u) 因 Fo) 二 zh) 

它 满足 (12.20) 中 的 拟 四 定义 。 但 要 注意 ,该 拟 四 性 条 件 不 能 保证 
凹 性 。 

一 且 定 理 II 成立 , 便 可 立即 得 到 定理 III。 我 们 已 知道 ,线性 


函数 既是 四 函数 ,也 是 是 函数 ,虽然 不 是 严格 四 和 上 是。 根据 定理 
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II ,线性 函数 必然 也 既是 拟 凹 ,又 是 拟 凸 的 ,尽管 不 是 严格 拟 凸 和 
拟 凸 。 
在 止 亲 数 和 凸 图 数 情况 下 ,存在 一 个 有 意义 的 定理 : 即 止 图 数 391 
( 凸 函 数 ) 的 和 也 是 凹 ( 凸 ) 函 数 。 遗 憾 的 是 ,此 定理 不 能 推广 至 拟 
四 和 拟 凸 函数 的 情况 。 比 如 , 两 个 拟 目 函数 的 和 并 不 必然 是 拟 四 
函数 (参见 练习 12.4 一 3)。 
有 时 按 如 下 男 一 种 定义 ,也 许可 以 更 容易 检验 函数 的 拟 四 性 
和 拟 凸 性 : 
对 于 任意 常数 &, 当 且 仅 当 
上 Itz lz) 之 有 
(12.21) 
S*= {zr | f(z)<k| 
拟 媚 的 


拟 凸 的 。 
前 面 引 入 集合 S=> 和 SSs( 图 11.10) 是 为 证 明 凸 函数 (甚至 凹 函 数 ) 


能 产生 一 个 凸 集 。 这 里 我 们 运用 这 两 个 集合 作为 检验 拟 和 凹 性 和 拟 
凸 性 的 方法 。 图 12.5 中 的 三 个 函数 均 包含 上 四 和 凸 的 弧 段 ,因此 它 
们 既 非 止 函数 , 亦 非 凸 函 数 。 但 图 a 中 的 函数 是 拟 四 的 ,因为 对 用 
的 任意 值 (其 中 仅 有 一 个 被 描述 ) ,集合 S> 是 凸 集 。 图 5b 中 的 函 
数 是 一 个 拟 凸 函 数 ,因为 集合 S< 是 凸 集 。 图 < 中 的 函数 是 一 个 
单调 函数 , 它 与 另 两 个 函数 的 不 同 之 处 在 于 S> 和 S< 均 为 凸 集 。 
因此 ,此 函数 既是 拟 凹 函数 ,又 是 拟 凸 函数 。 

注意 ,尽管 (12.21) 可 用 于 检验 拟 凹 性 和 拟 凸 性 ,但 不 能 用 于 
区 别 那些 性 质 的 严格 与 非 严 格 变化 。 还 需 注意 ,(12.21) 的 定义 性 
质 本 身 不 是 四 性 与 凸 性 的 充分 条 件 。 特 别 地 ,给 定 一 个 四 函数 , 它 39? 
必然 是 拟 止 函数 ,我 们 可 以 得 出 结论 :S> 是 一 个 凸 集 ;但 给 定 S> 

Sil 


是 凸 集 时 , 晒 数 FGz 儿 其 中 忆 一 个 变量 向量 ) 是 | 





是 凸 集 ,我 们 仅 能 得 出 结论 : 函 数 了 上 是 拟 凹 (但 并 不 必然 是 目的) 
的 。 

例 i 检验 z= x “(x 之 0) 的 拟 四 性 和 拟 凸 性 。 从 几何 上 很 容 
易 验 证 此 函数 为 是 函数 ,而 且 实 际 上 是 严格 同 函 数 。 因 而 它 是 拟 
同 函 数 。 有 趣 的 是 , 它 还 是 拟 四 函数 。 因 为 其 图 形 自 原点 起 
以 递增 的 速率 增长 的 U 形 曲 线 的 右 半 部 分 一 一 类 似 于 图 12.5c 
能 够 生成 凸 集 S= 以 及 上 西 集 S*。 








\ 一 一 一 I 
集合 S> 集合 S< 集合 Ss 集合 S> 
位) (5) {c} 
图 12.5 


若 我 们 想 应 用 (12.20), 先 令 x 和 w 为 z 的 任意 两 个 不 同 的 

非 零 值 , 则 
flu)=u fl(v)= vw 

和 flou+(1~-0)v]= [Ou+ (1—- 0)v] 
假设 f(v) 宇 fA(w), 即 ww 之 wu , 则 vwv 宇 wu ,或 更 具体 地 ,wv>>u( 因 为 
u 和 wv 为 不 同 的 值 )。 由 于 加 权 平 均值 [9u + (1 一 0)wv] 必 定位 于 
u 与 v 之 间 , 我 们 可 以 写 出 连续 不 等 式 

v >[0u+(1-0)v) >u’ 因 0<6<1 


或 f(v)> fl0ut+(l1-0)vI>f(u) 因 0<0<1 
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由 (12.20) ,此 结果 使 函数 了 既是 拟 止 的 ,也 是 拟 卢 的 一 一 而 且 是 
严格 拟 四 和 拟 凸 的 。 

例 2 证 明 z= f(x,y)=xy (zy 二 0) 是 拟 凸 函数 。 我 们 
将 运用 判别 标准 (12.21) ,并 确定 集合 S>{(x ,y)1xy 之 | 对 任意 
& 值 是 凸 集 。 为 此 ,对 于 每 个 & 值 ,我 们 令 zy=& 以 得 到 一 条 等 
值 曲线 。 同 x 和 y 一 样 ,& 应 为 非 负 值 。 在 有 &>0 情况 下 ,此 等 值 
曲线 是 zy 平面 第 一 象限 中 的 等 轴 双 曲线 。 由 等 轴 双 曲线 上 及 其 
上 部 的 所 有 点 组 成 的 集合 S= 是 个 凸 集 。 在 &=0 的 另 一 种 情况 
下 ,由 xy=0 定义 的 等 值 曲 线 是 一 个 工 形 线 , 且 工 与 x 和 >y 轴 的 
非 负 部 分 重合 。 这 时 集合 S= ,包括 了 整个 非 负 象限 , 仍 是 一 个 凸 
集 。 因 此 ,根据 (12.21), 函 数 z= zy (x,y 之 0) 是 拟 丫 函数 。 

读者 应 小 心 ,以 免 将 等 值 曲线 zy = 二 (定义 在 zy 平面) 形状 
与 曲面 z= xy( 定 义 在 zyz 空间 ) 的 形状 相 混 淆 。 曲面 的 特征 
(在 三 维 空间 中 为 拟 凹 ) 是 我 们 期 望 加 以 确定 的 ,而 我 们 对 等 值 曲 
线 的 形状 (在 二 维 空间 中 对 正 的 & 值 为 凸 ) 感 兴趣 的 只 是 借助 于 
它 来 描述 集合 S= ,以 应 用 (12.21) 中 的 判别 标准 。 

例 3 证 明 z=Fzy)=(z-a) 一 (y 一 6)? 为 拟 凸 函数。 
令 (z 一 a)*t+(y 一 5)*= 上 ,我 们 知道 & 必定 为 非 负 。 对 于 每 一 上 上 
人 因 

s=l(zy)l(z-a)+(y--0) 入 是 圆 及 圆 内 所 有 点 的 
,所 以 它 构成 了 一 个 凸 集 。 甚 至 当 &=0, 圆 退化 成 一 个 点 (a ,393 
5) 时 ,也 是 如 此 ,因为 习惯 上 一 个 点 被 视 作 凸 集 。 因 此 给 定 函 数 
是 拟 凸 函数 。 


可 微 范 数 


定义 (12.20) 和 (12.21) 并 不 要 求 函数 f 的 可 微 性 。 但 车 了 
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可 微 , 拟 凹 性 和 拟 凸 性 还 可 以 按照 其 一 阶 导数 来 定义 : 
对 于 一 元 可 微薄 数 上 定义 域 中 的 任意 两 个 不 同 点 x& 和 ww, 当 
且 仅 当 
fF(u)(v—u) 
f(v) 宇 f(u) 之 , 之 
fl(v)(v-u) 


(12.22) 
一 元 可 微机 数 1() 是 | | 西数 。 
拟 凸 
当 右边 的 弱 不 等 号 变 成 严格 不 等 号 >0 时 ,定义 便 成 为 严格 拟 由 
性 与 严格 拟 凸 性 的 定义 。 当 存在 两 个 及 两 个 以 上 自 变 量 时 ,定义 
修正 如 下 : 
对 于 可 微 函数 f(z1,…, x ) 定 义 域 中 任意 两 个 不 同 点 u = 
(aa ) 和 立 =(aol .zz), 当 且 仅 当 
Dh) ) 
f(W)Zfu) 下 >0 
fo) — u;) 
(12.22°) 
拟 四 
He 为 | 
wu 或 v 处 计 值 ;具体 在 哪 点 计 值 , 视 情况 而 定 。 
同 祥 ,对 于 严格 凹 性 和 严格 凸 性 ,右边 的 弱 不 等 号 应 改变 为 严格 不 
等 号 >0。 
最 后 , 若 函 数 = = /(zi,…，,zn) 为 二 阶 连 续 可 微 , 拟 四 性 和 拟 


凸 性 可 以 用 图 数 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 (整理 成 加 边 行列 式 ) 的 方 
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本数。 在 (12.22') 中 ,三 9f/9x;, 在 


rp pr et 


法 来 检验 : 


0 万 广 广 
fi fu Jp 万， 
[BlI= fo for fo2 1**° f2n (12.23) 


fa fnl fn fn 
此 加 边 行 列 式 类 似 于 上 一 节 中 介绍 的 海 塞 加 边 行 列 式 | 囊 | 。 但 394 
1 BI 与 | 及 | 的 不 同 之 处 在 于 , 它 的 边 由 函数 f 的 一 阶 导数 组 成 ,而 
不 是 由 外 部 约束 函数 g 组 成 。 正 是 由 于 |B| 仅 依靠 f 的 一 阶 导数 
本 身 , 所 以 我 们 可 以 运用 | BI 及 其 逐次 主子 式 








fi 
| Bi | = 
fj! fu 
0 fi fo 
{|B;,1= If1 fl fi 了 = 
jj f22 
(12.24) 
来 描述 该 函数 构 型 的 特征 。 


我 们 这 里 将 表述 两 个 条 件 :一 个 是 必要 条 件 , 另 一 个 是 充分 条 
件 。 两 个 条 件 均 与 仅 由 非 负 正 交 分 划 体 ( 非 负 象限 的 ” 维 模拟 ) 


如 和 


即 有 zi1,… ,x 之 0 组 成 的 定义 域 中 的 拟 四 性 和 拟 凸 性 相 联 系 。? 


中 虽然 函数 在 凸 定义 域 中 的 耳 ( 凸 ) 人 性 总 可 以 拓展 至 整个 空间 ,但 拟 问 性 和 氢 凸 
性 却 不 能 。 例 如 ,如 果 允 许 上 面 例 1 和 例 2 中 的 变量 取 负 值 , 则 其 结论 便 不 成 立 。 这 里 
给 出 的 两 个 条 件 基 于 天 . 阿 罗 和 A. 艾 索 文 的 文章 “ 拟 凹 规划 ”,《 经 济 计 量 学 》,1961 年 
10 月 号 P.797,( 定 理 5)。 他 们 的 讨论 限定 于 拟 思 函数 ,我 们 利用 拟 四 函数 的 负 值 为 氢 
凸 函 数 这 一 事实 ,将 其 拓展 至 拟 凸 函数 。 
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在 非 负 正 交 分 划 体 中 ,= = F(zl,…，,zn) 要 为 拟 凹 函数 ,其 必 
要 条 件 为 


< 
1B.| 志 0,1B,1! 宇 0， ““", Ba 


之 


1 
当 7? 为 (12.25) 
偶数 


在 非 负 正 交 分 划 体 无 论 仿 导 数 的 何 处 计 值 。 对 于 拟 凸 性 ,其 


必要 条 件 为 
1B| 委 0， 1B, II 入 0，…， 8B,1I 委 0 
(12.25’) 
在 非 负 为 拟 凹 的 充分 条 件 为 
| Bi < 0， | B, | > 0，….， Bo 
> 偶数 
(12.26) 
在 非 负 正 交 分 划 体 无 论 偏 导数 的 何 处 计 值 。 对 于 拟 凸 性 , 相 
应 的 充分 条 件 为 
| 五 ; 1< 0， 1BI<0，…， 1B,1<0 
(12.26 ) 


注意 ,在 (12.25) 和 (12.25') 中 的 条 件 |B1| 夺 0 是 自动 满足 
395 的 ,因为 | Bi| = -万 ;这 里 列 出 它 出 于 对 称 性 的 考虑 。 相 反 ,(12. 
26) 和 (12.26 ) 中 的 条 件 |B1|<0 是 不 能 自动 满足 的 。 
例 4 函数 z=zi,z)=ziza(zlyzzz20) 是 拟 凹 的 (参见 
例 2)。 我 们 现在 用 (12.22“) 对 此 进行 检验 。 令 zx=(uiyz) 和 局 
二 (v1;v2) 是 定义 域 中 的 任意 两 点 , 则 fF(w)= zi 和 f(w)= 
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viv2o。 假定 
f(v) 之 f(u) 或 v1vV2 之 U1 U2 (vi, v3, U1, Uz 之 0) 
(12.27) 
因为 f 的 偏 导 数 为 1 = zx2,f2=x1,(12.22 ) 相 当 于 条 件 
filw (vm un) + fo(u)(vy — us2) 
= zo(zol- ui)+ui(v yu)0 
或 者 重 排 后 
zz 一 2) 之 2 — vv) (12.28) 

我 们 需要 考察 ul 和 xs， 值 的 四 种 可 能 性 。 首 先 , 若 xi = 4, = 
0, 则 (12.28) 一 般 是 满足 的 。 其 次 , 石 xi=0,xz>0, 则 (12.28) 化 
简 为 条 件 xr vi 之 0 ,因为 wx 和 wi 均 为 非 负 , 所 以 ,条 件 (12.28) 依 
然 满 足 。 第 三 , 若 ul >0,v =0, 则 (12.28) 化 简 为 条 件 0 之 
一 wi1v2, 条 件 仍 然 满足 。 最 后 ,假定 xi 和 ws 均 为 正 , 从 而 oa 和 
v2 也 为 正 。 在 (12.27) 两 边 同时 减 去 vzxi, 得 到 

vv — U1) 之 2 — v,) (12.29) 
它 本 身 又 有 三 种 子 可 能 性 : 

1. 若 吉 == v5;, 则 vj 宇 u1。 实 际 上 我 们 应 当 有 vi > xj, 因为 
(ui,uz2) 和 (vi,v2) 是 不 同 的 点 。 这 样 ws = 二 wv， 和 vi 之 ui 意味 着 
条 件 (12.28) 满 足 。 

2. 若 z>zp, 则 由 (12.29), 必 然 也 有 zl > xi, 以 xzvo 同 
乘 (12.29) 两 边 ,得 到 


us( v1 u1) 三 (za 一 v2) 
U2 
>uil(u; 一 v,) | 因为 旦 > 1 
U2 


(12. 30) 
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因此 (12.28) 又 得 到 满足 。 

3. 最 后 一 种 子 可 能 性 是 ,< v ,这 意味 着 u,/v, 是 一 正 分 
数 。 在 此 情况 下 ,(12.30) 的 第 -- 行 成 立 。 第 二 行 也 成 立 , 但 原因 
不 同 :负数 (zz 一 v;) 的 分 数 (u2/v,) 大 于 (us 一 vy) 自身 。 

由 于 (12.28) 在 可 能 发 生 的 各 种 情况 下 均 得 到 满足 ,所 以 函数 
396z = TX1XT2(X1;X2 之 0) 是 拟 思 的。 因此 ,必要 条 件 (12.25) 应 成 立 。 
由 于 f 的 偏 导 数 为 

fi=7x2 f=r =j=0 f= f=1 
可 知 相关 的 主子 式 是 








0 二 2 
2 0 
0 2 1 
| B, | = 之 2 0 l = 2xX1X; 宇 0 


证 1 ] 0 


所 以 (12.25) 的 确 满足 。 但 要 注意 , 仅 在 正 的 正 交 分 划 体 上 ， 
(12.26) 才 能 得 到 满足 。 


例 5 证 明 z= f(z,y)= zy(x,y>0,0<a,b<1) 是 拟 媚 
函数 。 此 函数 的 偏 导 数 为 


fr=ar YY fy=bry fy= 6b(b -1)ry 
frrz =a(a -1)x “yw f= fy = abx® "yy! 
因此 ,|B | 的 主子 式 有 如 下 符号 








= (are-1 光 )2 < 0 
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一 





0 太太 
1 By1= ff, fo fi|= [2a’b* ~ a(a — 1)6° 
fy fyr fyy 





a:b(b 1)jrY* “yt? > 0 
这 满足 拟 止 性 的 充分 条 件 (12.26)。 尽 管 判 别 标准 (12.26) 不 能 证 
实 这 一 点 ,但 给 定 函 数 实 际 上 是 严格 拟 凸 函数 。 
对 海 塞 加 边 行 列 式 的 进一步 考察 


(12.23) 定 义 的 加 边 行 列 式 |1B| 与 海 塞 加 边 行列 式 


0 gg! g2 ** gn 
1 LI ZL Zi 
IHI= ig Za Za “22, 
Bn Lnl Ln? 可 Lnn 


的 不 同 之 处 有 两 方面 :(1) 1B| 中 的 加 边 元 素 是 函数 f 而 非 g 的 
一 阶 人 篇 导数 ;和 且 (2) 1B| 中 的 其 余 元 素 是 f 而 非 拉 格 郎 日 函数 Z 397 
的 二 阶 偏 导数 。 然 而 ,在 线性 约束 方程 g(zi，…zn)=aizl 十 ，… 
+ anzn =c 的 特定 情况 下 [一 种 在 经 济 学 中 经 常 遇 到 的 情况 ( 见 
12.5 和 12.7 节 )j ,2 简化 为 f;。 这 样 , 拉 格 朗 日 函数 为 
Z= f(riy,r) tA[c- arri—-*— ar,] 

所 以 Z;=f-Aia; 和 2Z; = f; 

回 到 “ 边 ” ,我们 注意 到 线性 约束 函数 产生 一 阶 导 数 gj = a,。 


进而 , 当 一 阶 条 件 满足 ,我们 有 ZL = 一 A Qj; 三 0, 所 以 万 =4ai ,或 
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户 =4g。 因此 ,1B1 中 的 边 只 不 过 是 | 五 { 的 边 被 正 的 标量 1 乘 。 
通过 顺序 提取 | 五 | 的 横 边 和 纵 边 的 公 因子 ( 见 5.3 节 例 $) ,得 到 
[了 | = 42:H| 

结果 ,在 线性 约束 情况 下 ,在 2 的 稳定 点 ,两 个 行列 式 总 有 相同 的 
符号 。 同 理 ,在 该 点 主子 式 | B;| 和 | 瑟 ;| (i=1,…,n) 必 然 也 有 相 
同 的 符号 。 那 么 由 此 可 知 , 如 果 加 边 行列 式 |1B| 满 足 (12.26) 中 拟 
叫 性 的 充分 条 件 , 则 海 塞 加 边 行列 式 | 互 | 必 定 满足 表 12.1 约束 最 
大 化 的 二 阶 充分 条 件 。 类 似 的 联系 还 存在 于 拟 凸 性 与 满足 线性 约 
束 最 小 化 的 二 阶 条 件 之 间 。 


绝对 与 相对 极 值 


拟 凹 性 与 二 阶 条 件 之 间 关 系 的 更 全 面 描述 列 在 图 12.6 中 。 
《对 其 作 适 当 修 正 , 它 也 适 于 拟 凸 性 的 图 形 .) 图 12.6 与 图 11.5 按 
照相 同 的 思想 构造 起 来 ,并 按 相 同 的 方式 阅读 , 它 将 拟 凹 性 与 约束 
绝对 极 大 值 及 约束 相对 极 大 值 联 系 起 来 。 图 上 部 的 三 个 椭圆 概括 
了 相对 约束 极 大 值 的 一 阶 和 二 阶 和 条件。 中间 那 列 和 矩形, 同 图 11.5 
中 的 那些 矩形 一 样 ,将 相对 极 大 值 . 绝 对 极 大 值 .唯一 绝对 极 大 值 
的 概念 彼此 联系 起 来 。 

但 真正 有 价值 的 信息 可 以 在 两 个 萎 形 和 通过 萎 形 的 加 长 的 == 
符号 中 发 现 。 左 边 的 图 形 表 明 ,一 日 一 阶 条 件 满足 , 且 如 果 萎 形 中 
所 列 的 两 个 附加 条 件 得 到 满足 , 便 得 到 绝对 约束 极 大 值 的 充分 条 
件 。 第 一 个 附加 条 件 是 函数 /为 显 拟 凹 函数 ,这 是 一 个 新 的 、 我 
们 必须 马上 加 以 定义 的 概念 。 

当 且 仅 当 


flv)> flu) = flou+ (1 ~- 0)v] > flu) 
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图 12.6 


/ 为 显 拟 也 函数 。 
这 个 定义 性 质 表 明 , 只 要 曲面 上 的 点 f/(wv) 高 于 男 一 个 点 fl(u)， 
那么 ,所 有 中 间 的 点 (位 于 定义 域 中 线段 uv 正 上 方 曲 面 上 的 点 )393 
必定 也 高 于 Aux)。 这 个 规定 的 作用 在 于 排除 曲面 上 的 任何 水 平 
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平面 部 分 注意 , 显 拟 目 性 条 件 并 不 像 严 格 拟 凹 性 条 件 那样 强 ， 
因为 后 者 要 求 FLb +(1- bo)]j>FGu)，,， 即 便 对 f(v)= f(w) 也 
是 如 此 ,这 意味 着 非 水 平平 面 也 被 排除 了 。% 左边 萎 形 的 附加 条 
件 是 集合 |(zi…z)ig(zi zu)=ci 为 凸 集 。 但 是 如 果 像 我 
们 上 且 前 内 容 中 那样 ,把 约束 条 件 设 定 为 等 式 , 那 么 当 且 仅 当 约束 函 
数 是 线性 的 (比如 二 维 定义 域 中 的 一 条 直线 ) 时 ,所 说 的 集合 才能 
是 西 集 。 因 此 ,在 这 里 ,第 二 个 附加 条 件 只 是 指 线性 约束 方程 。 当 
这 两 个 附加 条 件 都 满足 时 ,我 们 就 将 研究 位 于 定义 域 中 直线 (或 平 
面 或 超 平面 ) 正 上 方 不 含水 平 区 域 的 曲面 (或 超 曲面 )。 在 这 个 曲 
面 的 子 集中 求 得 的 局 部 极 大 值 必定 为 绝对 约束 极 大 值 。 

图 12.6 右边 的 萎 形 包含 比 严 格 拟 四 性 更 强 的 条 件 。 严 格 拟 
凹 函数 必定 为 显 拟 止 函数 ,尽管 反之 不 成 立 。 因 此 , 当 严 格 拟 凹 性 
代替 显 拟 凹 性 时 , 仍 能 保证 存在 绝对 约束 极 值 。 但 这 时 绝对 约束 
极 值 必定 也 是 唯一 的 ,因为 曲面 上 任何 地 方 均 无 平面 部 分 存在 从 
根本 上 排除 了 多 重 约束 极 大 值 的 可 能 性 。 


练习 12.4 


1 绘 出 有 如 下 特征 的 严格 拟 凹 曲线 z= f(x): 
(a) 也 是 拟 凸 的 (&) 不 是 问 的 


9 令 曲 面包 含水 平平 面部 分 PP 使 得 fA(w)EP,f(v) 信 P。 那 么 这 些 位 于 PP 上 的 
中 间 的 点 的 高 度 将 等 于 f(w), 因 而 违背 严格 拟 冲 性 的 要 求 。 

电 令 曲 面包 含 和 斜 平 面部 分 已 ,使 得 f(w)= f(wv) 均 位 于 P 上 。 那 么 ,所 有 中 间 
的 点 也 将 位 于 P 上 , 生 高 度 等 于 几 x) ,因而 违背 严格 所 外 性 的 要 求 。 
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(5) 不 是 拟 凸 的 (e) 既 非 凹 也 非 凸 的 
(c) 不 是 凸 的 《f) 既 思 又 凸 的 
2 下 面 的 函数 是 拟 止 的 吗 ? 是 严格 拟 四 的 吗 ? 先 用 图 形 进 行 检验 ,再 
用 (12.20) 进 行 代 数 检验 。 假 设 zz 之 0。 
(a) flr)=a (6) f(r)=atbr(b>0) (ec) f(r)=atcr(c<0) 
3 (a) 令 z= 了 f(x) 可 绘 成 斜率 为 负 , 形 状 像 第 一 象限 内 钟 形 曲 线 右 半 
部 分 的 那样 一 条 曲线 ,并 通过 点 (0,5),(2,4),(3,2),(5,1)。 令 z= g(xz) 斜 
率 为 正 的 45" 线 。f(xz) 和 g(x) 为 拟 四 的 吗 ? 
(5) 现在 绘 出 和 Fz)+g(z) 的 图 形 。 此 种 函数 是 拟 四 郴 数 吗 ? 
4 通过 考察 图 形 并 运用 (12.21), 检 验 下 列 函 数 是 如 下 情况 中 的 哪 一 
种 : 拟 凸 ; 拟 凸 ;既是 拟 凹 ,又 是 拟 凸 ; 既 非 拟 上 四 ,也 非 拟 凸 。 
(a) f(x)=7x ?~27r (6) 7Czlzz)=6zl 一 9z， 
(c) f(x1,X2) = x2 Inzxi 
5 (a) 验证 三 次 函数 >= ar3+par2z+crz+az 一 般 情 况 下 既 非 拟 凹 函 400 
数 , 也 非 拟 凸 函数 。 
(5) 对 于 zx 之 0, 有 可 能 对 参数 施加 某 些 限 制 , 使 得 函数 变 成 既是 拟 四 ， 
又 是 拟 凸 吗 ? 
6 运用 (12.22) 检 验 z= x (x 宇 0) 的 拟 四 性 和 拟 凸 性 。 
7 证 明 z= zxy (zy 二 0) 不 是 拟 止 的 。 
8 运用 加 边 行 列 式 检验 下 列 函 数 的 拟 目 性 和 拟 凸 性 : 
(a) z= -zy(r,y>0) (5b) z= -(r+1y-(y+2Y (zy>0) 


12.5 效用 最 大 化 与 消费 需求 


我 们 前 面 曾 引用 效用 函数 的 最 大 化 作为 约束 最 优化 的 例子 。 
现在 我 们 来 更 详尽 地 讨论 这 一 问题 。 为 简单 计 ,我 们 仍 假 设 消 费 
者 仅 选 择 两 种 物品 ,它们 都 有 连续 的 正 的 边际 效用 函数 。 两 种 物 
品 的 价格 均 由 市 场 决定 ,因而 是 外 生 的 ,尽管 我 们 在 本 节 将 省 略 价 
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格 符号 的 零下 标 。 若 消费 者 的 购买 力 为 给 定数 量 B, 那 么 要 解决 
的 问题 是 最 大 化 平滑 (指数 ) 效 用 哨 数 
U = U(x,y) (U,,U, > 0) 


满足 
PP, + yP,= B 


一 阶 条 件 


最 优化 模型 的 拉 格 朗 日 函数 是 
Z= U(xr,y) +4 (B — xzP, — yP,) 
作为 一 阶 条 件 ,我 们 得 到 如 下 一 组 联 立 方程 
Zi= BB- xzP,- ypP,=0 
Zr = LU-MP =0 (12.31) 
Z,_ U, -AP, =0 





因 最 后 两 个 方程 等 于 
U, U, , 
bi (12.31’) 


所 以 一 阶 条 件 实际 上 要 求 满 足 (12. 31’), 满 足 预算 约束 一 一 
(12.31) 中 的 第 一 个 方程 。(12. 31’ ) 所 表述 的 不 过 是 在 古典 消费 
401 者 理论 中 所 熟悉 的 命题 :为 使 效用 最 大 化 ,消费 者 必须 分 配 其 预算 
以 使 每 一 物品 的 边际 效用 与 价格 之 比率 相等 。 具 体 地 说 ,在 均衡 
或 最 优 状 态 ,这 些 比率 应 有 共同 值 M。 正 如 我 们 前 面 所 知道 的 那 
样 , 4 度量 约束 常数 对 目标 函数 最 优 值 的 比较 静态 效应 。 因 此 ,在 
这 里 4= (3U/3B); 即 拉 格 朗 日 乘 数 的 最 优 值 可 以 解释 成 当 消 费 
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石 我 们 将 (12.31 ) 中 的 条 件 重 述 如 下 


L 
LU 


~» 





= po (12.31’) 


则 按照 无 差异 曲线 的 概念 ,我 们 可 以 对 一 阶 条 件 进行 新 的 解释 。 
点 的 轨迹 。 这 意味 着 在 一 条 无 差异 曲线 上 必然 有 
dU = Udr + Udy= 0 

它 隐 含 着 dy/dzx = - U,/U,。 因 此 ,车 我 们 在 zy 平面 上 绘 出 一 
条 无 差异 曲线 ,那么 ,其 斜率 dy/dz ,必定 等 于 边际 效用 比率 的 负 
值 。( 因 为 我 们 假定 U,, U,>>0, 无 差异 曲线 的 斜率 必定 为 负 ,) 反 
之 ,因为 U,/U, 是 无 差异 曲线 斜率 的 负 值 ,所 以 它 必然 表示 两 物 
品 间 的 边际 替代 率 。 

P,/P, 是 何 含义 呢 ? 正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ,此 比率 表示 
预算 约束 图 形 斜率 的 负 值 。 预 算 约 东 zxP, + yP, = B8, 还 可 以 写成 402 


_B PP 
”PP, Pp, 


所 以 当 像 图 12.7 中 那样 在 xy 平面 上 绘 出 预算 线 时 , 它 是 一 条 斜 
率 为 一 P,/P,, 纵 截 距 为 B/P, 的 直线 。 z 

因此 ,一 阶 条 件 的 新 形式 一 一 (12.31”) 加 上 预算 约束 一 一 揭 
示 出 要 使 效用 最 大 化 ,消费 者 必须 对 其 预算 进行 分 配 ,以 使 预算 线 
的 斜率 (消费 者 必须 将 其 支出 控制 在 预算 线 上 ) 等 于 无 差异 曲线 的 
斜率 。 图 12.7a 中 的 EE 点 , 即 预算 线 与 无 差异 曲线 的 切 点 ,满足 
这 一 条 件 。 


二 阶 条 件 


车 上 述 问题 的 海 塞 加 边 行列 式 为 正 , 即 如 果 
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P, P 


y 


0 
11= IP, Us, Uy = 2P.P,U,, - PU,,. ~ PU, >0 
U, U, 


Y 





(12. 32) 
(所 有 导数 均 在 临界 值 和 5 处 计 值 ), 那么 ,U 的 稳定 值 必 然 是 
极 大 值 。(12.32) 中 存在 导数 U,,, U, 和 U,, 清 楚 表 明 , 满 足 这 些 
条 件 要 对 效用 函数 ,因而 对 无 差异 曲线 的 形状 施加 某 些 限制 。 这 
些 限制 是 什么 呢 ? 

首先 考察 无 差异 曲线 的 图 形 。 我 们 可 以 证 明 向 下 倾斜 的 无 差 
异 曲 线 在 切 点 下 严格 凸 。 正 如 负 的 dy/dr(= - U,/U,) 可 以 保 
证 无 差异 曲线 向 下 倾斜 一 样 , 正 的 d2yvdz2 也 可 以 保证 无 差异 曲 
线 的 严格 凸 性 。 为 得 到 表达 式 4d?*y/qdx?’ ,我 们 可 以 将 - U,/U, 对 
z 微分 。 但 在 微分 时 我 们 必须 记 住 , U, 和 U,( 作 为 导数 ) 都 是 x 
和 y 的 函数 ,而 且 在 给 定 的 无 差异 曲线 上 ,y 本 身 也 是 x 的 函数 。 


因而 U, 与 U, 都 可 以 仅 看 作 是 x 的 函数 。 因 此 ,我 们 可 以 得 到 全 
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导数 








dy du) (v0 v0 
dxz2 dzx U, US > dx < dz 


(12.33) 
因 zx 不 仅 能 直接 影响 U, 和 D, 而 且 通过 y 作 中 介 , 也 能 对 其 产 
生 间 接 影响 ,所 以 有 


dLU dy dU, dy 
dr | Uss + Uy dz dx Us + U 


YY dx 





(12.34) 
其 中 dy/dz 是 无 差异 曲线 的 斜率 。 现 在 ,在 切 点 一 一 与 讨论 的 403 
二 阶 条 件 有 关 的 唯一 的 点 一 一 无 差异 曲线 斜率 与 预算 线 斜率 相 
等 ; 即 dy/dzr = - P,/P,。 因 此 可 将 (12.34) 重 写成 


dU P dU P 

Cr 加 x “Ty _ J Oz 

dr Uz ~ Uy P, dx Uzy — Uy P, 
(12.34 ) 


将 (12.34 ) 代 入 (12.33), 并 利用 信息 
U, = [由 (12.31”)] 


再 提取 公 因 子 U,/P? ,最 终 可 将 (12.33) 化 为 
diy _ 2PPyU,y -~ PyUsr ~ PiU,, 1HI 
dz UP， UP 
显然 , 当 满 足 二 阶 充分 条 件 (12.32) 时 ,(12.33”) 中 的 二 阶 导 
数 为 正 ,相关 的 无 差异 曲线 在 切 点 为 严格 点 。 在 这 里 ,无 差异 曲线 
在 切 点 的 严格 凸 性 也 意味 着 满足 充分 条 件 (12.32)。 这 是 因为 ,给 
定 处 处 无 稳定 点 的 无 差异 曲线 的 斜率 为 负 ,d?y/dx? 在 严格 凸 曲 


线 上 取 零 值 的 可 能 性 被 排除 ,因而 现在 严格 凸 性 仅 能 产生 正 的 
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(12.33') 





dzvxvdzx? ,因此 由 (12.33) ,只 能 产生 正 的 | 五 | 。 

但 是 回忆 一 下 ,| 右 | 中 的 导数 仅 在 临界 值 x 和 y 处 计算 其 
值 。 因 此 ,无 差异 曲线 的 严格 凸 性 作为 充分 条 件 , 仅 适 合 于 切 点 。 
如 图 12.7a 中 虚线 所 示 ,在 离开 切 点 下 的 地 方 ,曲线 中 包含 一 段 
凹 弧 也 是 可 以 接受 的 。 另 一 方面 ,如 果 已 知 效 用 困 数 为 平滑 、 递 增 
的 拟 种 羡 数 ,那么 ,每 一 无 差异 曲线 将 处 处 严格 西 。 这 样 的 效用 函 
数 具 有 像 图 12.42 中 那样 的 曲面 。 当 这 样 的 曲面 被 与 zy 平面 平 
行 的 平面 横 切 时 ,每 次 相 切 ,我 们 都 得 到 一 个 横 截 面 ,此 截面 投射 
到 zy 平面 时 , 便 成 为 一 条 严格 拟 语 ,向 下 倾斜 的 无 差异 曲线 。 在 
此 情况 下 ,无 论 切 点 在 无 差异 曲线 的 什么 位 置 出 现 ,二 阶 充分 条 件 
总 是 满足 的 。 此 外 ,无 差异 曲线 上 仅 能 存在 一 个 给 定 预 算 线 能 够 
达到 的 唯一 绝对 最 大 效用 水 平 的 切 点 。 这 个 结果 与 图 12.6 右边 
的 菱形 的 结论 是 完全 一 致 的 。 

我 们 曾 反 复 提 醒 读 者 二 阶 充分 条 件 并 非 必要 条 件 。 这 里 我 们 
介绍 (12.32) 不 成 立时 的 效用 最 大 化 问题 。 如 图 12.72 所 示 , 假 
设 相 关 的 无 差异 曲线 包含 一 段 与 预算 线 重 合 的 线段 。 那 么 ,很 明 
显 ,我 们 有 多 重 极 大 值 , 因 为 现在 一 阶 条 件 U,/U, = P,/P, 在 无 

404 差 异 曲 线 的 线段 部 分 处 处 得 到 满足 ,比如 EI、E, 入 3 等。 实际 
上 ,它们 都 是 绝对 约束 极 大 值 。 但 因为 在 线段 上 d*y/dx” 为 零 ， 
由 (12.33”) 我 们 有 | 玉 | =0。 因 此 ,尽管 在 此 情况 下 违背 二 阶 充分 
条 件 (12.32) ,依然 达到 了 极 大 化 。 

无 差异 曲线 上 出 现 线 段 表 明 效 用 曲面 上 存在 倾斜 的 平面 
部 分 。 当 效用 范 数 为 显 拟 止 而 不 是 严格 拟 上 四 时 ,就 会 出 现 这 种 情 
况 。 如 图 12.78 所 未 ,点 Ei、E;、E; 均 位 于 可 实现 的 最 高 的 无 差 


异 曲 线 上 ,在 给 定 线 性 预算 约束 下 产生 同样 的 绝对 最 大 效用 。 
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参考 图 12.6 ,我 们 注意 到 这 一 结果 与 左边 萎 形 传递 的 信息 完全 一 
致 。 


比较 静态 分 析 


在 我 们 的 消费 者 模型 中 ,价格 P, 和 P, 以 及 预算 B, 均 是 外 生 

的 。 如 果 假 设 二 阶 充 分 条 件 满 足 , 那 么 我 们 可 以 在 一 阶 条 件 
(12.31) 基 础 上 分 析 模 型 的 比较 静态 性 质 。 将 (12.31) 视 为 一 组 方 
程 所 ==0(j=1,2,3), 其 中 函数 户 具有 连续 偏 导数 。 如 (12. 19) 
所 指出 的 那样 ,这 组 方程 内 生变 量 雅 可 比 行列 式 必 与 海 塞 加 边 行 
列 式 有 相同 的 值 , 即 jJ| = | 互 | 。 因 此 , 当 满 足 二 阶 条 件 (12.32 )， 
| 刀 必 为 正 , 且 在 原始 最 优 状 态 下 不 为 零 。 因 而 可 应 用 隐 图 数 定 
理 , 且 我 们 可 将 内 生变 量 的 最 优 值 表示 成 外 生变 量 的 隐痛 数 ， 

4 =4 (P,,P,,B) 

r=7x(P,,P,,B) (12.35) 

y=y (P,,P,,B) 
我 们 知道 ,它们 具有 能 够 给 出 比较 静态 信息 的 连续 偏 导数 。 特 别 
地 ,后 两 个 函数 过 和 了 的 导数 描述 了 消费 者 的 需求 行为 , 它 可 以 
揭示 消费 者 如 何 对 价格 和 预算 变化 作出 反应 。 但 要 求 出 那些 导 
数 ,必须 首先 将 (12.31) 转 换 成 如 下 均衡 恒等式 : 

B-rzP,.- 5P,=0 

U(x,y)—AP,=0 (12.36) 

U,(z,y) -iP,=0 
通过 对 每 个 恒等式 依次 取 全 微分 (允许 每 个 变量 变化 ) ,并 注意 到 4os 
U,, 二 Uy , 则 我 们 得 到 线性 方程 组 
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- Pdrz— Pdy=7x dP,+y dP,— dB 
—- PdA+ Udz+ Udy = AdP, 
—- PdA + Uy drt+ U, dy = XdP, 
(12.37) 
为 研究 预算 规模 (也 指 消费 者 收入 ) 变 化 的 影响 , 令 dP, = 
dP, 0, 但 令 dB 和 0。 那么 ,以 dB 通 除 (12.37) ,并 将 微分 的 比率 
解释 成 偏 导数 ,我 们 可 以 写 出 矩阵 方程 和 





0 一 P -PrenaveB) -1] 
~-P, U, U,, ||(3z/93B)|= , (12.38) 
-PP，U U,, |!l(ay/3B) 0 


读者 可 以 验证 ,系数 矩阵 中 元 素 的 排列 恰 与 雅 可 比 行 列 式 | 中 
元 素 排 列 相同 , || 与 | 日 | 的 值 相同 ,尽管 | 日 | 的 第 一 行 和 第 一 列 
具有 P, 和 了 ,而 非 - P. 和 一 P,)。 根 据 克 莱 姆 法 则 ， 我 们 可 解 
出 三 个 比较 静态 导数 ,但 我 们 将 注意 力 集中 于 如 下 两 个 导 








0 -1 —P, 
- 一 了 U, 
( 随 )=T 站 一 P 0 U,, = > 
3B) 1 Tp v, 
一 卫 0 U 


(12.39) 


由 将 (12.36) 对 号 求 全 微分 ,也 可 得 到 和 矩阵 方程 (12.38) ,但 微分 时 要 记 住 幅 式 
解 (12.35)。 


530 











0 一 卫 ， 一 ] 
1 1 一 一 P. LO: 
读 )= -万 -P, U,, 0 | 一 一 
3) 了 
-~-P, U, 0 | 
(12.40) 


根据 二 阶 条 件 ,1|=| 坟 | 同 P 和 P, 一 样 , 均 为 正 。 遗 憾 的 是 ， 
没有 Pr Dy 用 吕 s 相 对 六 小 的 颌 外 信息 ,我 们 仍 难以 确定 这 两 个 
比较 静态 导数 的 符号。 这 意味 着 当 消 费 者 预算 增加 时 ,其 最 佳 购 
买 量 芝 和 yy 可 能 增加 ,也 可 能 减少 。 妆 B 增加 ,减少 时 ,产品 工 
被 称 作 低 质 品 (相对 于 正常 品 而 言 )。 

其 次 ,我 们 可 以 分 析 已 , 变化 的 影响 。 这 次 令 4P, = dB =0,406 
但 使 ZP. 天 0, 然后 以 4P, 通 除 (12.37) ,我 们 得 到 另 一 个 矩阵 方 


程 





0 -P, -P,l[GQGA/P)| rz 
-PP, Us Us ||(az/0P.)|= |a (12.41) 
和 P, L U.,, | (dy /9P,) | 0 








由 此 ,得 到 下 列 比 较 静 态 导数 : 

















0 工 -Pb, 
[3 元 ) 1 - 
aPp, 和 | | | 一 天 A U,, 
-P, 0 U,, 
一 1 本 
| - Pp, U,, I Lv 
=Ti+T [LT 代表 第 ;项 ] (12.42) 
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天 
(党 ) =T 让 -PP Us 
|_p U, 0 
-|-P Us| 7|10 -Pb, 
TT P，U JP UvU, 
二 Ts + 了 (12.43) 


如 何 解释 这 两 个 结果 ? 第 一 个 结果 (93x /9P,) 表 明 P, 的 变 
化 如 何 影 响 z 的 最 优 购买 量 ; 因 此 它 为 我 们 研究 消费 者 对 z 的 需 
求 函 数 提供 了 基础 。P;, 变化 的 影响 包括 两 项 。 第 一 项 Ti ,运用 
(12.39) 可 重 写 成 ~ (3937x /3B)xz。 这 样 ,Ti 似乎 是 B( 预 算 或 收 
入 ) 变 化 对 最 优 购买 量 z 的 影响 的 度量 , 且 xz 本 身 充当 加 权 因 子 ， 
但 因此 导数 显然 与 价格 变化 相关 ,所 以 ,必须 将 工 | 解释 成 价格 变 
化 的 收入 效应 。 当 P, 上 升 时 ,消费 者 实际 收入 的 下 降 将 会 对 工 
产生 类 似 于 B 实际 下 降 而 产生 的 影响 ,因此 用 一 (3x /9B) 表 示 。 
可 以 理解 ,商品 x 在 预算 中 的 地 位 越 突 出 ,收入 效应 将 越 大 一 一 
因此 在 Ti 中 出 现 加 权 因 子 + 。 这 个 解释 还 可 以 通过 以 微分 dB 
407 = 一 工 dP; 表示 的 消费 者 有 效 收入 的 减少 ,来 更 正式 地 加 以 证 明 。 
则 有 


~-__ dB 
~ aP, 
(12.44) 


和 一 ( 叙 )z= = ( 荐 ) 多 
它 表 明 ,了 是 ZP, 通过 已 对 工 影响 的 度量 , 亦 即 收入 效应 的 度量 。 


如 果 我 们 现在 以 数量 上 等 于 dB 的 现金 支付 来 补偿 消费 者 的 
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实际 收入 减少 ,那么 ,由 于 收入 效应 的 抵 销 作用 ,比较 静态 导数 
(3 去 MP, ) 中 余下 的 项 , 即 T;, ,将 度量 完全 由 于 价格 变化 引致 的 一 
种 商品 对 另 一 种 商品 的 殖 代 而 出 现 的 x 变化 ; 即 T, 将 度量 P, 变 
化 的 替代 效应 。 为 更 清楚 起 见 ,我 们 回 到 (12.37) ,考察 收入 补偿 
如 何 改变 这 种 情况 。 当 仅 研 究 4P, 的 影响 时 (dP, = dB = 0)， 
(12.37) 中 的 第 一 个 方程 可 写成 - Pdz -Pydy = 工 dP。 因为 消 
费 者 实际 收入 的 减少 就 标示 于 表达 式 xz dP 中 (顺便 提 一 句 , 它 仪 
在 第 一 个 方程 中 出 现 ) ,所 以 ,对 消费 者 进行 补偿 , 亦 即 令 该 项 等 于 
0 
零 。 若 这 样 ,(12.41) 中 的 常数 向 量 就 应 由 | 1 本 , 且 导 数 


, 


I 


(3X /9P,) 的 补偿 收入 形式 将 为 








0 0 -P, 
2x) lp 
9P， 和 上 生 | + 4 Uy, 
-PP,， 0 U,, 
a 0 -PP, 
-1 -7 
: -PP y U,, 





因此 ,可 将 (12.42) 表 示 成 如 下 形式 


9 云 、_ /az\. /93z 
(53P = Tit TT, 一 一 (总)z+ (着 ) 


收入 效应 替代 效 鼎 





(12.42 ) 
这 个 结果 将 比较 静态 导数 (oz MaP.) 分 解 成 收入 效应 和 替代 效应 
两 部 分 ;此 即 所 谓 的 "斯 拉 菊 基 方程 的 两 物品 形式 。 
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那么 ,如 何 讨 论 (3z /9P,) 的 符号 呢 ? 替代 效应 T; 明显 为 
负 , 因 为 |]|>0,4>0[ 见 (12.31’)]。 而 收入 效应 TI, 按照 
(12.39) , 则 是 不 确定 的 。 若 Ti 为 负 , 则 TT, 便 会 得 到 强化 ;在 此 
情况 下 , P, 增加 必 将 导致 减少 购买 ,效用 最 大 化 消费 者 的 需求 
曲线 斜率 为 负 。 若 T| 为 正 , 但 其 值 相 对 于 T, 要 小 , 则 它 将 弱化 


408 蔡 代 效 应 ,虽然 总 的 结果 依然 以 向 下 倾斜 的 需求 曲线 表示 。 但 在 


Ti 为 正 且 支配 T, 时 (比如 当 工 为 消费 者 预算 中 之 主要 项 目 , 因 
而 提供 了 一 个 优势 加 权 因 子 时 , 便 属于 这 种 情况 ),P, 上 升 实际 上 
会 导致 购买 的 增加 。 具 有 这 种 需求 特征 的 商品 称 作 吉 芬 商品 。 
当然 ,正常 情况 下 ,我们 可 以 预期 (3x /3P,) 为 负 。 

最 后 ,我 们 考察 (12.43) 中 的 比较 静态 导数 ,(ay /9P,)=T， 
+ T4, 它 与 z 价值 变化 对 y 的 最 优 购买 量 的 交叉 影响 有 关 。T: 
项 与 Ti 项 非常 类 似 , 仍 可 解释 为 收入 效应 2 注意 ,这 里 的 加 权 
因子 仍 为 x 而 非 了 ,这 是 因为 我 们 在 研究 P, 变化 对 实际 收入 的 
影响 ,这 种 影响 的 大 小 取决 于 x (而 非 y ) 在 消费 者 预算 中 的 相对 
重要 性 。 自 然 , 剩 下 的 一 项 T4 ,仍然 是 替代 效应 的 度量 。 

按照 (12.40) ,Ts3 的 符号 由 诸如 ULU 等 因子 决定 ,如 果 
不 对 模型 加 以 限定 ,就 不 能 确定 其 符号 。 但 替代 效应 T4 在 模型 
中 必然 为 正 ,因为 4, P, ,了 P, 及 | | 均 为 正 。 这 意味 着 在 两 商品 模 
型 中 ,除非 为 更 大 的 负 的 收入 效应 所 抵消 ,否则 xz 价格 的 上 升 总 


QD 着 读 者 希 记 更 进一步 确定 丁 ; 代表 收入 效应 ,那么 ,可 运用 (12.40) 和 (12.44) 
写 出 


_ (397 2 了 
Ti = -( 害 )z= (高 ) 全 


因而 Ts 表示 P, 变化 通过 收入 因子 B 对 了 的 影响 。 
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会 增加 y 的 购买 。 换 言 之 ,在 现在 的 模型 中 (其 中 消费 者 仅 有 两 种 
商品 可 供 选 择 ) ,这 两 种 商品 问 存 在 替代 关系 。 

尽管 上 面 的 分 析 仅 涉及 P, 变化 的 影响 ,但 我 们 的 结论 完全 
适用 于 P, 变化 的 情况 ， 我 们 的 模型 恰好 是 变量 x 和 完全 对 称 
的 模型 。 所 以 ,要 推出 P, 变化 的 影响 ,只 需 将 上 面 得 到 的 结果 中 
的 x+ 和 y 的 角色 互 换 即 可 。 


价格 与 收入 成 比例 的 变化 


考察 当 所 有 三 个 参数 P, .P, 和 B 按 同 一 比例 变化 时 ,过 和 y 
受到 何 种 影响 ,也 是 一 件 有 意义 的 工作 。 这 种 问题 虽 仍 属 比较 静 
态 学 的 领域 ,但 与 上 面 的 分 析 有 所 不 同 ,现在 的 研究 涉及 所 有 参数 
同时 变化 。 

当 两 种 物品 价格 与 收入 -: 道 , 均 增 加 7 和 倍 时 ,预算 约束 的 每 一 
项 均 增 加 7 倍 , 变 成 

jB -jzxP, - jyP,= 0 
但 由 于 公 因 子 j 可 以 消去 ,这 个 新 的 约束 实质 上 与 原来 是 一 样 的 。 
而 效用 函数 则 与 参数 无 关 。 因 此 ,z 和 y 原来 的 均衡 水 平 仍然 有 40s 
效 , 即 在 我 们 的 模型 中 ,消费 者 均衡 状态 不 受 价 格 与 收入 等 比例 变 
化 的 影响 。 因 此 ,在 现在 的 模型 中 ,消费 者 没有 任何 “货币 幻觉 ”。 
这 种 情况 可 用 下 述 方程 表示 

r (P,P,,B) = 工 (jP,,jP,,iB) 

y (P,P,,B) =y (jyP,,IP, ,7B) 

有 共有 上 述 性 质 的 函数 工 和 了 了 不 是 普通 函数 ,它们 是 被 称 为 齐 
次 盟 数 的 一 类 特殊 函数 中 的 一 例 。 齐 次 函数 具有 重要 的 经 济 意 
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义 ,我 们 下 一 节 将 对 其 进行 考察 。 


练习 12.5 


1 给 定 U=(zxz+2)(y+1) 及 P, =4,P,=6,B=130: 

(a) 写 出 拉 格 朗 日 卫 数 。 

(65) 求 最 优 购 买 水 平和 y。o 

(c) 满足 极 大 值 二 阶 充分 条 件 吗 ? 

(4d) (5) 部 分 的 答案 给 出 比较 静态 信息 了 吗 ? 

2 仍 假设 U= (x +2)(y+1), 但 不 为 价格 和 收入 参数 设 定 具 体 数值 。 

(a) 写 出 拉 格 朗 日 函数 。 

(5) 求 三 了 及 (以 参数 P,,P, 和 B 表示 )。 

(c) 检验 极 大 值 的 二 阶 充 分 条 件 . 

(d) 令 P,=4,P,=6 及 有 =130, 检 验 上 面 问 题 答案 的 正确 性 。 

3 练习 12.5-2 的 解 (去 和 和 了) 能 够 产生 比较 静态 信息 吗 ? 求 出 所 有 比 
较 静 态 导 数 ,确定 其 符号 ,并 解释 其 经 济 意义 。 

4 由 练习 12.5-2 的 效用 函数 QU=(z+2)(y+1) 和 约束 zP.+ yP, = 
B ,我 们 已 求 得 U; 和 | 五 | ,以 及 去 和 ,而 且 回 忆 起 来 |Jj =1 五 |。 

(a) 将 这 些 结果 代 人 (12.39) 和 (12.40) 求 (3 去 /3B) 和 (3y /3B)。 

(5) 将 这 些 结果 代入 (12.42) 和 (12.43) 求 (3x /3P,) 和 (9y /9P,)。 
这 些 结果 验证 了 在 练习 12.5 -3 中 所 得 到 的 结论 吗 ? 

5 评价 下 述 论 断 的 正确 性 ;:“ 如 果 导 数 (37x /3P,) 为 负 , 那 么 ,xz 不 可 能 
是 低 质 品 ”。 

410 6 在 研究 4P, 的 单独 影响 时 ,(12.37) 中 的 第 一 方程 简化 为 - Pdz 一 
Pdy = dP,, 且 当 我 们 放弃 dP, 项 以 补偿 消费 者 实际 收入 损失 时 ,方程 
变 成 一 Pdz 一 Pdy =0, 证 明 最 后 一 个 结果 还 可 以 通过 另 一 种 补偿 方式 实 
现 ,通过 这 种 方式 我 们 可 以 保持 最 优 效 用 水 平 U( 而 非 实际 收入 ) 不 变 , 从 而 
使 T, 项 还 可 以 解释 成 (37 /3P,)U = 常数。[ 提 示 : 运 用 (12.31 )。] 

7 (a) 物品 zx 和 y 的 边际 效用 递减 假设 意味 着 无 差异 曲线 严格 凸 吗 ? 
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(5) 无 差异 曲线 的 严格 凸 性 意味 者 物品 x 和 y 的 边际 效用 递减 吗 ” 


12.6 齐 次 函数 


若 以 常数 7 乘 以 孙 数 的 每 … 自 变量 ,使 冰 数 变 为 原来 的 六 

倍 , 即 若 
Fri Ir,) = J fxs ,TX,) 

则 称 此 函数 为 r 次 齐 次 函数 ， 一 般 而 言 ,7 可 取 任 意 值 。 但 为 使 
上 述 方程 有 意义 ,(jzi,… ,jz, ) 必 须 在 函数 f 的 定义 域内 。 为 此 ， 
在 经 济 应 用 中 常数 ; 通常 取 正 值 ,因为 绝 大 多 数 经 济 变量 一 般 不 
取 负 值 。 

例 1 给 定 函数 f(z,y,w) x/y+2w/3x, 若 以 j 乘 以 每 
个 变量 ,得 到 


, x 轩 jp _ ) 
7 (Gy) 3(jx) 


2w = jf(. 
= 十 3 reyyyz) = 7 f(r,y,w) 


在 这 个 特定 的 例子 中 ,所 有 自 变量 等 比例 变化 ,函数 值 不 受 影响 ; 
或 者 说 用 倍数 六 (=1) 乘 每 个 自 变 量 ,函数 值 不 变 。 这 样 函数 f 
是 零 次 齐 次 函数 。 
读者 将 观察 到 上 -- 节 末 的 图 数 工 和 y 均 是 零 次 齐 次 函数 。 
例 2 若 以 1 乘 以 函数 


2 2 
gzryyyzw) 一 ~ + < - 
的 每 个 变量 ,得 到 411 
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Cx) 20w) 
g(jx ,jy ,jt ) 二 (jy) 十 (jz) 


区 2 ro” 
一 了 | 一 十 一 一 一 J 
1 二 ) = jg(x,y,w) 


此 函数 为 一 次 (或 第 一 次 ) 齐 次 函数 。 若 以 ; 乘 每 个 变量 ,函数 值 
也 恰好 增加 j 倍 。 

例 3 现在 考察 函数 h(x,y,w)=2x +3yw 一 w*。 这 次 以 
7 相 乘 得 到 
h(jzsjysjw) = 2(0jr) + 3 (jw) - (jw) = jh(r,y,w) 
这 样 函 数 h 是 二 次 齐 次 函数 ;例如 在 本 例 中 ,所 有 变量 加 倍 , 函数 
值 将 增加 2 倍 的 平方 。 


线性 齐 次 性 


在 讨论 生产 函数 时 ,广泛 使 用 的 是 一 次 齐 次 生产 函数 。 它 们 
通常 被 称 为 线性 齐 次 函数 。 副 词 “线性 地 ”(linearly ) 一 词 是 修饰 
形容 词 “ 齐 次 的 "。 但 某 些 作者 似乎 愿意 使 用 某 些 易 使 人 误解 的 词 
“线性 的 (linear) 齐 次 函数 ", 或 者 “线性 和 齐 次 的 函数 "等 。 这 些 
词 往往 会 传递 错误 的 信息 ,使 人 误 以 为 这 些 函 数 本 身 是 线性 的 。 
由 上 面 例 2 中 的 函数 可 以 知道 , -次 齐 次 函数 并 不 必然 是 线性 了 
数 。 所 以 读者 不 应 使 用 "线性 的 齐 次 函数 "或 “线性 和 齐 次 的 函 
数 ”, 当然, 除非 所 研究 的 函数 确实 是 线性 的 。 但 要 注意 , 谈 及 “ 线 
性 的 齐 次 性 (Linear homogeneity)” 并 非 错误 , 它 意 指 一 次 齐 次 性 ， 
因为 修饰 名 词 “ 齐 次 性 "的确 要 求 使 用 形容 词 “线性 的 ”。 

因为 线性 齐 次 函数 应 用 的 主要 领域 为 生产 理论 ,所 以 我 们 采 
用 如 下 形式 的 生产 函数 作为 我 们 讨论 的 框架 : 


Q = /(K,L) (12.45) 
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无 论 是 在 宏观 还 是 在 微观 水 平 上 ,线性 齐 次 性 的 数学 假设 总 是 与 

不 变 规模 收益 的 经 济 假设 一 致 的 ,因为 线性 齐 次 性 意味 着 所 有 报 

入 ( 自 变量 ) 增 加 j 倍 , 总 是 使 产 出 (函数 值 ) 丛 好 也 增加 j 信 。 
什么 性 质 表 示 线 性 齐 次 生产 函数 的 特征 呢 ? 


性 质 I 给 定 线性 齐 次 生产 函数 Q = /(K,L), 劳 动 的 平均 412 


物质 产品 (APPr ) 和 资本 的 平均 物质 产品 (APPr ) 可 以 表示 成 资本 
劳动 比率 上 三 K/L 的 函数 。 

为 证 明 这 一 点 ,我 们 将 (12.45) 中 的 每 个 自 变量 都 乘 以 一 个 因 
子 j= 二 1AL。 根 据 线性 齐 次 性 ,这 将 使 产 出 由 Q 变 成 JQ = Q/L。 
相应 地 ,(12.45) 的 右 侧 将 变 成 


fF) = fF ,1) = fl) 
因为 原 函 数 中 的 变量 K 和 工 已 分 别 被 上 和 1 所 替换 (无 论 K 和 工 
何 时 出 现 ) ,实际 上 方程 右边 变 成 仅 是 资本 劳动 比率 的 函数 ,比如 
4(&) , 它 是 一 个 单一 变量 & 的 函数 ,尽管 两 个 自 变量 K 和 工 实际 
上 包含 在 变量 & 中 。 令 左右 两 边 相 等 ,有 
APPL = = $(k) (12.46) 
于 是 求 得 APPx 的 表达 式 为 
APPx 三 尘 = 衬 纪 = MR) (12.47) 


因为 两 个 平均 产量 仅 取决 于 ,线性 齐 次 性 意味 着 ,只 要 比率 
KL 保持 不 变 (无 论 K 和 的 绝对 水 平 是 多 少 ) ,那么 ,平均 产量 
也 将 保持 不 变 。 因 此 ,尽管 生产 函数 是 一 次 齐 次 性 的 ,但 APP， 和 
APPK 均 是 变量 K 和 上 的 零 次 齐 次 函数 ,因为 K 和 工 的 等 比例 变 
化 (保持 & 为 常数 ) 将 不 会 改变 平均 产量 的 大 小 。 
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性 质 II 给 定 线性 齐 次 生产 函数 Q = f(K,L), 边 际 物质 产 
品 MPP， 和 MPPr 可 以 仅 表示 成 & 的 函数 。 
为 求 得 边际 产量 ,我 们 将 总 产量 写成 
Q = L$(k) [由 (12.46)j (12.45’) 
然后 将 Q 对 天 和 工 求 微分 。 为 此 ,我 们 先 求 出 如 下 两 个 初步 结 
果 以 供 使 用 








了 “ 
(12 .48) 
413 微 分 的 结果 为 
MPPk = $a = 二 Lp(k))] 
98(k) ,dp(k) 9k 
=L -x = L 3 3x [ 链 式 法 则 1] 


= L$ (k)(T) = $(k) [由 (12.48)] (12.49) 
MPP, = 3? = 57 [L$(k)] 


2 


=$(k)+L [ 积 的 微分 法 则 ] 


=(k)+ L$ (k) 了 [ 链 式 法 则 ] 





[由 (12.48)] 


=$(k)— kg (k) (12.50) 
它 确实 表明 MPP， 和 MPPr 仅 是 & 的 函数 。 
像 平均 产量 一 样 ,只 要 资本 劳动 比率 不 变 , 边 际 产量 亦 将 保持 


不 变 , 它 们 是 变量 K 和 世 的 零 次 齐 次 函数 。 
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性 质 II ( 欧 拉 定理 ) 若 Q=JK,L) 为 线性 齐 次 函数 , 则 


9Q .| 2Q 一 
K5g+L5 一 Q 
证 了 明 
dQ 90Q 


K+La? = K$' (k) + L$(k) — kp (k)] 


[由 (12.49)),(12.50)] 

= 开 g (AR) + L$(k)— K(k) [k= K/LI] 

=L$(k)= Q [由 (12.45)] 

注意 ,对 任意 KK 和 二 值 ,此 结论 均 成 立 。 这 是 为 什么 上 式 被 
写成 恒等式 的 原因 。 这 个 性 质 表 明 线 性 齐 次 函数 的 值 总 可 以 表示 
成 知 干 项 的 和 ,其 中 每 一 项 是 一 个 自 变量 与 Q 对 该 自 变量 一 阶 偏 
导数 之 乘积 ,而 不 管 实际 采用 的 两 种 投入 是 多 少 。 但 应 仔细 区 分 


恒等式 K 3 全 + 工 5 人 =Q[ 欧 拉 定理 仅 应 应 用 于 Q = f(K,L) 为 不 414 


变 规 模 收益 的 情况 ] 和 方程 4Q = 5KdK + 3 dL [任意 函数 Q 的 
全 微分 ] 的 区 别 。 

在 经 济 上 ,这 个 性 质 表示 在 不 变 规 模 收益 条 件 下 ,如 果 每 种 投 
人 要 素 按 其 边际 产品 数量 获得 报酬 ,那么 ,每 种 投入 要 素 获得 的 分 
配 份额 之 和 恰好 等 于 总 产 出 ,或 者 说 , 净 经 济 利润 为 零 。 因 为 这 种 
情况 是 对 完全 竞争 条 件 下 长 期 均衡 的 描述 ,所 以 曾 有 人 认为 ,在 经 
济 学 中 只 有 线性 齐 次 函数 才 有 意义 。 当 然 ,情况 并 非 如 此 。 在 长 
期 均衡 中 的 零 经 济 利润 是 由 于 新 进入 的 厂商 和 已 存在 厂商 之 间 的 
竞争 所 致 ,而 与 实际 存在 的 生产 函数 的 具体 性 质 无 关 。 因 此 ,具有 
产品 为 任何 和 所 有 生产 要 素 (K ,LL) 所 分 配 完毕 的 生产 函数 ,并 非 


是 必须 的 。 而 且 当 要 素 市 场 存在 不 完全 竞争 时 ,每 种 要 素 所 获得 
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的 报酬 可 能 不 等 于 边际 产品 ,结果 , 欧 拉 定理 可 能 与 分 配 情 况 巨 
关 。 但 由 于 我 们 知道 线性 齐 次 生产 函数 具有 许多 有 特色 的 数学 性 
质 ,因而 便于 应 用 。 


柯 布 一 道格拉斯 生产 函数 


在 经 济 分 析 中 广泛 使 用 的 一 种 具体 生产 孙 数 是 柯 布 一 道 格 拉 
斯 生产 函数 : 
Q = AK°L'™ (12.51) 
其 中 A 为 正常 数 ,a 为 正 分 数 。 我 们 这 里 首先 要 考察 的 是 此 函数 
的 一 般 化 形式 
Q = AK°L? (12.52) 
其 中 B 为 另 一 个 正 分 数 , 它 可 能 等 于 ,也 可 能 不 等 于 1-a。 此 函 
数 的 一 些 主要 特性 是 :(1) 它 是 (a + 8 ) 次 齐 次 函数 ;(2) 在 (a 
+ B ) 等 于 1 的 特定 情况 下 , 它 是 线性 齐 次 函数 ;(3) 对 于 正 的 K 
和 上 值 , 其 等 产量 曲线 是 一 条 斜率 处 处 为 负 的 严格 凸 曲线 ;(4) 对 
于 正 的 KK 和 工 , 它 是 严格 拟 四 的 。 
它 的 齐 次 方程 可 以 很 容易 从 这 一 事实 中 看 到 :如 果 将 天 和 L 
分 别 变 成 jK 和 人 , 产 出 就 会 变 成 
AUK) (了 L) = CAKL) = 7Q 
由 此 很 容易 看 出 此 函数 的 齐 次 性 , 即 此 函数 是 (ac + 8) 次 齐 次 函 
数 。 在 (a + B8)=1 的 情况 下 ,将 有 不 变 规模 收益 ,因为 函数 是 线性 
齐 次 的 。( 但 要 注意 ,此 函数 不 是 线性 的 ,要 避免 将 其 与 “线性 的 齐 
415 次 的 函数 "及 “线性 的 和 齐 次 的 函数 " 相 混 淆 。) 其 等 产量 曲线 斜率 
为 负 且 为 严格 凸 可 以 由 导数 dK /dL 和 4d?*K /dL? 的 符号 (或 者 
dL/AK 及 d*L/dK” 的 符号 ) 来 验证 。 对 于 正 的 产 出 Qo， 
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pt hr 





(12.52) 可 以 写成 
AK"LA= Qo (A,K,L,Qo >0) 
对 两 边 取 自然 对 数 并 移 项 , 求 得 
InA +alnK +PlInL ~ InQo =0 
此 方程 将 K 定义 为 二 的 隐 函 数 b。 根 据 隐 函数 法 则 和 对 数 的 求 
导 法 则 ,我 们 有 : 


dK _ _3aF/9L _ (8/L)__ BR) 
dL 939F/9K (a/K) aL 


则 由 此 得 


dk _ d/l_ BEE Bd/K\__ Bl/,dk. 
CI = 下 | 外)= “元 全)}= a 声 ( 工 字 K|> 0 


这 些 导 数 的 符号 确定 了 对 于 正 的 K 和 L 值 ,在 LK 平面 上 (任意 ) 
等 产量 曲线 斜率 处 处 为 负 且 严格 凸 。 当 然 ,这 是 我 们 对 一 个 对 于 
正 的 KK 和 工 为 严格 拟 四 的 函数 的 唯一 期 望 。 对 于 此 函数 的 严格 
拟 四 特征 ,可 参见 12.4 节 例 5, 那 里 讨论 了 一 个 类 似 的 函数 。 

现在 考察 a+ 8 =1( 柯 布 一 道格拉斯 生产 菠 数 本 身 ) 的 情况 ， 
以 验证 前 面 提 出 的 线性 齐 次 性 的 三 个 性 质 。 首 先 , 此 特定 情况 下 
中 的 总 产量 可 以 表示 成 








Q = AK‘L!-* = A( 字 )L = LAK’ (12.51’) 


其 中 表达 式 Ak" 是 前 面 使 用 的 一 般 表 达 式 $b(k) 的 具体 形式 。 因 
此 ,平均 产量 为 


= Ak’ 


mila 


APP, = 


中 因为 F( 左 边 表 达 式 ) 具 有 连续 人 篇 导数 ,而 且 对 正 的 KK 值 ,3F/9K = av/ 天 天 0， 
所 以 满足 隐 孙 数 定理 的 条 件 。 
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a mb + 中 tt . 


APP, 一 尝 = 半 学 二 人 Ak! (12.53) 


二 者 现在 均 仅 为 & 的 函数 。 
416 其 次 ,微分 Q = AK"L "° ,得 到 边际 产量 : 


ol] 
= AaKe" ‘Y= = A (T | = Aak” ! 
了 -ARKe(1 - a)L-* = A(1- a) (TF ) - A(l- a)k 


(12.54) 
它们 也 都 仅 是 的 了 天数 。 
最 后 ,我 们 运用 (12.54) 验 证 欧 拉 定理 : 


K SR+LS 3 


ak = KAak” ‘+ LA(l— a)k’ 


_ of Ka _ 
-LAk ky +1 a | 


=LAk’[a+l1-al]= LAk® = Q [由 (12.51’)] 

在 线性 齐 次 道格拉斯 生产 函数 中 ,指数 a 和 (1 一 a) 具 有 重要 

的 经 济 意义 。 如 果 假 设 每 种 投入 按 其 边际 产量 获得 报酬 ,那么 , 资 
本 在 总 产量 中 的 相对 份额 将 为 


K(9Q/aK) | KAak”! 
Q 了 AR 


类 似 地 ,劳动 的 相对 份额 为 
L(3Q/9L) LA(l =- a)k® 
Q LAKk? 
因此 ,每 种 投入 变量 的 指数 表示 该 投入 在 总 产量 中 的 相对 份额 。 
从 另 一 个 角度 看 ,我 们 也 可 以 将 每 种 投入 变量 的 指数 解释 成 产 出 


对 该 投入 的 偏 弹 性 。 这 是 因为 上 面 给 出 的 资本 份额 表达 式 等 价 于 
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= a 


一 一 


“9 和 R 三 eax ,类 似 地 ,上 面 的 劳动 份额 表达 式 等 价 于 sar 。 


那么 ,常数 A 是 何 含义 呢 ? 对 于 给 定 的 K 和 元 值 ,A 将 对 产 
出 水 平 Q 产生 与 A 大 小 成 比例 的 影响 。 因 此 可 以 视 A 为 一 个 效 
率 参数 , 即 作为 反映 技术 水 平 的 指标 。 


结果 的 推广 


我 们 已 就 生产 函数 的 特定 情况 讨论 了 线性 齐 次 性 ,但 是 只 要 
将 变量 K 、L 及 QQ 重新 作 适 当 解 释 ,那么 ,上 面 所 提 到 的 性 质 在 其 
它 情况 下 依然 成 立 。 

还 可 以 将 上 述 结果 推广 到 两 个 以 上 变量 的 情况 。 有 线性 齐 次 417 
晒 数 

y= f(xi,T2,°"" ,Tn) 
将 每 个 变量 以 zl 除 ( 即 来 以 1/z1), 得 到 结果 


y = Tih [一 次 齐 次 性 ] 
它 与 (12.4$ ) 具 有 可 比 性 。 而 且 欧 拉 定 理 也 可 以 很 容易 推广 成 如 
下 形式 


其 中 原 范 数 了 的 偏 导 数 ( 即 f;) 如 同 两 变量 情况 一 样 ,依然 是 变量 
Zi 的 零 次 齐 次 函数 。 

实际 上 ,上 述 结果 还 可 以 轻松 推广 至 vr 次 齐 次 函数 的 情况 。 
首先 ,根据 齐 次 性 的 定义 ,现在 可 以 写成 


一 ,3,… ,| [r 次 齐 次 性 ] 


Ej 3 
之 | 1 之 1 


y= x1 
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修正 的 欧 拉 定 理 以 下 述 形式 出 现 


3x; = ry [ 欧 拉 定 理 ] 


其 中 乘积 常数 x 附属 于 右边 自 变量 y。 最 后 , 原 函 数 了 的 人 篇 导数 
三 ,是 变量 i 的 (r 一 1) 次 齐 次 函数 。 因此 ,读者 可 以 看 到 ,线性 齐 
次 性 只 不 过 是 >=1 时 的 -- 种 特例 。 


练习 12.6 


1 确定 下 列 汞 数 是 否 是 齐 次 函数 。 若 是 ,是 几 次 齐 次 晒 数 ? 
(a) f(x,y)=V ry (d) f(z,y)=2r+y+3V ry 


(0) fx) 2 (0) fry w)= +2rw 

(c) f(x,y)=zx -xyty’ (f) f(xyy,wW)= x4 — Syw’ 
2 证 明 (12.45) 不 仅 可 以 表示 成 Q= L$ (并 ) 还 可 以 表示 成 

Q= Ky( 云 )。 
418 3 在 固定 规模 收益 情况 下 ,由 欧 拉 定理 推出 : 
(a) 当 MPPk =0 时 ,APP| = MPP,。 
(5b) 当 MPP, =0 时 ,APPx = MPPko 
4 在 (12.46) 至 (12.50) 的 基础 上 ,检验 在 固定 规模 收益 条 件 下 ,下 列 结 
论 是 否 成 立 。 

(a) 可 以 对 作为 自 变量 的 (= K/L) 绘 出 一 条 APP， 曲 线 (& 作为 横 轴 )。 
(5) APP, 曲线 的 斜率 可 以 度量 MPPk。 
(cj APP, 曲线 的 向 量 半径 的 斜率 可 以 度量 APPk。 
(d) MPP,， = APP, - kK(MPPxk) = APPj -上 (APP,， 的 斜率 )。 


5 运用 (12.53) 和 (12.54) 证 明科 布 一 道格拉斯 生产 函数 服从 上 一 题 
bc、d 部 分 所 描述 的 关系 。 
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6 给 定 生产 函数 Q = AK?*L: ,证 明 

(a) (ac+B8)>1 意 味 着 规模 收益 递增 。 

(5) (a+B)<1 意味 着 规模 收益 递减 。 

(c) wa 和 8B8 分别 是 产 出 对 资本 与 劳动 投 人 的 偏 弹性 。 

7 令 产 出 是 三 种 投入 的 消 数 : 即 Q= AK*L?*N'。 

(a) 此 函数 是 齐 次 的 吗 ? 

(5) 在 何 条 件 下 会 存在 不 变 规模 收益 ?递增 的 规模 收益 ? 

(c) 如 果 按 边际 产品 的 数量 获得 支付 , 求 投 入 N 应 获得 的 产品 份额 。 
8 令 Q=g(K,L) 是 二 次 齐 次 生产 函数 。 

(a) 写 出 表示 此 范 数 二 次 齐 次 函数 性 质 的 方程 。 

(5) 根据 (12.45') 的 风格 ,以 $(&) 写 出 Q 的 表达 式 。 

(c) 求 MPPk 隙 数 。MPPk 仍 像 线性 齐 次 性 的 情况 一 样 , 只 是 的 函数 吗 ? 
(dq) MPPk 是 K 和 工 的 齐 次 函数 吗 ? 若是 ,是 几 次 的 ? 


12.7 投入 的 最 小 成 本 组 合 


作为 约束 最 优化 的 另 一 个 例子 ,我 们 讨论 求 产 出 为 给 定 水 平 
Qo 的 最 小 成 本 投入 组 合 问题 。 这 个 给 定 的 产 出 水 平 也 许 是 为 某 
顾客 的 订货 而 生产 的 。 这 里 我 们 使 用 一 般 生 产 函 数 , 但 后 面 ,也 将 
涉及 齐 次 生产 函数 ， 


一 阶 条 件 


假设 有 一 平滑 的 具有 两 种 可 变 投 入 的 生产 函数 Q=Q(a， 
5), 其 中 Q, 和 Qs >0, 并 假设 两 种 投入 价格 均 为 外 生 的 (但 仍 会 419 
弃 零 下 标 ) ,这 样 我 们 就 可 以 构建 一 个 问题 :使 成 本 
C= aP, + bP, 
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最 小 化 ,满足 产 出 约束 
Qla,b) = Qo 
因此 , 拉 格 朗 日 消 数 为 
Z = aP, + bP t+ ux[ Qo - Q(a,6b)] 
为 满足 最 小 化 C 的 一 阶 条 件 ,投入 水 平 (选择 变量 ) 必 定 满足 
如 下 联 立 方程 
Zr = Qo Qla,b)=0 
Zs =P 一 AQ = 0 
DZ =P, -nuQ,=0 
上 面 第 一 个 方程 只 不 过 是 约束 条 件 的 重 述 ,后 两 个 方程 意味 着 条 件 


Pp P 
oO. = 可 一 尺 (12.55) 
a p 


在 最 优 投入 组 合 点 ,投入 价格 与 边际 产 出 的 比率 对 每 一 投入 必定 
相同 。 因 为 此 比率 度量 该 投入 的 单位 边际 产 出 的 支出 数量 ,所 以 
拉 格 朗 日 乘 数 可 以 被 解释 成 为 最 优 状态 下 的 产品 边际 成 本 。 当 
然 ,这 个 解释 同 前 面 在 (12.16) 中 发 现 的 拉 格 朗 日 乘 数 的 最 优 值 是 
比较 静态 影响 的 度量 完全 -- 致 。 此 影响 即 约束 方程 中 的 常数 对 目 
标 函 数 最 优 值 的 影响 , 即 六 =($CZSQo), 其 中 符号 $ 表 示 它 是 
一 个 偏 全 导数 。 
方程 (12.55) 还 可 以 写成 这 种 形式 
P。 Q。 


Pp, Q&, 

读者 可 将 其 与 (12.31”) 相 比较 。 以 这 种 形式 出 现 , 一 阶 条 件 还 可 

以 按照 等 产量 曲线 和 等 成 本 曲线 来 解释 。 正 如 我 们 在 (11.36) 中 

已 经 知道 的 那样 , Q,/Q, 是 等 产量 曲线 斜率 的 负 值 ; 即 , 它 是 a 对 
S48 





(12.55') 





b 边际 技术 蔡 代 率 的 度量 (MRTSs )。 在 现在 的 模型 中 , 产 出 水 平 设 


定 为 Qu ,因此 仅 涉 及 一 条 等 产量 曲线 ,如 图 12.8 所 示 ,其 斜率 为 负 。 
而 比率 Ps /Ps 则 表示 等 成 本 曲线 (可 将 其 与 消费 者 理论 中 的 


预算 线 相 比 较 ) 冬 率 的 负 值 。 等 成 本 曲线 定义 为 具有 相同 总 成 本 
的 投入 组 合 的 轨迹 。 它 可 以 下 述 方程 表示 


Co = aP, + bP, 或 b= — —a 





等 产量 线 = Q.) 


(st = = 人 = 一 





图 12.8 
其 中 Co 代表 (参数 ) 成 本 数字 。 因 此 ,如 图 12.8 所 示 , 当 在 cb 平 
面 绘 出 时 , 产 出 斜率 为 - P./ Pi (和 纵 截 距 为 Co/Pi) 的 一 族 直线 。420 
所 以 ,两 个 比率 相等 相当 于 等 产量 曲线 的 斜率 与 所 选 定 的 等 成 本 
曲线 的 斜率 相等 。 因 为 我 们 必须 维持 在 给 定 等 产量 曲线 上 ,这 个 
条 件 使 我 们 得 到 切 点 EE 和 投入 组 合 (wa ,5 )。 
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二 阶 条 件 


在 一 阶 条 件 满足 后 ,只 要 有 人 负 的 海 塞 加 边 行列 式 , 即 有 


0 Q。 Co， 
Q, AQ HQap 
Q, 和 LQpa Hp 
=p( QoQs - 2QaQQs + QuQa) < 0 

那么 , 便 足 以 保证 最 小 成 本 。 因 为 (边际 成 本 ) 的 最 优 值 为 正 ,这 
样 使 条 件 符号 为 在 下 点 计 值 时 , 插 号 中 的 表达 式 为 负 。 

由 (11.40), 我 们 可 以 回忆 起 等 产量 曲线 的 曲率 是 以 二 阶 导 数 
来 表示 的 


| Hi1= 








2 
2 = 二 (QQ -2QusQ.Qs + QuwQ2) 
a b 


~ 


人 


其 中 出 现 了 与 前 面相 同 的 括号 内 的 表达 式 。 由 于 Qs 为 正 ,二 阶 
充分 条 件 的 满足 意味 着 d?b/da? 为 正 一 一 即 等 产量 曲线 为 严格 
凸 一 一 在 切 点 处 。 在 这 里 ,等 产量 曲线 的 严格 凸 性 也 意味 着 满足 
421 二 阶 充 分 条 件 。 因 为 等 产量 曲线 斜率 为 负 , 严 格 凸 性 只 能 意 昧 着 
正 的 dq*65/da*( 在 等 产量 曲线 的 稳定 点 处 ,dq“b/da’ 为 零 也 是 可 
能 的 ) ,进而 又 可 以 保证 | 态 |<0。 但 还 应 当 记 住 ,充分 条 件 在 切 点 
处 | 互 |<0( 因 而 等 产量 曲线 严格 凸 性) 实质 上 并 非 C 最 小 化 的 必 
要 条 件 。 具 体 地 ,即使 当 等 产量 曲线 是 非 严 格 凸 时 ,在 类 似 于 图 
12.76 的 多 重 最 小 值 情况 下 ,在 每 个 最 小 值 有 db/da*=0 和 |H| 

=0,C 仍 可 能 取 最 小 值 。 
在 讨论 效用 最 大 化 模型 ( 见 12.5 节 )) 时 ,我 们 曾 指 出 ,平滑 、 递 


增 严格 拟 凹 的 效用 函数 可 以 在 zy 平面 产生 处 处 严格 凸 的 向 下 倾 
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斜 的 无 差异 曲线 。 因 为 等 产量 曲线 的 概念 几乎 与 无 差异 曲线 是 一 
致 的 ,2 我 们 可 以 类 推 ,平滑 递增 、 严 格 拟 四 的 生产 函数 Q= Q(a， 
b) 也 可 以 在 ab 平面 产生 处 处 严格 凸 的 向 下 倾斜 的 等 产量 曲线 。 如 
果 假 设 存在 这 样 的 生产 函数 ,那么 ,显然 总 是 满足 二 阶 充 分 条 件 。 而 
且 ,很 明显 ,由 此 而 得 到 的 C 将 是 叭 一 的 绝对 约束 极 小 值 。 


扩 展 线 


现在 转向 此 模型 的 比较 静态 分 析 方面 。 假 定投 入 价格 固定 ， 
我 们 让 Qo 持续 递增 ( 升 至 越 来 越 高 的 等 产量 曲线 ) ,追寻 这 对 最 
小 成 本 组 合 5 /a 的 影响 。 当 然 等 产量 曲线 的 每 次 移动 将 与 更 高 
的 等 成 本 曲线 产生 一 个 新 的 切 点 。 这 些 切 点 的 轨迹 被 称 作 厂 商 的 
扩展 线 , 它 描述 生产 不 同 产 出 水 平 Qo 所 需 的 最 小 成 本 组 合 。 两 
种 可 能 的 扩展 线形 状 如 图 12.9 所 示 。 





图 12.9 


四 ”二 者 实质 上 均 是 “等 值 曲线 。 它 们 的 不 同 仅 在 于 所 应 用 的 领域 不 同 。 无 差异 
曲线 应 用 于 消费 模型 ,而 等 产量 曲线 应 用 于 生产 模型 。 
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若 我 们 假设 等 产量 曲线 具有 严格 凸 性 ,因而 满足 二 阶 条 件 , 则 
扩展 线 可 直接 从 条 件 (12.5$ ) 推 导出 来 。 我 们 用 一 般 形 式 的 科 布 
一 道格拉斯 生产 函数 对 此 进行 描述 。 

条 件 (12.55 ) 要 求 投 入 价格 比率 与 边际 产量 比率 相等 。 对 于 
函数 Q = Aa”b8 ,这 意味 着 扩展 线 的 每 一 点 必定 满足 


Ps _ Qe _ Aaa” bo 





P= (12.56) 
422 这 意味 着 最 优 投 入 比率 应 为 
6 _ 人 = 2 常数 (12.57) 
a CQ 


因为 a、B 、 投 入 价格 均 为 常数 。 因 此 ,扩展 线 上 所 有 点 必定 表示 
相同 的 固定 的 投入 比率 ; 即 扩展 线 必定 为 一 条 自 原点 出 发 的 直线 。 
这 种 关系 找 述 在 图 12.96 中 ,其 中 在 不 同 的 切 点 (AE/OA,AE / 
O4 ,AE /OA') 的 投入 比率 都 相等 。 

线性 扩展 线 是 一 般 化 的 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 的 特征 ,而 
与 a+ B 是 否 等 于 1 无 关 , 因 为 结果 (12.57) 的 推导 并 不 依赖 于 
a + B=1 的 假设 。 事 实 上 ,任何 齐 次 生产 函数 (不 必 一 定 是 科 布 一 
道格拉斯 生产 函数 ) 对 于 每 一 组 投入 价格 都 会 产生 线性 扩展 线 , 原 
因 如 下 :如 果 此 生产 函数 是 > 次 齐 次 的 ,那么 其 边际 产量 函数 Q。 
各 Q 必 是 投入 a 和 6 的 (r 一 1) 次 齐 次 函数 ,因此 两 种 投入 增加 
倍 将 使 Q。 和 Qs 的 值 变 化 ;” ' 售 , 但 比率 Q, /Qs 没有 任何 变化 。 
因此 , 若 一 个 特定 投入 组 合 (a6 ,bo) 在 给 定投 入 价格 下 满足 一 阶 条 
件 PP = Q,/Q, 那 么 ,投入 组 合 (jao,jbo) 必 定 也 满足 恰 
如 图 12.92 线性 扩展 线 所 描述 的 那样 。 


尽管 任意 齐 次 生产 函数 均 可 产生 线性 扩展 线 ,但 齐 次 性 的 次 
552 





数 不 同 , 确 使 在 对 扩展 线 进行 解释 时 产生 很 大 的 不 同 。 在 图 
12.92 中 ,我 们 绘 出 的 距离 OF 等 于 FEFE ,从 而 五 的 刻度 为 的 两 
倍 。 现 在 生产 函数 若是 一 次 齐 次 的 ,那么 ,FE 的 产 出 必定 为 E 的 
二 售 (2' =2)。 但 车 生产 函数 是 二 次 齐 次 的 ,FP 的 产 出 则 是 EE 的 423 
四 倍 (22=4)。 这 样 ,对 于 Q=1,Q=2，…… 等 等 产量 曲线 的 间 
隔 ,对 于 不 同 的 齐 次 性 而 言 是 有 很 大 不 同 的 。 


位 似 函 数 


我 们 已 经 解释 了 给 定 一 组 投入 价格 ,( 任 意 次 ) 齐 次 生产 函数 
会 产生 线性 扩展 线 。 但 线性 扩展 线 并 不 仅 为 齐 次 生产 函数 所 特 
有 ;一 种 更 一 般 类 型 的 函数 , 即 所 谓 位 似 函 数 , 也 能 产生 线性 扩展 线 。 

位 似 函 数 是 一 个 形式 如 下 的 复合 函数 : 

H= hlQ(a,b)| [ih'(Q)0] (12.58) 
其 中 Q(ac,p) 是 -次 齐 次 的 。 尽 管 万 = 五 (ac,5) 源 于 齐 次 函数 ， 
但 一 般 而 言 它 并 不 是 变量 a 和 的 齐 次 郴 数 。 然 而 , 互 (a ,5) 的 
扩展 线 , 像 Q(a,b) 的 扩展 线 一 样 ,都 是 线性 的 。 这 一 结论 的 关键 
之 点 在 于 ,在 ab 平面 上 的 任意 给 定点 , 互 的 等 量 线 与 Q 的 等 产量 
线 具 有 相同 的 斜率 : 





H 等 量 线 的 斜率 =- 全 = - 人 全 
一 一 a = Q 等 量 线 的 斜率 ”(12.59) 
现在 Q(a ,6) 扩 展 线 的 线性 意味 着 条 件 
对 于 任意 给 定 的 女 ，- * = 常数 ， 


且 此 条 件 也 意味 着 Qta ,6) 的 扩展 线 为 线性 。 但 根据 (12.59) ,立即 有 
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对 于 任意 给 定 的 所，- 5 = 常数 (12.60) 
4 b 


这 确定 了 昌 (a ,0) 也 会 产生 线性 扩展 线 。 

位 位 性 是 一 个 比 齐 次 性 更 一 般 的 概念 。 事 实 上 ,每 个 齐 次 函 
数 均 是 位 似 函 数 族 中 的 -- 员 ,但 位 似 函 数 则 可 能 不 是 齐 次 函数 中 
的 一 员 。 其 实 齐 次 函数 总 是 位 似 函 数 可 由 (12.58) 看 出 。 在 
(12.58) 中 ,如 果 我 们 令 函 数 媚 =P(Q) 取 特定 形式 吾 =Q( 有 
h《Q)=dH/dQ=1), 则 函数 Q 与 函数 囊 相 同 , 它 显然 是 位 似 函 
数 。 关 于 位 似 函 数 不 一 定 是 齐 次 函数 在 下 面 例 2 中 阐述 。 

在 定义 位 似 函 数 太 时 ,我 们 在 (12.58) 中 设 定 h'(Q) 关 0。 
这 可 以 使 我 们 免 于 在 (12.59) 中 以 零 作 分 母 。 设 定 h (QQ) 关 0 仅 
是 数学 处 理 上 的 要 求 ,而 从 经 济 角 度 考虑 , 则 要 求 更 强 的 限制 
h《Q@) 0。 因 为 如 果 昌 (a ,5) 像 Q(a,5) 一 样 作为 生产 函数 , 即 

424 如 果 瑟 表示 产 出 ,那么 ,H。 入 应 分 别 像 Q(a ,6b) 函 数 中 的 Q， 
和 QQ 那样 按 同 样 方向 变化 。 因 此 ,H(a,5) 需 被 限定 为 Q(a,p) 
的 单调 递增 变换 。 

位 似 肖 数 ,包括 其 特例 齐 次 函数 ,具有 这 样 一 种 重要 性 质 : 最 优 
投入 水 平 对 产 出 水 平 的 偏 弹 性 对 所 有 投入 而 言 都 是 相同 的 。 为 证 
明 这 一 点 ,回顾 一 下 ,位 似 函 数 扩展 线 的 线性 意味 最 优 投入 比率 
b /a 不 受 外 生产 出 水 平 Ho 的 影响 。 因 此 3( /a )7M3 =0, 或 者 


入 ) = 0 [ 商 的 微分 法 则 ] 
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这 正 是 我 们 上 面 所 下 的 结论 。 
例 1 令 万 =Q2, 其 中 Q=A4Aa"bp。 因 为 Q(a,b) 是 齐 次 的 ， 
且 有 hh(Q)=2Q 对 于 正 的 产 出 为 正 , 所 以 对 于 Q >0 ,五 (4a ,5b) 是 
位 似 函 数 。 我 们 将 证 明 它 满足 (12.60)。 首 先 通 过 替代 ,我 们 有 : 
一 QQ: 一 ( Aacp8)? 一 A2a2°p’P 

因此 互 的 等 产量 线 的 斜率 可 以 表示 成 
H, A-2aa2 ‘bs ab 


- Aa’*2p8b28-! Ba 
此 结果 满足 (12.60) 且 意味 着 线性 扩展 线 。 将 (12.61) 与 (12.56) 
比较 也 可 以 证 明 函 数 H 满足 (12.59)。 

在 本 例 中 ,Q(a,5) 是 (a+ 有) 次 齐 次 函数 。 而 且 昌 (a ,5) 也 
是 齐 次 函数 ,但 次 数 为 2(a+ B8)。 但 从 规律 上 看 , 位 似 函 数 不 一 定 
是 齐 次 函数 。 

例 2 令 刀 =eQ ,其 中 QQ=Aa*p。 因 为 Q(a,5b) 是 齐 次 函 
数 , 且 h'(Q)=es 为 正 ,所 以 互 (ec ,bb) 是 位 似 函 数 。 由 此 卫 数 

H(a,b) = exp( Aa’bs) 





(12.61) 





很 易 求 得 
_H: _ Aaa’ Vexp(Aa’b’) ab 
H, Aa’Bb? lexp( Aa’b! ) pa 


当然 ,这 个 结果 与 例 1 中 的 (12.61) 是 一 致 的 。 
但 这 次 位 似 函 数 不 是 齐 次 盟 数 ,因为 425 
H(ja,jb) =exp[ A(ja)’"(j6)* = exp( Aa’blj®+h) 


= [exp(Aasbp)]” = [H(a,6)]’ 7H(a,b) 


替代 弹性 


比较 静态 分 析 的 为 一 方面 是 分 析 比 率 P, /Ps 变化 对 能 够 生 
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产 出 相同 的 给 定 产 出 水 平 Qo( 即 维持 在 相同 的 等 产量 曲线 上 ) 的 
最 小 成 本 投入 组 合 5 /a 的 影响 。 

当 ( 外 生 的 ) 投 入 价格 比率 P, /Ps 提高 时 ,一 般 可 以 预期 最 优 
投入 比率 / /a 也 会 提高 ,因为 现在 相对 便宜 的 投入 5 将 倾向 于 
替代 投入 a。 昔 代 的 方向 是 清楚 的 ,但 替代 的 程度 如 何 呢 ? 投入 
的 替代 程度 可 以 用 以 c( 小 写 希腊 字母 sigma, 表示 “替代 ”) 表 示 的 
所 谓 蔡 代 弹 性 来 度量 : 


,=《8 /a ) 的 相对 变化 
“《P,/Ps) 的 相对 变化 





d(b /a) d(b /a) 
b /a ad (P, /P,) 
= 一 二 =- 一 一 一 .62 
d( P, /P;,) pp (12.62) 
Pa/P, P,/P, 


o 的 值 位 于 0 至 ce 之 间 ;c 越 大 ,两 种 投入 的 替代 能 力 越 强 。a=0 
这 种 极限 情况 表示 两 种 投入 必须 按 固定 比例 互补 使 用 。6 为 无 限 
大 的 另 一 种 极限 情况 表明 两 种 投入 具有 完全 的 替代 性 。 注 意 , 若 
(8 /a ) 被 视 为 (P。/Ps ) 的 函数 ,那么 ,弹性 e 仍 将 是 边际 函数 对 
平均 函数 的 比率 。 


中 还 有 一 种 表示 o 的 方式 。 因 为 在 切 点 ,我 们 总 有 

















Fs _ Qe 
= = MRTS。 
等 价 地 ,替代 弹性 可 以 定义 为 
— 
HL) (8 /2) 
_ (6 /a ) 的 相对 变化 6 Me dd(Q,/Q,) > 
”MRTS 的 相对 变化 ”dQ./Q,) 一 (12.62 ) 
pi a 
QQ, G70. 
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下 面 我 们 说 明 如 何 计 算 一 般 化 的 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 的 
替代 弹性 。 我 们 前 面 知 道 , 对 于 这 种 情况 ,最 小 成 本 投入 组 合 由 426 
(<)= 2 (| [由 (12.57)] 

所 规定 。 此 方程 的 形式 为 y= az ,对 于 这 个 方程 dy/dx (边际 ) 和 和 
y/x( 平 均 ) 均 等 于 常数 a , 即 

d(b/a)_B 和 n bl/aF_B 

d(P,/P,) a P/P, a 
将 这 些 值 代入 (12.62), 立 即 求 得 o=1; 即 一 般 化 的 科 布 一 道 格 拉 
斯 生产 函数 是 以 不 变 的 单位 替代 弹性 为 特征 的 。 注 意 ,此 结论 的 
推导 完全 不 依赖 于 a + 8=1 的 假设 。 因 此 ,生产 函数 Q = Aa“bh 
的 替代 弹性 即使 a + B 关 1, 也 是 1。 


CES 生产 函数 


最 近 , 人 们 党 采用 另 一 种 形式 的 生产 函数 ,虽然 这 种 生产 男 数 
仍 以 不 变 蔡 代 弹 性 (constant elasticity of substitution ,简写 为 CES) 
为 特征 ,但 c 值 也 可 能 不 等 于 1. 此 函数 的 方程 , 即 所 谓 CES 生 
产 函 数 ,是 
Q=A4ISKP+(1-D3)L 9 14 
(A>00<3<1;-1<p0) (12.63) 
其 中 K 和 世 表示 两 种 生产 要 素 ,4,S 和 p( 小 写 希 脂 字 母 rho) 为 
三 个 参数 。 参 数 A (效率 参 数 ) 与 柯 布 一 道格拉斯 生产 函数 中 的 
系数 A 起 相等 作用 ,是 一 个 用 于 反映 技术 水 平 的 指标 。 参 数 8 


DD K.J. 阿 罗 ,H.B. 钱 纳 里 ,B.S. 明 哈 斯 ,R.M. 索 罗 ;:“ 资 本 劳动 替代 和 经 济 效 
率 ”, 载 《经 济 学 与 统计 学 评论 》,1961 年 秋季 号 ,225 一 250 页 。 
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(分 配 参数 ) 类 似 于 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 中 的 a ,与 产品 中 的 
相对 要 素 份 额 有 关 。 参 数 o( 硅 代 参 数 ,在 柯 布 一 道格拉斯 生产 郴 
数 中 并 无 其 对 应 物 ) 是 不 变 蔡 代 弹性 的 值 ,后 面 将 证 明 这 一 点 。 
首先 ,我 们 考察 这 种 函数 的 一 次 齐 次 函数 。 知 以 jK 和 也 分 
别 蔡 代 天 和 工 , 产 出 将 由 Q 变 成 


A[SGK) ?+ (1- CL)e] '’? 
=A{; [8K ?+ (1 — 6)L ?jl 


=(j?) eeQ = jQ 


结果 ,CES 生产 函数 , 像 线 性 齐 次 生产 函数 一 样 ,表现 为 不 变 规模 
收益 ,符合 应 用 欧 拉 定 理 的 条 件 , 且 具有 平均 产量 和 边际 产量 函 
数 , 它 们 都 是 K 和 上 的 零 次 齐 次 函数 。 
427 我 们 也 应 注意 到 ,CES 生产 函数 产生 的 等 产量 曲线 斜率 总 是 
为 负 , 且 对 正 的 K 和 L 值 为 严格 凸 。 为 证 明 这 一 点 ,我 们 首先 求 


边际 产量 Q; 和 Qk 的 表达 式 。 以 符号 [… 


SL ?| 的 简写 形式 ,有 
59 一 l .1—(1/p)-1 —p—1 
= A(- “) ]-4p-I -9(- po) 


QL 三 


类 似 地 ， 
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a a ee 


_ (1-8) 


一 (1 _ WAT 


= (1 3) 全 aT. -| (1+pj《p 了 7 ~- (1+p) 


A ey [由 (12.63)] 


] 表 示 [SK-r+(1- 


(12.64) 


(12.65) 


它们 是 对 正 的 K 和 上 而 定义 的 。 因 此 等 产量 曲线 (天 为 维 轴 , 工 
为 横 轴 ) 为 


dK _ _Qr._ (1-8) 


dL Qnr 8 


(E) ” < 0 |[ 见 (11.36)] 


(12.66) 

则 很 容易 验证 dq*K /dL“>>0( 其 证 明 留 与 读者 作 练 习 ) 意 味 着 等 产 
量 曲 线 对 正 的 K 和 工 为 严格 目的 。 

还 可 以 证 明 ,CES 生产 函数 对 正 的 KK 和 LL 是 拟 四 的。 对 (12. 

64) 及 (12.65) 进 一 步 微分 ,可 以 证 明 此 函数 的 二 阶 导 数 符 号 如 下 


9 一 p L— 
Ci = 37Qr = 4 t+ (2) Qo 


[根据 欧 拉 定 理 ,QI 工 - Q<0] 


_ Sl+p)/QY QRK-Q 
= + (R a <0 


[根据 欧 拉 定 理 , QkxK 一 Q<0] 


9 
QkK 一 RQK 


_ p 
QkrL = QLrk = 全 人 (全 了 >0 


对 于 正 的 天 和 工 成 立 的 这 些 导 数 符 号 ,使 我 们 得 以 检验 拟 凸 性 的 
充分 条 件 (12.26)。 正如 读者 可 以 证 明 的 那样 


1 B11|=- Qik<0 
和 | B, | =2QkxQIiQk - QKQLL 一 QIQKr >0 
因此 ,CES 生产 函数 对 于 正 的 KK 和 L 是 拟 种 的 。 428 


最 后 ,我 们 运用 边际 产量 (12.64) 和 (12.65) 求 CES 生产 函数 

的 替代 弹性 。 为 满足 最 小 成 本 组 合 条 件 Qi /Qk = P /Px ,其 中 

P1: 和 Px 分 别 表 示 劳 动 的 价格 (工资 率 ) 和 资本 的 价格 (资本 品 的 
49 


租金 ) ,必须 有 


1 - 2 (KE) PL 


5s (7 -= 5. [ 见 (12.66)] 


因此 ,最 优 投 入 比率 为 (引入 简写 符号 c) 


K 人 MAAl+tp)/ 已 Yi‘(l+p) 
(i)-= 人 (a) 
(12.67) 


取 (K/L ) 为 (Pi /Px ) 的 函数 ,我 们 求 得 有 关 的 边际 函数 和 平均 函 
数 如 下 : 


己 / 1A(1+p) 
(Br ) 
Pk 











_d(K/L)_ ¢ (PLY Ye 
边际 画 数 = 总 闫 年;( 
K/L 1P 1A1+p)-1 
平均 函数 = 于 舍 - = 天 
因此 , 蔡 代 弹性 为 :9 
”边际 函数 _1 
”平均 函数 “了 +p (12.68) 
此 式 表明 , 是 一 个 常数 ,其 大 小 取决 于 参数 p 的 值 ， 
-~ 了 <o< 1 o>1 
po=0 一 oc=1 
0O<p<% 5 二 1 


中 当然 ,首先 对 (12.67) 两 边 取 对 数 ,我 们 也 可 以 得 到 这 一 结 


K 1 Pp; 
n( 二 )- Inc 十 二 (天 ) 


然后 应 用 (10.28) 中 的 弹性 公式 ,得 到 : 





_ dl(lnK /L) 1 
o 


~ d(lnPi/Pk) 1+p 


作为 CES 生产 函数 特例 的 柯 布 一 
道格拉斯 生产 函数 


在 上 面 最 后 一 个 结果 中 ,那个 中 间 情 况 o =0 导致 单位 替代 
弹性 ;而 这 正 是 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 的 特征 。 这 表明 ,( 线 性 
齐 次 ) 柯 布 一 道格拉斯 生产 函数 是 (线性 齐 次 )CES 生产 函数 的 一 
个 特征 。 困 难 的 是 ,CES 生产 函数 [如 (12.63) 给 出 的 那样 ], 当 
o=0 时 是 没有 意义 的 ,因为 以 零 作 除数 是 不 可 能 的 。 然 而 ,可 以 429 
证 明 , 当 pp->0 时 ,CES 生产 函数 趋 近 于 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 。 

为 证 明 这 一 点 ,我 们 需 借 助 于 所 谓 的 洛 比 达 法 则 的 方法 。 此 


法 则 与 画 数 /(z) = 加 (2 当 za 时 的 极限 的 计算 有 关 ( 其 中 4 
可 以 为 有 限 , 也 可 以 为 无 限 ), 当 分 子 m(z) 和 分 母 n(xz) 有 如 下 
情况 之 一 时 :(1) 当 x 一 a 时 ,二 者 均 趋 于 零 ,因而 产生 一 个 0 
形式 的 表达 式 ; 或 者 (2) 当 x >a 时 ,二 者 均 趋 于 + co ,因而 产生 
人 的 和 
式 。 尽 管 f(z) 的 极限 在 上 述 两 种 情况 下 难以 直接 计算 ,但 运 
下 述 公式 却 可 计算 出 其 极 什 


lim 2 = 
ra n(x) 


例 3 求 当 zxr=1 时,(1- x )(1--xz) 的 极限 。 这 里 , 当 zx 一 1 
时 ,和 (z) 和 2(z) 均 趋 近 于 零 , 因 此 ,符合 上 面 的 情况 (1)。 因 为 
m (zx)= 一 2x,n (x) 一 一 1, 我 们 可 以 写 出 
1 — 


lim 一 = lim 二 < = lim2x = 2 
Li 1 一 --=l] — 1 Ed | 


此 答案 与 6.4 节 用 为 一 种 方法 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 


i ‘(xz) 


= lim n (x) [ 洛 比 达 法 则 | (12.69) 
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例 4 求 当 一 co 时 ,(2z+5)ACz+1l) 的 极限 。 当 zx 一 co 时 ， 
本 例 中 的 m(xz) 和 n(x) 均 为 无 穷 大 ,因而 是 上 面 情况 (2) 的 一 个 
例子 。 因 为 m (xz)=2,n (zx) 二 1, 所 以 可 以 写成 





同样 ,这 个 答案 与 6.4 节 例 3 以 另 一 种 方法 得 到 的 答案 是 一 致 的 。 
可 以 证 明 ,(12.69) 右 边 的 表达 式 仍 可 能 像 左 边 的 表达 式 一 
样 ,出 现 0[0 或 ce /ce 的 形式 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 再 应 用 洛 
比 达 法 则 , 即 考察 当 x 一 a 时 ,m”“(xz)/n (xz) 的 极限 ,并 取 此 极限 
为 我 们 的 答案 。 也 可 能 出 现 这 种 情况 :虽然 我 们 希望 求 其 极 值 的 
给 定 函 数 F(z) 最 初 不 是 mx(xz)/n(xz) 的 形式 , 即 在 取 极 值 时 不 是 
0m0 或 ce 《ee 的 形式 ,但 经 适当 变换 仍 可 使 f(z ) 适 于 应 用 法 则 
(12.69)。 这 种 可 能 性 可 以 通过 求 CES 生产 函数 (12.63) 当 po 一 0 
时 的 极 值 来 加 以 说 明 。 现 在 将 (12.63) 视 作 函 数 Q(p)。 
正如 已 给 定 的 那样 ,Q, 并 不 是 m (oe)/n(p) 的 形式 。 但 以 A 
除 (12.63) 的 两 边 , 并 取 自 然 对 数 ,我 们 确实 可 以 得 到 符合 洛 比 达 
430 法 则 形式 的 函数 , 即 
HQ InlK ?+ (Le]_ m(p) 
A p n(p) 
进而 , 当 p>0 时 ,可 求 得 m(p) 一 lIn[6+1-6]= 一 ln1=0, 及 n(p) 
一 0。 因 此 , 洛 比 达 法 则 可 用 于 求 In( Q/A) 的 极限 。 若 如 此 ,Q 的 
极限 也 可 求 出 :因为 Q/A = enmQa) 所 以 Q = Aceh(944) ,由 此 得 
limQ 一 lim Ae™®’4) 一 Acelim In(Q/A) (12.71 ) 
由 (12.70) ,我 们 首先 按 洛 比 达 法 则 的 需要 , 求 出 mx'(p) 和 
n'(6)ce 后 者 仅 为 n (o)=1。 前 者 是 
$562 


(12.70) 








7 (D) -RE Lolo [SK ?+ (1 一 6)L?*] [ 链 式 法 则 ] 
— [— SK enK — (1 — 8)L ?lnL | ， 
R10.21)] 
因此 ,由 洛 比 达 法 则 ,有 
. 人 . m (p) 
lim ln A = lm 7p) 
一 SlnK 十 (1 一 S) InL 一 In( KSL1-5) 


] 
根据 这 一 结果 , 当 e 被 自 乘 到 lim In( Q/A) 次 短 时 ,结果 仅 


KsLL 3。 因此 ,由 (12.71), 最 终 得 到 这 一 结果 

limQ = ARK°L! 

pO 
它 表 明 , 当 p->0 时 ,CES 生产 函数 确实 趋向 于 科 布 一 道格拉斯 生 
产 困 数 。 


练习 12.7 


1 假设 图 12.96 中 的 等 产量 曲线 是 由 一 个 特定 的 齐 次 生产 函数 Q = 
Q(a,b) 推 导出 来 的 。 注 意 , OF = 下 FE = 下 开 ,车 函数 Q 是 

(a) 一 次 齐 次 的 (5) 二 次 齐 次 的 
那么 ,由 三 个 等 产量 曲线 所 表示 的 产 出 水 平 间 的 比率 是 多 少 ? 

2 对 于 一 般 化 的 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 ,如 果 我 们 对 比率 P,/P， 给 
出 比率 5 /a ,会 得 到 何 种 类 型 的 曲线 ?” 这 个 结果 依赖 于 假设 e+B8=1 吗 ? 
从 图 上 读 出 此 曲线 的 替代 弹性 。 

3 对 于 所 有 正 的 投入 水 平 ,CES 生产 函数 对 每 一 投入 具有 收益 递减 的 
特征 吗 ? 

4 证 明 在 CES 生 产量 数 等 产量 曲线 上 ,d*K/dL’>0。 

563 


431 


5 (a) 对 于 CES 生产 函数 , 若 每 一 生产 要 素 按 其 边际 产量 获得 报酬 ， 
那么 ,劳动 获得 的 产品 份额 与 资本 获得 的 产品 份额 的 比率 是 多 少 ” 8 越 大 意 
味 着 资本 获得 的 相对 份额 越 大 吗 ? 

(5) 对 于 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 ,劳动 获得 的 产品 份额 与 资本 获得 
的 产品 份额 的 比率 依赖 于 比率 K/L 吗 ? 

6 (a)CES 生产 函数 排除 了 p= -1 的 情况 。 但 若 p= - 1, 对 于 正 的 天 
和 二 ,等 产量 曲线 一 般 会 是 什么 形状 ? 

(5) 对 于 p= ~-1,c 有 意义 吗 ? 当 po 一 -1 时 ,o 的 极限 是 多 少 ? 

(c) 解释 上 述 结 果 的 经 济 含义 。 

7 证 明 : 把 CES 生产 函数 写成 Q= A[8K +(1-6)L *] ,其 中 
r>0 是 一 个 新 参数 ,我 们 可 以 引入 递增 的 规模 收益 和 递减 的 规模 收益 。 

8 求 下 列 极限 

(Wim (im 


1 ln 并 


(dq) lm -一 


让 


ee” 





(5) lim 一 一 
工 -二 人 号 


9 运用 洛 比 达 法 则 ,证 明 


(a) im 一 -=0 (pe) lim zinz=0 (人 (c) lim x” = 
了 -和 人 十 + 


工 一 由 ed 


12.8 结束 语 


在 本 篇 ,我 们 研究 了 最 优化 的 基本 方法 。 我 们 已 走 过 了 多 少 
有 些 艰 难 的 行程 :(1) 从 单一 选择 变量 的 情况 到 更 一 般 的 ”个 选 
择 变量 的 情况 ;(2) 从 多 项 式 目标 晒 数 到 指数 和 对 数目 标 晒 数 ; 
(3) 从 非 约 束 极 值 到 约束 极 值 等 形式 。 

我 们 的 讨论 大 多 数 由 “古典 最 优化 方法 所 构成 , 它 主 要 依靠 


的 是 微 积分 ,各 阶 导 数 是 其 基本 工具 。 以 微 积分 方法 求 最 优化 的 
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一 个 缺陷 是 其 内 在 的 短 见 性 质 ， 虽 然 导数 或 微分 形式 的 一 阶 和 二 
阶 条 件 一 般 不 难 确定 相对 或 局 部 极 值 ,但 通常 仍 需 收 寻 其 它 信息 
以 识别 绝对 或 整体 极 值 。 我 们 对 四 性 .十 性 . 拟 止 性 和 拟 凸 性 的 讨 
论 由 在 为 从 相对 极 值 领域 迈 向 绝对 极 值 领域 提供 一 些 有 益 的 垫 肢 
石 。 

微 积分 法 的 一 个 更 严重 的 局 限 性 在 于 它 不 能 应 付 约 东 条 件 为 
不 等 式 形式 的 情况 。 由 于 这 个 原因 ,如 在 效用 最 大 化 模型 的 预算 
约束 是 以 这 种 形式 表述 的 :总 支出 恰好 等 于 (而 不 是 “小 于 或 等 
于 ”) 特 定 的 收 和 和。 换言之, 微 积分 法 的 局 限 性 使 其 排斥 了 消费 
者 储蓄 其 部 分 收入 的 选择 。 而 且 正 是 由 于 同样 的 原因 ,我 们 没有 
像 一 般 经 济 常识 所 表明 的 那样 ,明确 地 将 选择 变量 限定 为 非 负 。432 
事实 上 ,我 们 只 能 像 模型 设 定 的 那样 使 用 不 等 式 ( 如 Q。 >0 和 
Q.<0 等 等 )。 这 些 不 等 式 在 确定 解 的 数学 符号 时 起 作用 ,但 它 
们 本 身 不 是 数学 运算 的 对 象 。 

当 研究 代表 “ 非 古典 "方法 的 数学 规划 (线性 规划 和 非 线 性 规 
划 ) 时 ,我 们 将 处 理 不 等 式 约束 问题 。 这 个 问题 将 留待 本 书 第 六 篇 
讨论 。 同 时 ,为 使 读者 全 方位 理解 经 济 分 析 的 各 个 领域 一 静态 
学 一 比较 静态 学 一 动态 学 一 一 我 们 将 在 第 五 篇 介绍 动态 分 析 方 
法 。 这 也 是 教学 方法 所 特别 推崇 的 ,因为 动态 分 析 所 需 的 数学 方 
法 与 我 们 刚刚 学 过 的 微 积 分 方法 有 密切 的 联系 。 

但 对 于 那些 急于 转向 数学 规划 的 读者 而 言 ,完全 可 以 跨 过 第 
五 篇 ,直接 进入 第 六 篇 ,这 不 会 遇 到 方法 上 的 障碍 。 
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动 态 分 析 





第 13 章 ” 动 态 经 济 学 与 积分 学 


把 动态 学 这 一 术语 应 用 于 经 济 分 析 时 ,在 不 同 的 时 间 以 及 对 
不 同 的 经 济 学 家 ,都 有 不 同 的 含义 .9 然而 在 今天 的 标准 用 法 中 ， 
它 是 指 这 样 一 种 分 析 类 型 :其 目的 是 探寻 和 研究 变量 的 具体 时 间 
路 径 ,或 者 是 确定 在 给 定 的 充分 长 的 时 间 内 ,这 些 变量 是 否 会 趋向 
收敛 于 某 一 (均衡 ) 值 。 这 方面 的 研究 是 非常 重要 的 ,因为 它 可 以 
弥补 静态 学 和 比较 静态 学 的 严重 不 足 。 在 比较 静态 学 中 ,我 们 总 
是 武断 地 假设 :经 济 调节 过 程 不 可 避免 地 导致 均衡 。 而 在 动态 分 
析 中 ,我 们 直接 面 对 均衡 的 “可 实现 性 ”问题 ,而 不 是 假设 它 必然 能 
够 实现 。 / 

动态 分 析 的 一 个 显著 特征 是 确定 变量 的 时 间 , 这 就 把 时 间 因 
素 明 确 纳 入 分 析 范围 。 有 两 种 方式 可 以 做 到 这 一 点 :我 们 可 以 将 
时 间 视 为 连续 变量 ,也 可 以 将 其 视 为 离散 变量 。 在 前 一 种 情况 下 ， 
变量 在 每 一 时 点 都 要 发 生 某 些 变化 (如 在 连续 计算 复 利 时 那样 ); 
436 而 在 后 一 种 情况 下 ,变量 仅 在 某 一 时 段 内 才 发 生 某 些 变化 (如 仅 在 
每 六 个 月 末 才 计 入 利息 )。 这 两 个 不 同 的 时 间 概 念 在 不 同 的 内 容 
中 各 具 优 势 。 

我 们 将 首先 讨论 连续 时 间 的 情况 , 它 与 积分 学 及 微分 方程 等 


@ 四 弗 里 兹 ' 马 契 拉 普 … 静态 学 与 动态 学 :众说 纷 经 的 术语 ”, 载 《南方 经 济 杂 志 》， 
1959 年 10 月 ,pp 91 一 110; 重 印 于 其 《经 济 语义 学 论文 集 》, Prentice - Hall 出 版 公司 ， 
1963 年 版 ,pp 9 一 42。 
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数学 方法 有 关 。 在 后 面 16 17 章 ,我 们 再 讨论 离散 时 间 的 情况 , 那 
里 将 运用 差分 方程 的 方法 。 


13.1 动态 学 与 积分 


一 般 而 言 ,静态 模型 中 的 问题 是 要 求 出 满足 某 些 特定 均衡 条 
件 的 内 生变 量 的 值 。 把 静态 学 应 用 于 最 优化 模型 时 ,任务 变 成 求 
使 目标 函数 最 大 化 (或 最 小 化 ) 的 选择 变量 的 值 一 一 而 一 阶 条 件 充 
当 均 衡 条 件 。 与 此 相对 照 的 是 ,动态 模型 涉及 的 问题 是 ,在 已 知 变 
化 模式 的 基础 上 (比如 ,给 定 瞬 时 变化 率 ) ,描述 某 些 变量 的 变化 时 
间 路 径 。 

学 个 例子 或 许 会 使 问题 更 清楚 。 假 定 已 知人 口 规模 五 随时 
间 以 速率 


dH _ in 
dt | 


变化 。 则 我 们 要 求 的 是 :人 口 末 = 昌 (z ) 的 何 种 时 间 路 径 可 以 产 
生 (13.1) 的 变化 率 ? 

读者 将 会 认识 到 ,如 果 我 们 起 初 便 知 道 函 数 电 = 矿 (t ), 那 么 
便 可 以 通过 微分 求 得 dH/dt。 但 我 们 现在 面临 的 问题 恰恰 相反 : 
要 从 已 知 的 导数 求 出 原 函 数 , 而 不 是 从 原 函 数 求 出 其 导数 。 在 数 
学 上 ,我 们 现在 需要 与 微分 法 或 微分 学 完全 相反 的 方法 。 

这 种 方法 称 作 积分 法 或 积分 学 ,我 们 下 面 将 对 其 进行 研究 。 
现在 ,我 们 满足 于 如 下 观察 : 昌 (1)=2z1 确实 有 形式 为 (13.1) 的 
导数 ,因此 显然 可 以 作为 我 们 的 问题 的 解 。 但 麻烦 的 是 ,还 存在 类 
似 的 晴 数 ,如 琳 (t)=242+15 或 瑟 (t)=242+99, 更 一 般 地 ， 
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(13.1) 


Fi)=2t +c(c = 任意 常数 ) (13.2) 
它们 均 与 (13.1) 有 完全 相同 的 导数 。 这 样 就 不 能 确定 唯一 的 时 间 
路 径 , 除 非常 数值 c 能 以 某 种 方式 确定 下 来 。 为 此 ,模型 必须 以 所 
谓 初 始 条 件 或 边界 条 件 的 形式 ,引入 额外 的 信息 。 

437 如 果 我 们 知道 初始 人 口 H(0)( 即 五 在 :0) 时 的 值 ,假设 
H(0)= 100) , 则 常数 c 的 值 可 以 确定 了 。 令 (13.2) 中 的 上 =0, 得 到 
H(0) = 2(0)I 玫 +c = cc 

但 车 及 (0) =100, 则 c=100, 且 (13.2) 变 成 
H(#1) = 2112 + 100 (13.2’) 
其 中 的 常数 不 再 是 任意 的 。 更 一 般 地 ,对 于 任意 给 定 初始 人 口 五 
(0) ,时 间 路 径 将 为 
H(i) = 211* + H(0) (13.2”) 
因此 ,在 现在 的 例子 中 ,任意 时 点 的 人 口 规模 由 初始 人 口 互 (0) 与 
另 一 个 包含 时 间 变 量 大 的 项 的 和 组 成 。 这 个 时 间 路 径 的 确 描 述 了 
变量 互 随时 间 变 化 的 过 程 ,因此 确实 构成 了 此 动态 模型 的 解 。 
[方程 (13.1) 也 是 大 的 一 数 。 为 什么 它 不 能 被 视 为 模型 的 解 呢 ?] 
人 口 问题 的 例子 虽然 简单 ,但 却 揭示 了 动态 经 济 学 问题 的 实 
质 : 给 定 变量 随时 间 变 化 的 行为 模式 ,设法 求 出 描述 变量 时 间 路 径 
的 函数 。 在 此 过 程 中 ,我 们 将 遇 到 一 个 或 多 个 任意 常数 ,但 我 们 若 
有 充分 的 形式 为 初始 条 件 的 额外 信息 ,就 有 可 能 确定 那些 任意 党 
数 的 值 。 
相对 简单 的 问题 ,比如 上 面 给 出 的 例子 , 解 可 用 积分 方法 求 
出 。 积 分 是 一 种 由 已 知 导 盯 数 反 求 原 函 数 的 方法 。 在 更 复杂 的 情 
况 中 ,我 们 还 可 以 借助 于 被 称 作 微分 方程 的 方法 ;微分 方程 是 一 个 


与 积分 密切 相关 的 数学 分 支 。 因 为 微分 方程 被 定义 为 包含 微分 或 
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导数 表达 式 的 任意 方程 ,所 以 (13.1) 必 定 是 一 个 微分 方程 。 因 此 ， 
通过 求 其 解 ,我 们 实际 上 已 经 解 出 了 一 个 微分 方程 ,尽管 它 是 一 个 
极其 简单 的 微分 方程 。 

现在 我 们 开始 积分 学 的 基本 概念 。 因 为 我 们 在 讨论 微 积 分 时 
使 用 x( 而 非 上 ) 作 自 变量 ,为 对 称 起 见 ,这 里 仍 将 使 用 x。 但 为 方 
便 计 ,我 们 在 这 里 的 讨论 中 分 别 以 F(z) 和 f(x) 表示 原 函 数 和 导 
函数 ,而 不 是 使 用 一 撤 ” 来 区 分 它们 。 


13.2 不 定 积 分 
积分 的 性 质 


我 们 曾 提 过 ,积分 是 微分 的 逆 过 程 。 若 给 定 原 函 数 下 (z) ,对 
其 微分 得 到 导数 f(z), 假 设 可 以 得 到 适当 的 信息 以 确定 在 积分 
过 程 中 产生 的 任意 常数 ,那么 ,我 们 就 可 以 “积分 " f(z) 以 求 得 广 438 
(zie。 函数 F(x) 被 称 作 f(z ) 的 积分 或 反 导 数 。 因 此 这 两 种 运算 
过 程 类 似 于 研究 家 谱 的 两 种 方法 :积分 就 是 追溯 函数 f(z) 的 家 
系 或 出 身 ,而 微分 则 是 寻找 FGz) 的 后 裔 。 但 要 注意 其 区 别 : 尽 管 
可 微 原 函数 总 是 产生 一 个 后 代 , 即 唯一 的 导数 F(z), 但 导数 f 
(z) 的 积分 , 则 可 能 追溯 到 无 数 个 可 能 父母 ;因为 若 F(z) 是 f(z) 
的 积分 , 则 正如 我 们 在 (13.2) 所 看 到 的 那样 ,FF(z) 加 上 任意 常数 
也 是 f(z ) 的 积分 。 z 

我 们 需要 一 个 特殊 符号 来 表示 所 求 的 f(xz) 对 xz 的 积分 。 标 
准 符 号 为 


| f(x) dz 
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左边 加 长 的 S 形 符号 ( 它 有 和 的 含义 ,后 面 再 解释 ) 称 作 积 分 符 ， 
而 f(z ) 部 分 则 称 作 被 积 函 数 , dx 部 分 ,类 似 于 微分 算 子 d /dz 中 
的 dz 部 分 , 则 提示 我 们 运算 是 对 x 进行 的 。 但 读者 也 可 以 把 f 
(xz)dz 视 为 一 个 整体 ,并 将 其 解释 成 原 函 数 F(z ) 的 微分 [ 即 dF 
(z)=(z)dz]j。 那 么 ,前 面 的 积分 符号 可 以 看 作 是 逆 微 分 过 程 
的 指示 符 。 有 了 这 个 新 的 符号 便 可 以 写 出 


F(z) = f(z)>|f(z)dr = F(x)+c (13.3) 

其 中 任意 积分 常数 。, 用 以 表示 被 积 函 数 的 多 重 亲 系 。 
更 具体 地 ,积分 | f(z) 被 称 作 f(z) 的 不 定 积分 (与 下 一 节 要 
讨论 的 定 积分 相对 照 ) ,因为 它 没有 确定 的 数值 。 由 于 它 等 于 下 


(xz)+c, 其 值 随 x 的 变化 而 变化 (即使 c 是 确定 的 )。 因 此 同 导 数 
一 样 ,不 定 积分 本 身 是 二 的 图 数 。 


不 定 积 分 的 基本 法 则 


同 存在 一 些 求 导 法 则 一 样 ,我 们 也 可 以 提出 一 些 积分 法 则 。 
正如 所 预期 的 那样 ,积分 法 则 极 大 地 依赖 于 我 们 已 熟悉 的 微分 法 
则 。 例 如 ,由 如 下 竹 函 数 的 导数 公式 
d | xt 





dr\n+li 
我 们 看 到 表达 式 x"*'/(n+1) 是 导 函 数 zx”" 的 原 函 数 。 因 此 ,用 
439 它们 代 兰 (13.3) 中 的 F(z) 和 f(xz), 我 们 可 以 表述 如 下 积分 法 
则 。 
法 则 I (每 函数 积分 法 则 ) 


1l 
7 十 


)= > (n 天 一 1) 





| rax 一 Ea +c (nS-1) 
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例 1 求 |z3dr 。 这 里 ,我 们 有 n=3。 因 此 有 


{ 3,， _ 1, 
jzxdr= 47 十 C 


例 2 求 | xadz。 因为 n= 二 1, 所 以 有 


| zw 一 3 +c 


例 3 求 | 1az 。 为 求 此 积分 ,我 们 回忆 一 下 ,z0= 1; 因 此 ,在 
赛 函数 积分 法 则 中 可 令 =0, 得 到 
ja 一 T+c 


[有 时 | 1ax 被 写成 | dr ,因为 1dx = dx。| 
例 4 求 | Vidr。 因 vx3=x32 ,所 以 有 n 二 3/2, 因 此 ， 


5/2 


| Var = 到 te= Vte 
2 





例 5 求 | 十 dzr,(z 关 0)。 因 1/z4=z 1, 所 以 有 n= 一 4。 


这 样 ,积分 为 


1 xr ++l 1 
| 二 d= + 3x3 tC 


注意 ,积分 结果 的 正确 性 总 可 以 通过 微分 来 检验 ; 若 积 分 是 正 


确 的 ,那么 ,积分 的 导数 必然 等 于 被 积 函 数 。 
我 们 已 给 出 简单 指数 和 对 数 晴 数 的 求 导 公 式 为 


dr Mhz (>0) 


Te =e 


dx dx 


由 此 可 得 出 两 个 基本 的 积分 法 则 。 
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法 则 I (指数 函数 的 积分 法 则 ) 
Jedr= ete 
法 则 HI (对 数 函 数 的 积分 法 则 ) 
| Taz = Inz + ¢ (x > 0) 


令 人 感 兴趣 的 是 ,法 则 II 中 所 包含 的 被 积 函 数 是 1/x = 

440xX “, 它 是 蜂 明 数 zx” 中 当 n = -1 的 特殊 形式 。 这 个 特殊 的 被 积 

时 数 难以 按 睡 函数 积分 法 则 求 积 分 ,但 现在 却 完 全 可 以 通过 对 数 
函数 的 积分 法 则 来 处 理 。 


如 上 所 述 ,对 数 函 数 积 分 法 则 被 置 以 约束 >0, 因 为 z 的 非 
正 值 不 存在 对 数 。 该 法 则 的 可 以 处 理 x 负 值 的 更 一 般 的 公式 为 
| az =mlizi+< (z 关 0) 


此 式 如 (4d /dzx)lnz =1/x 一 样 ,也 意味 着 (d/dzx)ln|zx|=1/r。 
读者 应 当 确 信 , 以 |z | (具有 限制 z 隐 0) 代替 z( 具 有 限制 x>0) 丝 
毫 不 影响 公式 的 正确 性 。 

还 应 指出 ,作为 一 个 符号 ,积分 | 二 ax 还 可 以 写成 | 空 。 


作为 法 则 IIT 和 法 则 HII 的 变形 ,我 们 还 有 如 下 两 个 法 则 。 
法 则 IIa 


Jf Ndr = were 
法 则 IIIa 
| Sd = nr(z)+< [f(x) > 0] 


或 In| f(x)i1+c [f(x) 关 0] 
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在 求 导 法 则 (10.20) 中 可 以 找到 这 两 个 法 则 的 基础 。 
运算 法 则 


上 面 给 出 的 三 个 法 则 充分 说 明了 积分 的 所 有 法 则 所 依赖 的 精 
神 实质 , 即 每 个 法 则 总 是 对 应 于 一 个 求 导 公式 ,而 且 每 个 积分 公式 
后 面 都 附加 一 个 任意 常数 (尽管 通过 运用 给 定 的 边界 条 件 ,可 以 使 
其 确定 下 来 ), 以 表示 原 函 数 的 整个 亲 系 都 可 以 产生 给 定 的 被 积 函 
数 。 

但 为 处 理 更 复杂 的 补 积 孙 数 ,我 们 还 需求 出 如 下 两 个 对 积分 
有 帮助 的 运算 法 则 : 

法 则 IV( 和 的 积分 ) :有 限 个 函数 的 和 的 积分 ,等 于 这 些 函 数 441 
积分 之 和 。 对 于 两 个 函数 的 情况 ,这 意味 着 


| [Acz) +g(z)jdz = | rz)ax 十 | sz)ax 
此 法 则 是 下 述 事实 之 必然 结果 


d _d ad 加 
zz F(x) + G(x)|] = zt (7) + TG(x) = f(r)+ g(x) 
QQ QQ 


C 
A B 


由 于 A=C, 基 于 (13.3), 可 以 写 出 
JifCz) + g(z)]az = F(z)+ G(r) +e (13.4) 
但 由 B=C, 可 得 
| Frz)az = F(z) + cl 和 |g(z)az = G(x) + 
这 样 ,通过 相 加 可 得 到 


| rz)aa 十 |s(z)dz = F(z)+ G(rz)+ c+ c2 (13.5) 
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因为 常数 CeClyC2 均 为 任意 值 ,我 们 可 令 C 一 《1 十 c2 , 则 方程 (13. 
4) 与 (13.5) 的 右边 相等 ,这 样 , 其 左边 必然 也 相等 。 这 证 明了 法 则 
TV。 


例 6 求 | (za+ x+1)dzx。 由 法 则 IV, 此 积分 可 以 表示 成 


三 个 积分 的 和 : | za + | raz + J1ax 。 因 为 此 三 个 积分 的 值 已 
分 别 在 例 1.2 .3 中 求 出 ,只 需 将 其 结果 合 起 来 , 便 得 到 ， 


| +y+lyazr = 区 + + [ 瑟 + 2)+ (x + c3) 


2 
加 
在 最 后 的 答案 中 ,我 们 已 将 三 个 附 下 标的 常数 归并 成 一 个 常数 c。 

作为 一 种 通用 的 做 法 ,积分 过 程 中 出 现 的 所 有 相 加 的 任意 积 
分 常数 ,都 可 以 在 最 终 答案 中 归并 成 一 个 任意 常数 。 


例 7 求 | [2e2 + 元 经 5 jd。 
根据 法 则 IV ,我 们 可 以 对 被 积 吨 数 中 两 个 相 加 的 项 分 别 积 分 , 然 
后 加 和 其 结果 。 因 为 2e** 项 在 积分 法 则 Ila 中 的 形式 为 F(z) 
ef7) ,其 中 jz)=2z, 所 以 积分 为 ezz + ci1, 类 似 地 , 另 一 项 ,14x/ 
442(7Z*+5), 取 形式 (zx)/f(zxz), 有 f(x)=7zx:+5>0。 因 此 ,由 


法 则 IIIa, 积 分 为 Ih(7x*+5)+c，。 因 此 ,可 以 写 出 


一 十 十 这 十 CC 


上 jh 








4 2 
|(20* 十 7 ;jazz = e 皂 +ln(7z +5)+c 


其 中 ,我们 已 将 ci 和 c, 合并 为 -一 个 任意 常数 c。 
法 则 V( 倍 数 的 积分 ) ”一 个 常数 有 与 被 积 函 数 的 积 的 积分 ， 


等 于 常数 & 与 被 积 函 数 积分 的 乘积 。 以 符号 表示 , 即 
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| ar(z)az ~ | fC) adr 


从 运算 角度 看 ,此 法 则 意味 着 乘积 常数 可 以 从 积分 符号 中 " 提 
取 ” 出 去 。( 但 要 注意 , 含 变 量 的 项 不 能 像 这 样 提取 出 去 。) 为 证 明 


此 法 则 ,我 们 回忆 一 下 ,& 乘 以 f(xz) 仅 意味 着 使 f(x ) 相 加 有 次， 
因而 由 法 则 IV ,有 


|af Cz)as =| [f(z) fx) t+ f(r) dr 
上 项 


= | f(r) dx + |f(z) dz 十 、… 十 | 7(z)az 
， 


去 甫 


= | f(x)ar 


例 3 求 | - f(x)dxr ,这 里 有 = 一 1, 因 此 ， 
| -Frar =- [f(z)az 
此 即 函 数 负数 的 积分 ,等 于 函数 积分 的 负数 。 
例 9 求 | 2z?dzr。 提 取出 2 并 应 用 法 则 1, 有 


3 
jz2zzax 一 2| :dx 一 2( 亏 十 c1)= $x + ce 


例 10 求 |3z?dzx。 在 本 例 中 ,提取 乘积 常数 后 得 到 
|3x7dx = 3| rar = 3( 瑟 + 可 = z3 + c 
注意 ,与 上 面 一 个 例子 相反 ,最 终 答案 中 的 项 za 不 带 有 任何 分 
数 。 这 个 简洁 结果 的 出 现 是 因为 被 积 函数 中 的 乘积 常数 恰好 等 于 


2( 范 数 的 寡 ) 加 1。 参考 宪 函 数 积分 法 则 (法 则 1) ,我 们 看 到 乘 数 443 
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常数 (2 +1) 在 此 情况 下 恰好 消 掉 分 数 1/(mn +1) ,因此 得 到 答案 
(zz +c)。 

一 般 而 言 ,只 要 我 们 有 被 积 函 数 (n + 1) zx", 便 没有 必要 提取 
常数 (n+1) ,然后 再 积分 x" ,只 需 写 出 答案 xz”*1+c 即 可 。 


例 11 求 | (se 一 “十 je (xz 了 去 0)。 这 个 例子 同时 说 


明 法 则 IV 和 Vi; 实 际 上 , 它 也 说 明了 前 三 个 法 则 : 


|(se -+ 加 号 =5| edx - | 二 az + 3| Tax 
Tt 有 车 


[由 法 则 IV 和 V] 


一 | 


=(S$erz + cl) 一 (三 十 cj (3in | x 1+ c3) 


se+li+3mnixilte 
艺 


此 结果 的 正确 性 也 可 以 通过 微分 来 验证 。 
涉及 代 换 的 法 则 


现在 ,我 们 来 介绍 两 个 在 适当 情况 下 ,可 以 通过 代 换 原 积分 变 
量 ,从 而 使 积分 过 程 得 以 简化 的 法 则 。 只 要 新 引进 的 积分 变量 使 
积分 过 程 比 原来 更 简单 ,那么 ,这 些 法 则 就 是 有 用 的 。 

法 则 VI( 代 换 法 则 ) 。 f(w) (du/qdz) 对 变量 x 的 积分 , 是 f 
(4) 对 变量 x 的 积分 : 


| ro Gaz = | Fo)au = F(u) +e 


S78 


Erte pi 3 


其 中 ,运算 | du 已 经 代替 了 运算 | dz。 
此 法 则 对 应 于 积分 学 中 的 链 式 法 则 ,也 可 以 通过 链 式 法 则 本 
身 来 加 以 证 明 。 给 定 函 数 下 (1) ,其 中 wu = u(x), 链 式 法 则 表明 


dy dp du du ,du 
azct (*) Zu (0) gx = (4) 7 和 fu) I 
因为 f(w)(du/dzr) 是 F(w) 的 导数 ,由 (13.3) 可 知 前 者 的 积分 
(有 反 导 数 ) 必 为 
| ro daz = F(u)+ec 


读者 也 许 会 注意 到 ,这 个 结果 实际 上 也 可 以 通过 消去 左边 的 两 个 4a4 
dx 表达 式 而 得 到 局 


例 12 求 |2z(z? + 1)dr。 此 是 答 案 可 以 通过 先 乘 开 被 积 函 
数 而 得 到 : 


4 
|2z(zz + 1)dx = | ez + 2x)dx = + XxX*+ce 


但 现在 ,我们 还 是 运用 代 换 法 则 来 解 它 。 令 = x +1, 则 du /dx = 
2z ,或 dz = 二 du /2zx。 以 du /2 代 换 dx ,得 到 


2 
|2z(x + 1)dz = |2xu 3 = Bp du = 本 十 C1 


= 二 (z4+2z2+1)+cl= 广 z4+ z2+e 


其 中 c=1/2+ ci。 以 du/dz 代 换 2z, 也 可 以 得 到 同样 的 结果 。 


例 13 求 | 6z?(zs+ 2)%dz。 本 例 中 的 被 积 函数 很 难 乘 开 ， 
因而 现在 是 展示 代 换 法 则 有 效 性 的 极 好 机 会 。 邻 u = x?+2, 则 
du /dx 二 3x’ ,从 而 
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|6zz(zs + 2)9 dr = 112 玫 jsdz - |2u%au 
ou + = Sr + 2)100 + 。 


例 14 求 | sezr*adz。 令 wx=2z+3, 那 么 ,duvLdz=2，, 或 
dz 二 du /2, 因 此 


|8er ar = |se 衬 = 4| ca = 4e*+c = 4e* ?+e 


正如 这 些 例子 所 表明 的 那样 ,只 要 我 们 审慎 选择 函数 x = 
u(x), 将 被 积 函 数 (z 的 函数 ) 表 示 成 f(u) (wu 的 函数 ) 和 du /dz 
(我 们 选择 的 x 函数 的 导数 ) 的 积 。 那 么 ,这 个 法 则 是 很 有 用 的 ， 
而且, 像 后 两 个 例子 所 表明 的 那样 , 当 原 被 积 函 数 被 变换 成 f() 
(du /dx ) 与 常数 的 乘积 时 ,还 可 以 运用 此 法 则 。 因 为 常数 因子 可 
以 从 积分 符号 中 提取 出 去 , 留 下 形式 为 (wu)(du/dx) 的 被 积 函 
数 , 它 正 是 符合 代 换 法 则 的 要 求 。 但 是 , 当 变 量 代 换 得 到 变量 乘 以 
flu)(du/dzx), 比 如 ,xz 乘 f(u)(du/dx) 时 ,就 不 能 提出 乘积 因 
子 , 应 用 代 换 法 则 。 事 实 上 ,不 存在 一 般 的 公式 可 以 将 两 个 函数 乘 
445 积 用 两 个 函数 各 自 的 积分 来 表示 ;也 没有 一般 的 公式 将 两 个 函数 
商 的 积分 ,用 两 个 函数 单独 的 积分 来 表示 。 这 就 是 为 什么 从 总 体 
上 看 积分 较 微分 更 困难 一 些 , 以 及 为 什么 对 于 复杂 的 被 积 函 数 ,在 
现成 的 积分 表 中 查找 答案 较 之 自己 独自 进行 计算 要 方便 -- 些 的 原 

因 。 
法 则 VII (分 部 积分 ): v 对 的 积分 等 于 uv 减 去 wx 对 wv 的 


积分 : 
Juau = wo |udo 
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此 法 则 的 实质 是 以 运算 | du 代替 运算 | du 
这 个 结果 的 合理 性 是 相对 易于 说 明 的 。 首 先 ,由 微分 的 乘积 
法 则 可 知 : 
d(uv)— vdu + udv 
车 我 们 对 方程 两 边 积分 ( 即 对 每 一 微分 积分 ), 可 得 到 一 个 新 方程 


|atuw) 一 joau + | dv 


或 wv = Jodu + Judo 
[方程 左边 不 需 加 上 常数 (为 什么 ?)] 

则 ,在 两 边 减 去 | udv ,上 述 结论 得 证 。 
例 15 求 | z(z+1)!2， 本 例 有 别 于 例 12 和 例 13, 不 能 利 
用 法 则 VI 的 代 换 法 (为 什么 ?)。 但 我 们 可 以 将 给 定 积分 视 为 
huau 的 形式 ,并 应 用 法 则 VIT, 为 此 , 令 "= z, 这 意味 着 du = dz， 


和 且 可 令 zx=273(z+1l)32 ,从 而 du =(z+i)。 则 我 们 可 以 求 得 
积分 


| zz + 1)i?adx = | du =uv— | dv 


-二 (7 十 1)* zx -| 十 1)2ar 
3 3 

_2, 32 4 5/2 

=3(rz+1) 并 Tstx+1) +c 


例 16 求 | jn x dz ，(z >0)。 我 们 这 里 不 能 应 用 对 数 法 则 ， 
因为 此 法 则 所 涉及 的 是 被 积 函数 1/z ,而 非 In zx。 我 们 也 不 能 应 


用 法 则 VI。 但 我 们 若 令 mw=ln x,; 便 有 dv = (1/x)dx, 再 令 w = 446 
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zy 从 而 有 du = dr, 则 积分 过 程 如 下 
ja Xdrzr = Judu = uv -|， dv 
=rinz- |dr=zlhr- zte=z(nz-1)+e 
例 17 求 | zer dx。 在 本 例 中 , 仅 令 v=z,u=er, 从 而 有 
dv 二 dx ,du=e”dx。 应 用 法 则 VII, 则 有 
|ze*ax =|van = uv -| udv 
一 e- 并 - |eaz = eer-e+c= ez 一 1)+c 


同上 面 所 有 例子 一 样 ,此 结果 的 正确 性 完全 可 通过 微分 来 加 以 检 
验 。 





练习 13.2 
1 求 下 列 积分 : 
(a) | 16z “dx (rx0) (d) | 2e ?sdz 
4x 
(5) | 9zsaz (0) | -着 
(c) | (5 — 32) dr CN | (2ar + O) (ax? + br) dz 
2 求 下 列 积分 : 
(a) | 13edx (4d) | 3e -2717 dx 


(5) | (3 + )az (xr >0) (0) | 4ze” aar 


Go) | (s+ )az ( 工 天 0) CD) | ze oa 
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3 求 
3dx 2 
(a) Oe (xX 关 0) (c) re 


(6) | 5 (x#2) (4) | dz 
4 求 
(a) | (z+3)(z+DI2dx (6) | zinzar (x>0) 


5 给 定 个 常数 &(i=1,2,…,n) 和 个 沙 数 f(z), 根 据 法 则 IV 和 
V 推导 出 





dx 





> kifi(r)dr = > # Cr) a 


13.3 定 积 分 441 


定 积分 的 含义 


上 一 节 所 列 出 的 所 有 积分 均 属于 不 定 积分 :每 个 积分 都 是 变 
量 的 函数 ,因而 没有 确定 的 数值 。 现 在 ,对 于 连续 函数 /(z) 的 已 
知 不 定 积分 ， 


| Foz)az = F(x)+e 


知 我 们 选择 z 定义 域 中 的 两 个 值 ,比如 a 和 oke<2o), 依 次 将 其 
代 人 方程 右边 ,并 形成 差 

[F(5)+c]l-[Fl(a)+e] = F(b6)- F(a) 
从 而 得 到 一 个 不 再 包含 变量 x 及 任意 常数 c 的 具体 数值 。 此 值 称 
作 f(z) 从 a 至 6 的 定 积分 ,其 中 a 为 积分 下 限 ,6 为 积分 上 限 。 


为 标示 出 积分 上 下 限 , 我 们 将 积分 符号 修改 成 这 种 形式 | 。 
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则 可 用 符号 将 定 积分 的 计算 步骤 表示 如 下 : 


| fz) a = F(z)] = F(65)— F(a) (13.6) 


其 中 符号 | (也 可 以 写成 |。 或 | …] ) 表 示 必 a 和 户 依 次 代 蔡 积分 
结果 中 的 x 以 得 到 下 (5p) 和 F(a), 然 后 再 取 其 差 , 如 (13.6) 右 边 
所 示 。 第 一 步 ,我 们 必须 先 求 出 不 定 积分 ,但 可 以 省 略 常数 c , 因 
为 在 取 差 的 过 程 中 可 将 其 消 掉 。 


例 1 计算 | sr?ar。 因为 不 定 积分 为 z3+ c, 所 以 定 积分 的 
值 为 


5 5 
| 3z?az = zr | = (5 - (1 = 125-1= 124 
i 


例 2 计算 | ske*dr。 这 里 ,积分 的 上 下 限 是 以 符号 形式 给 出 
的 ,因而 ,积分 的 结果 也 以 符号 表示 : 
6 


| keraz = be- | = k(e? — ez) 


se 。 例 3 计算 [Ne + 27x Jar,(z 关 - 1)。 不 定 积分 是 In|1 
+z|+z2+ci 因 此 ,答案 是 


4 1 四 > 14 
| (+2 = [il+t zit | 


= (ln$ + 16)— (nl + 0) 
=lnS+ 16 [因为 lnl = 0] 
重要 的 是 ,要 认识 到 积分 的 上 下 限 a 和 6 均 是 变量 zz 定义 域 
中 的 值 。 如 果 在 积分 时 运用 变量 代 换 法 (法 则 VI 和 法 则 VII) ,并 
引入 变量 ,就 不 能 把 a 和 6 视 为 xz 的 积分 限 。 下 面 的 例子 将 说 
明 这 一 点 。 
384 








2 
例 4 计算 | (2z3 1) (67r°)dro 令 w=2r’ -1,du/dr = 
J1 


6x ,或 de=6z2dr。 注 意 , 当 z=1,x 将 等 于 1, 但 当 z=2 时 ,zx 
将 为 1535。 换言之 ,变量 的 积分 限 将 为 1( 下 限 ) 和 15( 上 限 )。 因 


2 
此 ,将 给 定 的 积分 以 u 的 形式 重 写 , 不 会 得 到 | wadu, 而 是 


15 1 1s 1 四 2 

| xzdu = 3 | = 于 (19 -13) = 11243 
此 外 ,我 们 还 可 以 将 u 变换 回 xz, 然 后 运用 原来 的 积分 限 1 和 2 以 
得 到 同样 的 管 案 : 

u=15 I 二 2 
EE 


1 3 3、 2 
= 也 (15 - 1) = 1124 防 


作为 曲线 下 面积 的 定 积分 


每 个 积分 均 有 一 个 确定 的 值 。 在 几何 上 ,此 值 可 以 解释 为 一 
条 给 定 曲 线 下 的 特定 面积 。 

连续 函数 y= f(x) 的 图 形 绘 在 图 13.1 中 。 若 我 们 试图 度量 
由 曲线 和 横 轴 围 起 来 的 ,位 于 定义 域 中 两 点 a 和 2 的 面积 A( 图 中 
阴影 部 分 ) ,我 们 可 以 采纳 如 下 步骤 :首先 ,将 区 间 [a ,po] 划 分 成 > 
个 子 区 间 ( 长 度 可 以 不 相等 )。 图 a 中 绘 出 了 四 个 子 区 间 ( 即 ”= 
4) ,第 一 个 是 [xz ,xz2j」, 最 后 一 个 是 [zx4,xs]。 因 为 其 中 的 每 一 个 
都 表示 z 的 变化 ,所 以 可 以 分 别 将 其 视 为 Ari1,… ,Axr4。 现 在 ,我 
们 在 这 些 区 间 上 作出 四 个 矩形 块 ,使 得 每 个 矩形 的 高 度 等 于 函数 
在 该 矩形 中 可 达到 的 最 大 值 (这 里 恰好 等 于 每 个 矩形 的 左边 界 )。 
因此 ,第 一 个 拖 形 的 高 度 为 FCzi) ,宽度 为 Ax1; 一 般 地 ,第 i 个 扼 
形 块 的 高 为 Fri), 宽 为 Azie 这 组 矩形 的 总 面积 A* 等 于 和 
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(a) 





(6) 


图 13.1 
它 显然 不 是 我 们 要 求 的 曲线 下 的 面积 ,只 是 曲线 下 面积 的 一 个 大 


致 的 近似 。 
A 的 真实 值 与 4“ 的 差别 在 于 和 矩形 块 中 未 加 阴影 的 部 分 ;这 
部 分 使 4 “大 于 A。 但 如 果 可 以 减 缩 阴影 面积 并 使 其 趋 于 零 , 则 
相应 地 ,近似值 A’ 也 可 以 趋 于 真实 值 A。 当 我 们 将 区 间 La ,5] 
586 


分 割 得 越 来 越 细 ,从 而 从 ”无 限 增 大 ,Arzri 无 限 缩小 时 ,这 个 结果 
就 可 以 成 为 现实 。 这 样 ,上 述 的 那 种 矩形 块 将 变 得 越 来 越 细 长 , 曲 
线 外 的 长 出 部 分 就 越 来 越 小 ;从 图 2 中 我 们 可 以 见 到 这 一 点 。 这 
种 使 矩形 苗条 化 的 运算 ,在 极限 情况 下 成 为 450 


lim > ,rzi)Ar = limA* = 面积 A (13.7) 
?si=1 nm 


如 果 此 极限 存在 的 话 ,而 在 本 例 中 ,极限 确实 存在 。 此 方程 实际 上 
就 是 曲线 下 面积 的 正式 定义 。 


(13.7) 中 的 和 表达 式 Df (zi) Ax, 与 定 积分 表达 式 


F(z) dz 有 菜 种 相似 之 处 。 事实 上 ,后 者 是 以 前 者 为 基础 的 。 


当 变 化 Az; 无穷小 时 ,我们 可 以 用 dz; 来 代替 它 。 而 且 , 下 标 i 可 
以 含 去 ,因为 每 个 无 穷 小 变化 都 可 以 同样 符号 dz 表示 。 因 此 ,我 
们 可 以 将 f(x,)Ax, 重 写 成 f(z)dz。 求 和 符号 怎么 办 呢 ? 求 和 


符号 > 表示 有 限 项 之 和 。 含 woo ,并 取 和 的 极限 时 ,这 个 经 党 
使 用 的 符号 就 有 些 累 装 了 。 因 此 需要 一 个 更 简单 的 替代 符号 。 这 


个 替代 符号 即 | ,其 中 加 长 的 S 符号 也 表示 和 ,a 和 (相当 于 ; 


=1 和 i=n) 用 于 设 定 此 和 的 下 限 和 上 限 。 总 之 , 定 积分 是 和 的 
极限 表达 式 (13.7) 的 简写 。 即 


| rz)az 三 lim DP f(x) A = 面积 A 
因此 ,上 面 所 说 的 定 积分 ( 称 作 黎 曼 积分 ) 现 在 则 有 了 面积 的 含义 
及 和 的 含义 ,因为 | 是 与 离散 的 > ) 概念 对 应 的 连续 的 概念。 
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在 图 13.1 中 ,我 们 力图 通过 细 分 区 间 [a ,2] 来 系统 降低 过 剩 
近似 面积 A ,使 之 近似 表示 面积 A。 由 此 而 产生 的 矩形 块 面积 
的 和 的 极限 , 称 作 上 积分 , 它 是 从 曲线 上 方 趋 近 于 A 的 近似 值 。 
我 们 也 可 以 从 曲线 下 方 作 出 内 接 而 不 是 伸 出 曲线 外 的 矩形 块 来 近 
似 面 积 A( 见 练习 13.3 一 3)。 这 组 新 的 和 矩 形 块 的 总 面积 A** 会 低 
售 面积 A ,但 随 着 区 间 | a ,6 ] 越 来 越 细 分 ,我 们 又 可 求 得 lim A 


= A。 这 个 矩形 块 面积 和 的 极限 称 作 下 积分 。 当 上 且 仅 当 上 积分 和 


下 积分 的 值 相等 时 , 黎 曼 积分 | /(x)dz 才 有 定义 ,而 函数 F(z) 
则 称 作 黎 曼 可 积 的 。 存 在 一 些 定理 来 设 定 函数 f(z) 可 积 的 条 
件 。 按 照 微 积 分 的 基本 定理 ,如 果 函 数 在 区 间 [a ,6] 连 续 , 则 它 在 
451 该 区 间 中 便 可 积 。 因 此 ,只 要 我 们 讨论 的 是 连续 函数 ,就 不 必 担心 
是 否 可 积 的 问题 。 
还 有 一 点 要 注意 。 昌 然 图 13.1 中 的 面积 A 恰好 完全 位 于 曲 
线 y= F(z) 的 递减 部 分 ,但 对 于 向 上 倾斜 的 曲线 下 的 面积 , 定 积分 
的 概念 也 完全 适用 。 实 际 上 ,曲线 的 向 上 和 向 下 倾斜 可 以 同时 存 


在 ,例如 ,我 们 可 以 | rz)ax 来 计算 图 13.1 中 曲线 下 0b 间 的 
面积 。 


注意 ,如 果 我 们 以 定 积分 | f(z)dz 计算 图 13.2 中 的 面积 


,结果 会 是 负 值 ,因为 该 面积 中 所 包含 的 矩形 块 的 高 度 均 是 负 
值 。 这 就 产生 了 负面 积 的 概念 , 它 是 已 知 曲线 上 方 ,z 轴 下 方 的 面 
积 。 在 我 们 感 兴趣 的 是 面积 的 数值 ,而 非 面积 的 代数 值 的 情况 下 ， 


我 们 就 取 相 关 定 积分 的 绝对 值 。 另 一 方面 ,面积 C = | f(z)ax 


是 正 值 , 尽管 它 位 于 x 轴 的 负 值 区 域 ,因为 当 由 c 移 至 d 时 ,每 个 
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图 13.2 
矩形 块 的 高 和 宽 均 是 正 值 。 由 此 可 知 ,通过 改变 移动 方向 互 换 积 
分 上 下 限 ,将 改变 Ar 的 符 叶 和 和 定 积分 的 符号 ,这 个 含义 是 很 明 


显 的 。 应 用 于 面积 B ,我 们 看 到 定 积 分 [f(z)ar (由 465 至 a) 将 


给 出 面积 B 的 度量 。 它 将 度量 这 个 面积 的 数值 。 
定 积分 的 性 质 
上 一 小 节 的 讨论 ,使 我 们 得 到 如 下 定 积分 性 质 。 
性 质 1 定 积分 限 的 互 换 ,使 定 积 分 的 符号 改变 
| f(r) dr = 一 | rz)ax 
pb a 
此 性 质证 明 如 下 : 
[p(x)ar = Fla) - F(6) =-[F(6)- F(a)]= 
定 积分 还 有 其 它 重要 性 质 。 


: 452 


一 | rz)a 


性 质 王 当 一 个 定 积分 的 上 限 与 下 限 相 等 时 ,该 定 积分 的 值 为 零 。 


| rz)az = F(a)— F(a)=0 


按照 “面积 "的 解释 ,这 意味 着 定义 域 中 任意 一 点 以 上 ,曲线 以 
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下 的 面积 等 于 零 。 这 也 应 当 如 此 ,因为 在 x 轴 上 某 点 的 上 方 ,只 
能 绘 出 一 条 (一 维 的 ) 直 线 , 不 能 绘 出 (二 维 的 ) 面 积 。 
性 质 I 一 个 定 积分 可 以 表示 成 如 下 有 限 个 子 定 积 分 的 和 : 


| fC)ar =| f(z)dr 十 | rz)az 十 | rz)a 


(a<b<e<d) 

在 此 方程 中 只 给 出 三 个 子 积分 ,但 该 性 质 对 x 个 子 积分 的 情 
况 同 样 成 立 。 有 时 也 称 此 性 质 为 可 加 性 。 

根据 面积 的 解释 ,这 意味 着 zx 轴 上 面 区 间 [a ,4 1] 的 面积 可 以 
通过 相 加 子 区 间 {[a,6b],[5,c],[c,d]j| 的 面积 得 到 。 注 意 ,因为 
这 里 讨论 的 是 闭 集 ,所 以 边界 点 5 和 c 每 次 都 被 包括 在 两 个 面积 
中 。 这 是 否 涉及 双重 计算 问题 ? 确实 如 此 。 但 幸运 的 是 ,这 不 会 
造成 任何 不 利 影响 ,因为 根据 性 质 II, 单 一 点 上 面 的 面积 为 零 , 因 
此 双重 计算 对 结果 不 会 产生 任何 影响 。 但 是 ,无庸 置 疑 , 任 何 区 间 
的 双重 计算 是 绝 不 允许 的 。 

前 面 ,我 们 曾 提 到 任何 连续 函数 均 是 黎 曼 可 积 的 。 现 在 ,根据 
性 质 IIL, 我 们 还 可 以 求 得 某 些 不 连续 函数 的 定 积 分 (面积 )。 考 察 
图 13.3a 中 的 分 段 函数 。 尽 管 此 函数 在 区 间 [a ,cj] 中 的 点 不 连 
续 ,我 们 可 以 由 如 下 和 


| rz)a 十 | rz)az 


求 得 阴影 面积 。 这 也 可 以 应 用 于 图 5b 中 的 曲线 。 
453 性 质 IV 


| — f(r)dxr =-— | f(z)az 
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性 质 V 


| rtz)az = | f(r)dr 


性 质 VI 
| [f(z) + g(x)jJdr = | f(x)ar 十 | gz)ax 
性 质 VII (分 步 积 分 ) 给 定 wx(z) 和 mm(z)， 


之 一 四 X 一 昌 工种 
| vdu = | 一 u du 
TT 二 a 再 一 站 二 


这 四 个 性 质 均 借 自 不 定 积 分 法 则 ,无 需 进 一 步 解 释 。 


对 不 定 积分 的 进一步 考察 


通过 给 不 定 积分 加 上 两 个 积分 限 的 方式 ,我 们 引入 了 定 积分 。 


现在 我 们 已 知道 了 定 积 分 的 含义 ,我 们 再 来 考察 如 何 从 定 积分 的 
含义 反 推 不 定 积分 的 含义 。 


假设 我 们 不 是 把 积分 上 限 固 定 在 5 ,而 是 让 它 为 一 个 变量 , 称 


为 xz。 那么 将 取 这 种 形式 
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| rz)az = F(x)— F(a) 


它 现 在 是 zx 的 函数 ,表示 /(z) 曲 线 下 的 可 变 面 积 。 但 因为 右边 
最 后 一 项 是 一 个 常数 ,因此 这 个 积分 必定 是 原 图 数 F(z) 亲 系 中 
的 一 员 ,在 前 面 ,我 们 将 其 表示 为 F(X)+co 在 令 C 一 一 F(a), 则 


上 述 积分 从 好 变 成 不 定 积分 | (x)dz。 
454 据 此 ,我 们 可 以 认为 符号 | 与 符号 | 具有 相同 含义 ,只 要 我 


们 将 | 中 的 积分 下 限 理解 为 以 方程 c = - 下 (a) 表 示 的 积分 常数 。 


练习 13 .3 


1 计算 如 下 定 积分 


Co) | 于 zzdz Co) (z — 67x) dr 
(6) | zx + 6) dr (| (az + br + c)dr 
Ce) [32dz (| (e+) 
2 计算 如 下 定 积分 
2 3 
(a) | e az (0) | (e+ ed 
(| :5 (a) | (t+ TT )ax 


3 在 图 13.1ia 中 , 取 在 每 个 子 区 间 中 西数 的 最 小 值 作为 矩形 块 的 高 
度 , 即 取 f(z,) 而 非 f(z) 作为 第 一 个 矩形 块 的 高 ,但 仍 以 Ax; 为 矩形 块 的 
宽 ; 对 其 它 和 矩形 块 也 作 类 似 处 理 。 

(a) 写 出 新 的 矩形 的 总 面积 A** 的 求 和 表达 式 。 

(5) 4 是 高 估 还 是 低估 了 所 求 的 面积 4。 
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(c) 如 果 进 一 步 细 分 区 间 [ a,5],A"* 是 趋 近 还 是 偏离 A? [提示 :用 图 
形 描述 。] 

(4 ) 在 极限 情况 下 , 当 子 区 间 数 n 趋 于 无 穷 大 时 ,近似 值 A"* 是否 像 
A“ 那样 , 趋 近 于 真实 值 A? 

(e) 根 据 上 述 讨论 ,关于 图 中 函数 f(z) 的 黎 曼 可 积 性 ,可 以 得 出 什么 结 
论 ? 

4 定 积分 | $f/(x)dx 表示 某 曲 线 下 的 面积 ,这 条 曲线 是 指 被 积 函数 
f(z), 还 是 原 函 数 F(z)? 车 我 们 绘 出 函数 F(z) 的 图 形 ,我 们 如 何在 这 个 


图 形 上 表示 出 上 述 定 积分 ”是 一 个 面积 .一 个 线段 .还 是 一 个 点 ? 
5 证 明 常 数 c 可 以 等 价 地 表示 为 


(a) c = | cz (5) c = | 14 


13.4 广义 积分 


某 些 积分 被 称 作 广义 积分 。 我 们 将 简要 讨论 其 中 的 两 种 类 
型 。 


无 穷 极 限 积 分 455 


当 我 们 有 如 下 形式 的 定 积分 
| f(x)ar 和 | rz)a 


其 中 有 一 个 积分 限 是 无 穷 大 时 , 则 我 们 称 此 积分 为 广义 积分 。 在 
这 种 情况 下 ,不 能 像 如 下 方式 分 别 计算 积分 
F(%)—-Fla) 和  F(b)-F(- oo) 
因为 co 不 是 一 个 数 ,因此 , 它 不 能 替代 函数 F(z) 中 的 zx。 所 以 ， 
我 们 必须 再 一 次 借助 于 极限 的 概念 。 
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上 上面 列 出 的 第 一 个 积分 可 以 定义 为 男 一 个 积分 当 其 积分 上 限 
趋 于 无 穷 大 时 的 极限 , 即 


| rz)ax = lim | f(z) az (13.8) 
若 此 极限 存在 , 则 称 此 广义 积分 收敛 , 旦 此 取 极 值 的 过 程 会 产生 积 
分 值 。 若 极限 不 存在 , 则 称 此 广义 积分 发 散 ,因而 是 无 意义 的 。 同 
理 ,我 位 可 以 定义 

| rz)az= lim | f(x) dz (13.8') 
它 也 有 同样 的 收敛 与 发 散 的 判别 标准 。 


例 1 计算 广义 积分 | 全 。 先 要 注意 


1 x 


因此 ,按照 (13.8) ,所 求 积分 为 


sdr -17 -1 
| = 二 +1 


bp— oo 


此 广义 积分 的 确 收 敛 , 且 其 值 为 1。 
因为 极限 表达 式 写 起 来 有 些 麻烦 ,有 些 人 宁愿 省 略 “lim” 符 
号 , 仅 写 成 


即便 写成 这 种 形式 ,广义 积分 仍 要 解释 成 极限 概念 。 
从 图 形 上 看 ,广义 积分 仍 具 有 面积 的 含义 。 但 因 在 此 情况 下 
456 积 分 上 限 可 取 不 断 递增 的 值 ,所 以 右边 界 必然 向 东 无 限 延 伸 , 如 图 


13.4a 所 示 。 尽 管 如 此 ,我 们 仍 可 视 此 面积 具有 确定 的 (极限 ) 值 
1。 
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例 2 计算 | ” 罕 。 同 前 面 一 样 ,我 们 先 求 

| 经 = inz | - Inb ~ Inl = inp 
当 我 们 令 bp 一 吕 时 ,由 (10.16 ) 我 们 有 ln 一 co 。 因 此 ,这 个 广义 
积分 是 发 散 的 。 

图 13.46 给 出 了 函数 1/x 的 图 形 ,以 及 对 应 于 给 定 积分 的 面 
积 。 这 次 ,右边 界 向 右 无 限 延伸 ,将 使 面积 无 限 增 大 ,尽管 此 积分 
的 图 形 非 常 类 似 于 图 a 的 图 形 。 

如 果 积 分 的 上 .下限 均 为 无 穷 大 ,又 将 如 何 呢 ? (13.8) 和 
(13.8") 的 直接 推广 将 给 出 如 下 定义 : 


| f(x)dx = lim | f(r)az (13.8 ) 
同样 , 当 且 仅 当 此 广义 积分 的 极限 存在 时 , 则 称 此 广义 积分 是 收敛 的 。 






1 和 7) = 二 


无 穷 被 积 函 数 
既 使 具有 确定 的 积分 限 ,如 果 被 积 函数 在 积分 区 间 [a ,6b] 中 
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的 某 处 变 得 无 穷 大 ,那么 ,这 个 积分 仍 是 广义 积分 。 要 计算 这 样 的 
积分 ,我 们 仍 需 依靠 极限 概念 。 


例 3 计算 | 二 dz 。 因 为 如 图 13.46 所 示 ,此 被 积 图 数 在 积 


457 分 下 限 为 无 穷 大 ( 当 zx 一 0 时 ,1《z 一 co ), 所 以 ,此 积分 是 广义 积 
分 。 因 此 ,我 们 先 求 积 分 


1 1 
| Tdr = Inz | In1- na =-jlna | 由 于 < >0| 


这 


然后 计算 当 ac->0 时 的 极限 : 
| dz= lim | + dx = lim (- Ina) 


因为 此 极限 不 存在 ( 当 ea0 时 ,lna 悦 一口), 所 以 ,此 积分 是 发 
散 的 。 


例 4 计算 | 2ar。 当 x ->0+ ,被 积 函 数 1/Y 工 为 无 穷 
大 ,此 积分 为 广义 积分 。 同 样 ,我 们 先 求 


9 9 
| 2ax 一 2z2 | =6-2vVa 


a 


当 a 一 0 时 ,此 式 的 极限 是 6-0=6。 因 此 ,该 给 定 积分 收敛 于 6。 

被 积 函 数 在 积分 上 限 为 无 穷 大 的 情形 也 完全 类 似 。 但 是 ,被 
积 函 数 在 开 区 间 (a ,6) 而 非 在 a 点 或 5 点 达到 无 穷 大 , 则 是 完全 
不 同 的 命题 。 在 这 种 意外 情况 下 ,必须 利用 定 积分 的 可 加 性 ,并 先 
把 给 定 区 间 分 割 成 子 区 间 。 假 设 当 x 一 p 时 f(x) 习 ,其 中 jp 是 
区 间 (a,5) 中 的 点 , 则 由 可 加 性 ,我 们 有 


| rz)az = | f(z)ar + | ra 


当 且 仅 当 每 个 子 区 闻 有 极限 时 ,上 式 左 边 的 给 定 区 间 才 可 以 视 为 
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收敛 的 。 


例 5 计算 | 点 dx 当 xz->0 时 ,被 积 函数 趋 于 无 穷 大 。 因 
此 ,必须 将 给 定 区 间 写 成 和 


1 0 1 
| xr dx = | rx dx +| zi dz (BD,= 1 + 1,) 
-1 —1 0 


区 间 I 是 发 散 的 ,因为 


37 -1 2] _.. 1 1 » 
lm | x dr = lim | 本 > ] ,= 1m (- 3 + 方 )= 
因此 ,无 须 计 算 I ,我 们 便 可 以 马上 得 出 结论 :此 给 定 区 间 是 发 散 
的 。 
练习 13.4 
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1 考察 练习 13.3-1 和 13.3 一 2 给 出 的 定 积分 ,确定 其 中 的 积分 是 否 
是 广义 积分 。 如 果 是 ,属于 哪 类 广义 积分 ? 
2 下 列 积分 哪个 是 广义 积分 ”为 什么 ? 


oc t 5 
(a) | ed (7) | (e) | :各 
3 0 4 
(5) | ma (a) | ea (7) | .6dz 
3 计算 上 题 中 所 有 的 广义 积分 。 
4 计算 例 5 中 的 区 间 了 ,证 明 它 也 是 发 散 的 。 
5 (a) 对 于 非 负 的 1,(c0), 绘 出 函数 y= ce ' 的 图 形 , 并 绘 出 曲线 下 
的 阴影 面积 。 
(5) 写 出 此 面积 的 数学 表达 式 , 并 确定 它 是 否 是 腿 的 面积 。 
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四 


13.5 积分 的 经 济 应 用 到 


在 经 济 分 析 中 以 各 种 不 同方 式 应 用 积分 。 我 们 将 在 本 节 介 绍 
一 些 简单 应 用 ， 然 后 在 下 一 节 介 绍 其 在 多 马 增 长 模型 中 的 应 
用 。 


从 边际 函数 到 总 函数 


给 定 一 个 总 了 尔 数 (比如 总 成 本 函数 ), 对 其 微分 则 会 产生 边际 
函数 (比如 边际 成 本 函数 )。 由 于 积分 过 程 与 微分 过 程 恰好 相反 ， 
所 以 它 使 我 们 可 以 从 已 知 的 边际 函数 反 推 出 总 成 本 函数 。 

例 1 如 果 厂 商 的 边际 成 本 (JMC) 是 产 出 的 下 述 函 数 :C’(Q)= 
2e024 , 若 固 定 成 本 Cr=90, 求 总 成 本 函数 C(Q)。 将 C'(QQ) 对 
Q 积分 ,我 们 求 得 


[Poozaaa _ 2 je? +e=10e2a+r (13.9) 


此 结果 可 以 视 为 所 求 的 C(Q) 函 数 ,但 有 一 点 除外 , 芭 由 于 任意 常 
数 c, 此 答案 似乎 是 未 确定 的 。 幸 运 的 是 ,信息 Cr = 90 可 以 作为 
确定 常数 c 的 初始 条 件 。 当 Q=0 时 ,总 成 本 C 将 仅 含 有 CrF。 令 
(13.9) 中 的 Q=0, 得 到 一 个 值 90, 即 10e0+ c=90, 这 意味 着 c= 
90 一 10= 80。 因 此 ,总 成 本 函数 为 
C(Q) = 10e"2Q + 80 

459 注意 ,这 里 与 (13.2) 中 的 情况 不 同 。(13.2) 中 的 任意 常数 c 同 变 

量 及 (0) 的 初始 值 相 同 。 在 本 例 中 ,我 们 有 c=80, 但 C(0) 二 Cs= 


90, 因 而 二 者 取 不 同 的 值 。 一 般 而 言 ,不 应 假定 任意 常数 c 总 是 等 
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于 总 函数 的 初始 值 。 

例 2 如 果 边 际 储蓄 倾向 (MPS ) 是 收入 的 如 下 函数 :S” (Y)= 
0.3-0.1Y “一 , 若 当 收入 Y=81 时 ,总 储 著 S=0, 求 储 鞭 函 数 S(Y)。 
因为 MPS 是 S 函数 的 导数 ,现在 的 问题 是 求 S(Y) 的 积分 : 


SC(CY) = | 0o.s -0.17 '?)dY = 0.3Y -0.2Y'?+e 


根据 当 Y=81 时 ,S=0, 可 以 求 出 任意 常数 c 的 具体 值 。 尽 管 严 
格 地 讲 ,这 并 不 是 一 个 初始 条 件 ( 与 Y=0 不 相关 ), 但 将 此 信息 代 
人 上 述 积分 可 以 确定 c 的 值 。 因 为 
0 =0.3(81) -0.2(9) +c 之 c = 一 22.5 
所 求 的 储蓄 函数 为 
S(Y)=0.3Y -0.2Y!? -22.5 

上 述 两 个 例子 介绍 的 方法 可 直接 推广 至 由 已 知 边 际 函 数 求 总 
函数 (如 总 收益 函数 .总 消费 函数 ) 的 其 它 问题 。 还 应 重申 的 是 ,在 
这 类 问题 中 ,答案 (积分 ) 的 正确 性 ,总 可 以 通过 微分 来 加 以 检验 。 


投资 与 资本 形成 


资本 形成 是 增加 给 定 资本 存量 的 过 程 。 将 此 过 程 视 为 一 个 连 
续 过 程 ,我 们 可 以 将 资本 存量 表示 成 时 间 的 函数 K(;) ,并 以 导数 
dK /dt 表示 资本 形成 率 .9 但 是 ,在 时 间 * 的 资本 形成 率 与 以 
1(:) 表 示 的 净 投 资 (流量 ) 率 相等 。 因 此 ,资本 存量 K 和 净 投资 


@ ”作为 一 个 符号 ,变量 对 时 间 的 导数 通常 也 以 在 变量 上 置 一 点 来 表示 ,比如 
二 dK /dt 。 在 动态 分 析 中 ,经 常 出 现 对 时 间 的 导数 ,使 用 这 一 更 简洁 的 符号 可 以 使 符 
号 表示 更 简明 扼要 。 但 是 ,这 个 符号 只 是 一 个 小 点 ,容易 被 忽略 或 放 错 位 置 。 因 此 ,在 
使 用 这 种 符号 时 应 加 倍 小 心 。 
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通过 如 下 两 个 方程 联系 起 来 : 


dK 
7 L(t) 


和 K(1) =| Ia)d = | Ra = |ak 


460 上 面 第 一 个 方程 是 一 个 恒等式 , 它 说 明净 投资 与 资本 增加 意义 相 
同 。 因 为 1(z) 是 K(i) 的 导数 ,显然 K(z) 是 I(z) 的 积分 或 反倒 
数 , 正 如 第 二 个 方程 所 示 。 后 一 个 方程 中 的 被 积 函 数 的 变换 也 是 
易于 理解 的 :从 了 转变 为 dK /dt 是 根据 定义 ,后 一 个 变换 则 是 消 
去 两 个 相等 的 微分 , 即 根据 代 换 法 则 。 

有 时 总 投资 的 概念 也 与 净 投 资 一 起 在 模型 中 使 用 。 我 们 以 
1, 表示 总 投资 ,I 表示 净 投 资 ,二 者 可 通过 方程 

lI,=1+6eK 

联系 起 来 。 其 中 8 表示 资本 折旧 率 ,SK 表示 重 置 投资 率 。 

例 3 假设 净 投 资 流 量 以 方程 I(t )=3z1“ 表 示 ,在 时 间 t=0 
时 的 初始 资本 存量 是 K(0)。 何 谓 资本 K 的 时 间 路 径 ? 将 I(1) 
对 t 积分 ,我 们 得 到 

K(t) = | a = |31124 = 21* +c 
其 次 , 令 最 左边 和 最 右边 表达 式 中 的 上 =0, 求 得 K(0)=c。 因 而 ， 
K 的 时 间 路 径 为 
K(t) =285 + K(0) (13.10) 

注意 观察 结果 (13.10) 和 (13.2”) 间 的 基本 相似 性 。 

当 有 人 期 望 求 某 一 时 间 区 间 的 资本 形成 数量 (而 非 资本 KK 的 


时 间 路 径 ) 时 ,就 需 使 用 定 积分 的 概念 。 因 为 | 1(1) dt = K(t) ,我 


们 可 以 写 出 定 积分 
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| oa = K()] = K(O) - K(a) 


来 表示 时 间 区 间 [La ,bj 的 总 资本 积累 。 当 然 , 它 也 可 以 表示 [(z) 
曲线 下 的 面积 。 但 应 注意 ,在 K(i) 函 数 的 图 形 中 , 定 积分 表示 一 
段 牌 直 距 离 ,更 具体 地 说 ,表示 两 个 垩 直 距 离 K(5) 与 K(a) 之 
差 。( 参 见 练习 13.3 一 4。) 

为 更 充分 地 理解 天 (bt 与 I(t) 之 间 的 不 同 ,我 们 强调 资本 天 
是 一 个 存量 的 概念 ,而 投资 1 是 一 个 流量 的 概念 。 因 而 , K (i ) 表 
示 在 每 一 时 点 存在 的 K 的 数量 ,而 I(t) 则 给 出 每 年 或 某 一 时 期 
的 净 投 资 率 ,该 投资 率 在 该 时 期 内 是 一 致 的 。 因 此 ,为 计算 所 进行 
的 净 投 资 数 量 ( 资 本 积累 ) ,我 们 必须 首先 设 定 所 涉及 的 时 期 的 长 
度 。 当 我 们 将 恒等式 dK /dt 寺 I(t) 重 写 为 4K 三 1(1)dt 时 ,也 可 461 
以 看 到 这 一 事实 。dK 三 1(1)dt 表明 ,K 的 增 量 dK 不 仅 以 流量 
变化 率 I(t) 为 基础 ,而 且 以 逝去 的 时 间 dz 为 基础 。 正 是 由 于 设 
定 表 达 式 I(: )di 中 的 时 期 的 需要 , 才 要 进行 定 积 分 ,并 以 它 来 表 
示 I(t) 曲 线 | 与 K(i) 曲 线 相对 j] 下 的 面积 。 

例 4 若 净 投资 是 一 个 不 变 流量 I(t ) = 1000( 美 元 /年 ) , 那 
么 ,在 一 年 内 , 即 由 :=0 至 1=1 的 总 净 投 资 ( 资 本 形成 ) 是 多 少 ? 
显然 ,答案 是 1000 美元 ;正式 地 ,此 结果 可 以 如 下 方式 得 出 : 


1 1 1 
| I(t)dar:t = | 1000dz = 1000z | = 1000 
0 DO 0 
读者 可 以 验证 ,如果 所 涉及 的 年 份 是 上 =1 至 上 =2, 答 案 依然 相同 。 
例 5 着 I(t)=3r:“( 千 美元 /年 ), 这 是 一 个 可 变 流 量 。 那 


么 ,时 期 [1,4j], 即 第 二 第 三 、 第 四 年 间 的 资本 形成 为 多 少 ? 答案 
在 于 定 积分 





4 4 
| 3o2u = 2232 | = 16-2= 14 
1 1 
在 上 例 的 基础 上 ,我 们 可 以 用 征 积 分 
| iG) a = K(z) | 一 天 (zi) 一 天 (0) 


表示 对 于 投资 率 1(z), 在 时 间 区 间 [0,z] 的 资本 积累 数量 。 图 
46213.5 描 述 了 时 期 [0,zoj] 的 情况 。 从 男 一 个 角度 看 ,上 述 方程 产生 
了 对 于 时 间 路 径 K(z) 的 如 下 表达 式 


K(1) = K(0)+ | IC)at 


在 任意 时 间 上 的 KK 的 数量 ,等 于 原始 资本 加 上 自 那 时 起 的 总 资本 
积累 。 





资金 流量 的 现 值 


我 们 前 面 对 贴 现 和 现 值 问 题 的 讨论 , 仅 局 限于 单一 的 未 来 什 
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V 的 情况 ,得 到 的 贴现 公式 是 
A=V(l+i)! -离散 的 情况 ] 
和 A=Ve [连续 的 情况 ] 
现在 ,我 们 假设 有 一 个 未 来 值 的 流 一 一 在 未 来 各 个 时 间 可 获得 的 
一 系列 收益 ,或 在 各 个 时 间 要 支付 的 成 本 。 那 么 ,我 们 如 何 计算 整 
个 现金 流 的 现 值 呢 ? 
在 离散 情况 下 , 若 我 们 假设 有 三 个 在 t 年 末 可 获得 的 收益 数 
字 Ri(t==1,2,3), 每 年 的 利息 率 为 i, 那么 ,Ri 的 现 值 分 别 为 
RI(1+i)! Rl1+i)” Rl + i) 
由 此 得 总 现 值 为 和 


I = PRG+ 21) (13.11) 
(I 是 大 写 希腊 字母 pi, 这 里 表示 现在 )。 此 式 与 单一 值 公 式 的 差 
别 仅 在 于 以 R, 代替 了 V ,并 加 人 了 之 符号 。 
和 的 思想 很 容易 引入 到 连续 现金 流 的 情况 ,但 在 后 一 种 情况 
下 , 忌 符 号 必定 为 定 积分 符号 所 代替 。 考 察 收 益 率 为 R(i) 美 元 
的 连续 收入 流 。 这 意味 着 在 上 = ,收益 率 为 每 年 R(zi) 美 元 ,但 
在 另 一 时 点 上 = 如 ,收益 率 为 每 年 R(z) 美 元 一 一 视 上 为 连续 变 
量 。 如 果 在 任意 时 点 上 ,我 们 允许 有 无 穷 小 时 间 di 变化 ,在 时 期 
[tt+dtj 的 收益 量 可 以 写成 RRCt)dL 参 见 前 面 对 dK 三 I(i)dt 
的 讨论 ]。 当 按 年 比率 r 连续 贴现 时 ,其 现 值 应 为 R(ti)e "di。 
若 我 们 要 求 的 是 三 年 收入 流 的 总 现 值 ,那么 ,可 以 通过 如 下 定 积分 
获得 答案 : 


3 
T= | RCDe "de (13.11’) 
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463 此 式 是 和 (13.11) 的 连续 形式 , 它 与 单一 值 公式 的 差别 仅 在 于 以 
R(z) 替 换 了 ,并 加 入 了 定 积分 符号 .9 
例 6 连续 收入 流 按 每 年 按 DD 美元 不 变 收益 率 持 续 y 年 ,将 
其 按 年 利息 率 ~ 贴现 ,其 现 值 为 多 少 ? 按照 (13.11 ), 有 


J ¥ _ —1 _ > 
II =| De-"dt = D| e-rdt = D| =e "| 
0 0 r 0 








加 t=y 
er | 一 只 ce- -1)= D(l —e ”>) 
六 r 


:=0 六 
(13. 12) 
因此 ,I 取决 于 Dr 和 yo。 若 万 =3000 美 元 ,>=0.06,y=2, 我 们 有 


3000 


[= 0.06 


(1—-e™)= 50,000(1 ~ 0.8869) = $5655 


[近似 地 ] 
开 值 自然 总 为 正 ; 这 是 由 史 Dr 及 (1 一 e-”) 为 正 推出 来 的 。( 数 e 
自 乘 至 任何 负 短 总 会 产生 一 个 正 的 分 数值 ,由 图 10.3a 中 的 第 了 
象限 可 以 看 到 这 一 点 。) 

例 7 在 10.6 节 酒 的 容 藏 问题 中 ,我 们 假定 容 减 成 本 为 零 。 
当时 采用 这 样 一 个 简化 假设 ,是 因为 我 们 不 知道 计算 成 本 流量 现 
值 的 方法 。 现 在 ,我 们 已 消除 了 这 种 无 知 , 所 以 可 以 允许 酒 商 发 生 
容 藏 成 本 。 

令 酒 商 现在 发 生 的 采购 成 本 为 C; 其 未 来 销售 额 随 时 间 变 化 
而 变化 ,一般 可 以 表示 成 (ti) ,其 现 值 为 V(i)e 上。 虽然 销售 


中 应 注意 ,和 上 限 指标 与 积分 上 限 指标 在 3 是 相同 的 ,但 和 下 限 指 标 1 与 积分 下 
限 0 不 同 。 这 是 因为 根据 假设 ,离散 收入 流 的 第 一 笔 收益 直至 上 = 1( 第 一 年 末 ) 方 能 收 
到 ,但 连续 情况 下 的 收入 流 在 :=0 以 后 便 可 以 出 现 。 
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额 仅 是 一 个 未 来 值 (在 本 例 中 仅 有 一 次 销售 交易 ), 但 审 藏 成 本 则 
是 一 个 支出 流 。 假 设 成 本 是 一 个 每 年 为 固定 比率 * 美元 的 不 变 文 
出 流 , 在 z 年 中 所 发 生 的 窒 茂 成 本 的 总 现 值 等 于 


| se "de - 5(1 -em) [参见 (13.12)] 
0 六 
因此 , 酒 商 力求 最 大 化 的 净 现 值 可 以 表示 成 


N(1) =Vr)e 一 (1 一 e ”")—C 


= [V2) + 过 |- 一 一 C 


它 是 只 有 一 个 选择 变量 上 的 目标 函数 。 
为 使 N (1) 最 大 化 ,必须 选择 t 值 以 使 N (1)=0。 这 个 一 阶 464 
导数 为 


NGD) = V(t)e -| VCGD) + 三 |”[ 积 的 微分 法 则 ] 


=[V(t)—- rV(i)- sje ” 
当 且 仅 当 
V(t) = rV(t)+s 
此 一 阶 导数 为 零 。 因 此 ,最 后 一 个 方程 可 以 视 为 选择 销售 时 间 上 
的 必要 的 最 优化 条 件 。 

此 条 件 的 经 济 解释 很 容易 直观 推导 出 来 :V (1i) 表 示 销 售 额 
的 变化 率 ,或 者 Y 的 增 量 , 若 销 售 延 迟 一 年 ,方程 右边 的 两 项 分 别 
表示 由 于 这 个 延迟 销售 而 导致 的 利息 成 本 增 量 和 窖藏 成 本 增 量 
(收益 和 成 本 均 在 时 间 上 计算 )。 所 以 , 令 方程 两 边 相 等 的 思想 对 
我 们 而 言 不 过 是 “新 瓶装 旧 酒 ”, 因为 它 只 不 过 是 条 件 MC = MR 
的 另 一 种 形式 而 已 。 
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持久 流量 的 现 值 


如 果 资 金 流量 永远 持续 一 一 比如 从 持久 债券 获得 的 利息 或 从 
如 土地 等 恒久 资产 获得 的 收益 一 一 资金 流 的 现 值 将 为 


II = | R(i)e "at 


它 是 一 个 广义 积分 。 

例 8 求 每 年 按 不 变 比 率 了 美元 获得 的 恒久 收入 , 按 贴现 率 
r 连续 贴现 的 现 值 。 因 为 在 计算 广义 积分 时 ,我 们 仅 取 正常 积分 
的 极限 ,所 以 (13.12) 中 的 结果 仍 是 有 益 的 。 具 体 地 ,我 们 可 以 写 
出 


oO y 
I = | De "dt = lim| De zt 
0 yoo 0 


= lim 二 (1 一 e 7)= bP 
r r 


Yr oo 


注意 ,表示 年 份 的 y 参数 在 最 终 答 案 中 已 消失 。 它 也 理应 如 
此 ,因为 我 们 这 里 讨论 的 是 持久 流量 。 读 者 也 许可 以 注意 到 ,我们 
的 结果 ( 现 值 = 收益 率 / 贴 现 率 ) 恰 好 我 们 熟悉 的 持久 收入 领域 中 
的 所 调资 产 的 “资本 化 "公式 相对 应 。 


练习 13.5 


1 给 定 如 下 边际 收益 函数 : 
(a) R'(Q) = 28Q -ee (6) R'(Q) = 10(1+ Q)™ 
求 每 一 题 的 总 收益 消 数 RCQ)。 为 确定 积分 常数 需 引 人 什么 初始 条 件 ? 
2 (a) 给 定 边 际 进 口 倾 向 M'(Y)=0.1, 及 当 Y=0 时 M=20, 求 进 
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口 函数 M(Y)。 

(5) 给 定 边际 消费 倾向 C'(Y)=0.8+0.1Y 1%, 以 及 当 Y= 100 时 ， 
C=Y, 求 消费 函数 C(Y)。 

3 ”假设 以 I(1) = 12z'“ 描述 投资 率 , 且 K(0)=25: 

(a) 求 资本 存量 的 时 间 路 径 。 

(65) 分 别 求 时 期 [0,1] 和 [1,3j 的 资本 积累 量 。 

4 ”给 定年 固定 收益 率 为 1000 美元 的 连续 收入 流 : 

(a) 若 收入 流 持续 2 年, 按 年 利率 0.05 连续 贴现 ,那么 , 现 值 工 为 多 
少 ? 

(5) 若 收 入 流 恰 好 在 3 年 后 终止 , 旦 贴现 率 为 0.04, 现 值 人 [又 为 多 少 ? 

5 下 列 持 久 资 金 流量 的 现 值 为 多 少 ? 

(a) 每 年 1450 美元 , 按 >=5S% 贴 现 。 

(5) 每 年 2460 美元 , 按 >=8% 贴 现 。 


13.6 多 蕊 增长 模型 


在 (13.1) 和 (13.2) 的 人 口 增 长 问题 及 在 (13.10) 中 的 资本 形 
成 问题 中 ,共同 的 目标 是 在 已 知 变量 变化 模式 的 基础 上 描述 时 间 
路 径 。 而 多 马 教授 的 古典 增长 模型 2 的 思想 则 是 规定 要 满足 某 
些 均衡 经 济 条 件 所 需要 的 时 间 路 径 的 类 型 。 


多 马 增 长 模型 的 框架 
多 马 模 型 的 基本 假设 前 提 如 下 : 
1. 年 投资 (流量 ) 比 率 1(z) 的 任意 变化 会 产生 双重 效果 : 它 


D E.D. 多 马 : "资本 扩张 .增长 率 及 就 业 ",《 经 济 计 量 学 》,1946 年 4 月 ,137 一 
147 页 。 重 印 于 多 马 :《 经 济 增长 理论 论文 集 》, 牛 津 大 学 出 版 社 ,1957 年 ,70 一 82 页 。 
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将 影响 总 需求 及 该 经 济 体 的 生产 能 力 。 

2. 1(z) 变 化 的 需求 效应 通过 乘 数 过 程 立 即 发 挥 作用 。 因 此 ， 
1(z) 的 提高 会 通过 I(1) 增 量 的 乘 数 作用 增加 年 收入 流量 
比率 Y(t )。 乘 数 是 有 =1/s ,其 中 s 表示 已 知 的 边际 储蓄 

466 倾向 ,假设 1(z) 是 唯一 的 影响 收入 流量 比率 的 (参数 的 ) 
支出 流量 , 则 我 们 可 以 写 出 


dy _adl 
dt dt ;s 


3. 投资 的 生产 能 力 效 应 通过 该 经 济 能 够 生产 的 潜在 产 出 能 
力 的 变化 来 度量 。 假 定 能 力 一 资本 比率 不 变 , 我 们 可 以 写 
出 : 


(13.13) 


安 三 p (= a 常数) 


其 中 x( 希 腊 字母 kappa) 表示 生产 能 力 或 每 年 的 潜在 产 出 
流量 ,p( 希 腊 字 母 rho) 表 示 已 知 资本 一 能 力 比率 。 当 然 ， 
这 意味 着 资本 存量 民 (z ) 的 经 济 体 每 年 能 够 生产 的 产 出 或 
收入 ,等 于 x=pK 美元 。 注 意 ,由 dx = pdK (生产 函 数 ), 可 
得 d= pdK ,和 


d dK 
7 =p = pl (13.14) 


在 多 马 模 型 中 ,均衡 被 定义 为 生产 能 力 得 到 充分 利用 的 状态 。 
因此 ,为 达到 均衡 ,要求 总 需求 恰好 等 于 该 年 度 能 够 生产 的 潜在 产 
出 , 即 Y=w。 但 是 ,者 我 们 从 均衡 状态 出 发 , 则 要 求生 产能 力 变 
化 与 总 需求 变化 相等 , 即 


= -一 (13.15) 


608 





何 种 投资 世纪 的 时 间 路 径 能 够 时 时 满足 这 一 均衡 条 件 ? 
求 解 


为 回答 此 问题 ,我 们 先 将 (13.13) 和 (13.14) 代 和 人 均衡 条 件 
(13.1$)。 结 果 得 到 如 下 微分 方程 : 


di » ld 
A1 of 或 Ta 03 (13.16) 


因为 (13.16) 设 定 了 工 变化 的 确定 模式 ,我 们 应 当 能 够 由 此 式 求 
出 均衡 的 (或 所 求 的 ) 投 资 路 径 。 

在 这 个 简单 的 例子 中 ,直接 将 (13.16) 中 的 第 II 个 方程 的 两 
边 对 上 积分 , 便 可 得 到 解 。 事 实 上 ,方程 两 边 相 等 ,可 以 保证 其 积 
分 也 相等 。 因 此 ， 


1 cd 
| 7 jdt 二 | era 
根据 代 换 法 则 和 对 数 法 则 ,方程 左边 给 出 467 


| 人 9 =lIn|1I|l+ci(I 关 0) 


而 右边 则 给 出 (ps 为 常数 ) 


psd = pst + cy 
令 两 个 结果 相等 并 合并 常数 ,有 
In|l1|= ost+c (13.17) 
为 从 ln 了 | 求 得 |1| ,我 们 要 进行 被 称 为 " 取 反 对 数 的 运算 ,这 要 
利用 公式 e 王 =z。 令 (13.17) 的 每 一 边 成 为 常数 e 的 指数 ,得 到 
elfi 一 @ (pst+c) 
或 1T1=ere' = Ae” 在 此 A 研 ef 
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车 我 们 取 投 资 为 正 , 则 |1| = 了 ,从 而 上 述 结果 成 为 1(1)= Aer ,其 
中 A 为 任意 值 。 为 消去 这 个 任意 常数 , 令 方 程 1(:) = Ae” 中 的 
t=0, 以 得 到 1(0) = Ac0= A。 此 式 定义 了 常数 A ,使 我 们 可 以 将 
解 , 即 所 求 的 投资 路 径 表 示 成 
1(#) = 1(0) er (13.18) 
其 中 1(0) 表 示 初 始 投 资 率 。? 
此 结果 含有 不 平常 的 经 济 意义 :为 使 生产 能 力 和 需求 在 不 同 
时 间 保 持平 衡 ,投资 流量 比率 必须 按照 指数 ps , 沿 着 图 13.6 描述 
的 路 径 增长 。 显 然 , 所 要 求 的 投资 增长 率 越 高 ,生产 能 力 一 资本 比 
率 和 边际 储蓄 倾向 也 应 越 大 。 但是, 无论 如 何 , 一 旦 p 和 的 值 已 
468 知 ,所 要 求 的 投资 增长 路 径 便 完 全 确定 了 。 


1(t) 1(t}) =1(0)e”™ 


1(0) 


刃 锋 
现在 我 们 可 以 问 这 样 一 个 问题 :如 果实 际 投资 增长 率 ( 称 其 为 


外 即使 令 结果 11| = Ae™* 中 的 投资 为 负 , 解 (13.18) 依 然 正确 。 参 见 练习 13.6 一 
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比率 r) 与 所 要 求 的 比率 os 不 同 ,会 出 现 何 种 情况 呢 ? 
多 马 的 方法 是 定义 一 个 利用 系数 : 


j= im MD [= 1 意味 着 生产 能 力 的 充分 利用 ] 


ti— oo 


并 证 明 w= 7/ps, 从 而 当 之 ps 时 ,u 之 1。 换 言 之 ,如 果实 际 的 
和 所 要 求 的 比率 间 存 在 差距 (7 关 ps) ,那么 ,我 们 最 终 将 发 现 ( 当 
-> oo ) 或 者 生产 能 力 不 足 (xu > 1) ,或 者 生产 能 力 过 剩 (v<1) ,具体 
情况 视 r 是 大 于 还 是 小 于 ps 而 定 。 

但 是 ,我 们 可 以 证 明 , 关 于 生产 能 力 短缺 或 过 剩 的 结论 可 以 在 
任意 时 间 z 应 用 ,而 不 是 仅 在 :一 co 时 才能 应 用 。 增 长 率 为 + 意 
味 着 





I(1) = I(0)e” 和 2 = rT(0)er 
因此 ,由 (13.13) 和 (13.14) ,我 们 有 
dY ld _r 
dt sadt s {0)e 
a = pI(t) = pI1(0)e” 
这 两 个 导数 间 的 比率 
dY/adt _r 
dx/dt Os 


应 当 能 够 揭示 出 在 实际 增长 率 为 条 件 下 ,在 任意 时 间 1, 投资 的 
需求 创造 效应 与 投资 的 生产 能 力 生成 效应 的 相对 大 小 。 如 果实 际 
投资 增长 率 / 大 于 os, 则 dY /dt > dx /di ,那么 ,需求 效应 将 超过 
生产 能 力 效 应 ,导致 生产 能 力 不 足 。 相 反 , 若 < pos, 将 存在 总 需 
求 不 足 , 从 而 导致 生产 能 力 过 剩 。 
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这 一 结论 的 新 奇 之 处 在 于 :如 果 投 资 的 实际 增长 率 快 于 所 要 
求 的 比率 (>>pos) ,那么 ,最 终 将 导致 生产 能 力 短缺 而 非 过 剩 。 同 
样 令 人 费解 的 是 :如 果实 际 投资 增长 滞后 于 所 要 求 的 比率 (7r < 
os) ,我 们 将 面临 生产 能 力 过 剩 而 非 短 缺 。 的 确 ,由 于 这 样 一 个 相 
悖 的 结果 ,如 果 我 们 现在 让 厂商 按照 其 目前 的 生产 能 力 状 况 调整 
其 实际 投资 增长 率 ~( 到 目前 为 止 , 视 ~ 为 常量 ), 厂 商 多 半 会 做 出 

469“ 错 误 " 的 调整 决策 。 比 如 ,在 -~>ps 情况 下 ,严重 的 生产 能 力 短缺 
会 刺激 更 快 的 投资 增长 率 , 而 这 意味 着 > 的 增加 ,而 非 在 此 情形 
下 所 要 求 的 r 的 减少 。 结 果 ,两 个 增长 率 之 间 的 偏差 不 仅 不 会 缩 
小 ,而且 还 会 扩大 。 

最 终 的 结果 是 :给 定 参 常数 op 和 *, 则 避免 生产 能 力 短 缺 或 过 
剩 的 唯一 方法 是 谨慎 地 控制 投资 流 ,使 其 沿 着 均衡 路 径 ,以 增长 率 
r= 二 6s 增长。 而 且 , 正 如 我 们 已 经 证 明 的 那样 ,任何 对 这 个 “ 刃 锋 ” 
时 间 路 径 的 偏离 都 将 导致 多 马 在 此 模型 中 所 设想 的 生产 能 力 充分 
利用 标准 永远 不 能 得 到 满足 。 这 个 前 景 可 能 不 太 令 人 感到 鼓舞 。 
幸运 的 是 ,如 果 对 多 马 模 型 中 的 某 些 假定 进行 修正 , 则 可 能 得 到 一 
些 更 为 灵活 的 结论 。 我 们 会 从 下 一 章 将 要 讨论 的 索 罗 教授 的 增长 
模型 中 看 到 这 一 点 。 


练习 13.6 


1 多 马 模 型 明确 考察 了 多 少 种 生产 要 素 ? 对 生产 中 的 资本 劳动 比率 而 
言 ,这 一 事实 意味 着 什么 ? 

2 在 10.2 节 中 我 们 知道 ,指数 函数 Aer 中 的 常数 ， 表示 函数 的 增长 
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率 。 将 其 应 用 于 (13.16), 并 在 不 通过 积分 的 情况 下 导出 (13.18) 。 
3 ” 证明: 即使 令 方程 111 = Ae*' 中 的 投资 为 负 , 但 通过 定义 任意 常数 A， 
我 们 仍 可 得 到 最 后 的 解 (13. 18)。 
4 证 明 :(13.18) 中 的 结论 还 可 以 通过 另 一 种 方式 得 到 , 即 以 :=0 和 和 
t= + 为 积分 限 , 将 (13.16) 的 两 边 
1 dl 
Tad f 
对 变量 t 求 定 积分 ,并 令 两 边 相 等 。 记 住 , 当 我 们 将 积分 变量 由 z 变 为 1 时， 
积分 限 将 由 :=0 和 和 z=t 分 别 变 为 I= 1(0) 和 了 = I(z)。 
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第 14 章 连续 时 间 : 
‘0 一 阶 微分 方程 


在 多 马 增长 模型 中 ,我 们 已 通过 直接 积分 解 了 一 个 简单 的 微 
分 方程 。 对 于 更 复杂 的 微分 ,也 有 各 种 现成 的 解法 。 但 是 ,即便 在 
后 一 种 情况 下 ,微分 方程 解法 依赖 的 基本 思想 依然 是 积分 的 方法 。 
因此 , 解 微分 方程 通常 也 称 为 该 方程 的 积分 。 

本 章 仅 讨论 一 阶 微分 方程 。 在 这 里 ,“ 阶 ”是 指 在 微分 方程 中 
所 出 现 的 导数 (或 微分 ) 的 最 高 阶 数 。 因 此 ,一 阶 微分 方程 仅 包 含 
一 阶 导数 ,比如 dy/dti。 


14.1 具有 常 系数 和 常数 项 的 
一 阶 线性 微分 方程 


一 阶 导 数 dy/dzt 是 在 一 阶 微分 方程 中 出 现 的 唯一 导数 ,但 它 

可 能 以 不 同 的 短 数 出 现 :dy/di,(dy/dt)? 或 (dy/dt)，。 方 程 中 
导数 所 达到 的 最 高 右 数 称 为 微分 方程 的 次 。 在 导数 dy/dzi 仅 为 
471 一 次 , 因 变 量 y 也 是 一 次 ,而 且 没 有 积 y* (dy/qdi) 等 形式 出 现 的 
情况 下 ,此 方程 便 称 为 线性 的 。 因 此 ,一 阶 线性 微分 方程 的 一 般 形 
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式 为 2 


+ u(t)y = wtlt) (14.1) 


其 中 和 ww 同 y 一样 ,都 是 1 的 图 数 。 但 是 ,与 dy/dt 和 相反 ， 
对 自 变量 上 没有 任何 限制 。 因 此 ,基数 x 和 w 可 以 非常 好 地 表示 
诸如 万 .e: 或 t 的 更 复杂 的 函数 。 另 一 方面 ,ww 和 w 也 可 以 表示 
常数 。 

上 述 内 容 的 最 后 一 点 引导 我 们 对 方程 作 进一步 分 类 。 当 函数 
u( 因 变量 y 的 系数 ) 为 常数 , 且 当 函数 w 是 一 个 相 加 性 常数 项 


特殊 情况 。 本 节 ,我 们 将 只 讨论 这 类 简单 的 微分 方程 。 
齐 次 方程 的 情况 四 
若 zx 和 ww 为 常 函 数 , 且 如 果 ww 恰好 恒 为 零 ,(14.1) 将 变 成 
7 + ay = 0 (14.2) 


其 中 a 为 一 常数 。 考 虑 到 常数 项 为 零 ,此 微分 方程 被 称 作 齐 次 方 
程 ( 与 齐 次 方程 组 相 比 较 ) 。 更 确切 地 讲 ,此 方程 是 齐 次 方程 的 原 
因 在 于 其 中 的 y 和 dy/dt 项 均 是 一 次 的 。 特 别 地 ,有 别 于 其 它 项 
的 常数 项 零 ,可 以 视 为 y 的 一 次 赛 , 因 为 0y=0。 

方程 (14.2) 还 可 以 写成 


SI 
|| 


一 Q (14.2) 


i 


Q 注意 ,(14.1) 中 的 导数 项 dy/dt 具有 单位 系数 。 这 并 不 意味 着 永远 不 会 有 不 
是 1 的 系数 ,然而 , 当 不 为 1 的 系数 出 现时 ,我 们 总 可 以 用 所 说 的 系数 相 除 而 使 方程 “ 正 
规 化 "。 因 此 ,(14.1) 给 出 的 方程 可 以 视 为 一 个 一 般 的 表达 式 。 
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但 读者 应 认识 到 ,我 们 在 多 马 模 型 中 遇 到 的 微分 方程 (13.16) 恰 
好 也 属于 这 种 形式 。 因 此 ,类 似 地 ,我 们 可 以 立即 将 (14.2) 和 
(14.2 ) 的 解 写 出 如 下 : 
y(1) = Ae 9 [ 通 解 ] (14.3) 
或 
y(t) = y(0)e ” [ 特 解 ] (14.3’) 
472 在 (14.3) 中 出 现 一 个 任意 常数 A; 因 此 , 它 是 一 个 通 解 。 当 A 为 
任意 具体 值 代 替 时 ,此 通 解 便 成 为 (14.2) 的 特 解 。 此 特 解 有 无 数 
个 ,对 于 每 个 可 能 的 A 值 ,包括 y(0), 都 有 一 个 特 解 。 但 是 最 后 
一 个 值 具 有 特殊 意义 :y(0) 是 使 解 满 足 初始 条 件 的 唯一 值 。 因 为 
它 表 示 使 任意 常数 确定 化 的 结果 ,所 以 ,我 们 将 (14.3’) 称 作 微分 
方程 (14.2) 或 (14.2 ) 的 定 解 。 
关于 微分 方程 的 解 ， 读者 应 观测 到 两 点 :(1) 解 不 是 一 个 数值 ， 
而 是 一 个 函数 y(1) 一 一 车 1 表示 时 间 , 那 么 , 它 表 示 时 间 路 径 。 
(2) 解 y(z) 不 含有 任何 导数 或 微分 表达 式 , 所 以 只 要 将 1 的 具体 
值 代入 此 解 ,就 可 以 直接 算出 相应 的 y 值 。 


非 齐 次 函数 的 情况 


当 (14.2) 中 的 零 为 非 零 常数 所 取代 ,我 们 便 得 到 非 齐 次 线性 
微分 方程 : 


dy =- 
I + ay b (14.4) 


此 方程 的 解 将 由 两 项 之 和 构成 ,其 中 一 项 称 作 余 函 数 ,以 y, 表示 ; 
另 一 项 称 作 特别 积分 ,以 y, 表示 。 后 面 将 要 表明 ,这 两 项 均 具有 


重要 的 经 济 意义 。 这 里 我 们 将 仅 给 出 方程 的 解法 ,关于 解法 的 合 
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理性 ,后 面 自然 会 清楚 。 

尽管 我 们 的 目标 是 解 非 齐 次 方程 (14.4), 但 我 们 要 常常 将 
其 视 为 如 (14.2) 所 示 的 齐 次 形式 。 为 便于 表述 ,我 们 将 其 称 作 
(14.4) 的 简化 方程 。 相 应 地 ,(14.4) 本 身 被 称 作 完备 方程 ,由 此 可 
知 , 余 函 数 w 只 不 过 是 简化 方程 的 通 解 ,而 特别 积分 w 只 是 完备 
方程 的 任意 特 解 。 

前 面 对 齐 次 方程 情况 已 经 给 出 了 简化 方程 的 通 解 ,办 而 我 们 
可 以 给 出 

y。 = Ae “4[ 由 (14.3)] 

那么 ,特别 积分 又 如 何 呢 ? 因为 特别 积分 是 完备 方程 的 任意 特 解 ， 
所 以 我 们 首先 试 求 最 简单 的 可 能 的 解 , 即 y 为 某 常数 (y= 上 上) 时 的 
解 。 若 y 是 常数 , 则 由 此 得 dy/di =0, 且 (14.4) 成 为 ay= 上 ,有 解 
y=pb/。 因 此 ,只 要 wa 天 0 ,常数 解 便 成 立 。 在 此 情况 下 ,我 们 有 


多 = 卫 (a 天 0) 
则 余 函 数 和 特别 积分 的 和 构成 了 完备 范 数 (14.4) 的 通 解 ; 473 
Y(t) = y+ yp = Ae ”十 了 [ 通 解 ,a 关 0 的 情况 ] 


(14.S) 
上 式 成 为 通 解 是 由 于 任意 常数 A 的 存在 。 当 然 ,我 们 可 以 利用 初 
始 条 件 确 定 这 个 常数 。 当 上 =0 时 , 令 的 值 为 (0)。 则 令 
(14.5) 中 的 :=0, 可 求 得 


pb . b 
y(0)= A+ 和 A= y(0)— 一 


因此 ,可 将 (14.5) 重 写成 
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y(t) = | y(0) 一 全 1 


[ 特 解 ,a 关 0 的 情况 ](14.5') 

应 注意 ,利用 初始 条 件 确定 任意 常数 是 一 一 而 且 应 当 是 在 求 得 完 
备 方程 的 通 解 后 的 最 后 一 个 步 又 。 因 为 x 和 yp 的 值 均 与 y(0) 的 
值 相 联系 ,所 以 ,在 确定 常数 A 时 ,必须 将 二 者 都 考虑 进去 。 

例 1 解 方 程 dy/di +2y=6, 初 始 条 件 y(0) = 10。 这 里 ,我 
们 有 a=2,5=6, 因 此 ,出 (14.5 ) , 解 为 

y(t1) = (10-3)je**+3=7e :+3 

例 2 解 方 程 dy/di +4y=0, 初 始 条 件 vy(0)=1。 因 为 a= 

4,65 = 二 0, 我 们 有 
y(t)= [1-0 +0=e 4 

由 《14.3 ) 可 以 得 到 同样 的 答案 ;(14.3’) 属 于 齐 次 函数 的 情况 。 
齐 次 方程 (14.2) 只 是 非 齐 次 方程 (14.4) 当 b=0 人 时 的 一 个 特例 。 
因而 ,公式 (14.3 ) 也 是 公式 (14.5’) 在 5=0 情况 下 的 一 个 特例 。 
”如 果 a=0, 从 而 解 (14.5 ) 未 有 定义 ,会 怎么 样 呢 ? 在 此 情况 
下 ,微分 方程 是 一 种 极 简单 的 形式 。 


dy _ 
7 = 0b (14.6) 

通过 直接 积分 ,可 以 求 得 其 通 解 为 
y(t)= bt+c (14.7) 


其 中 c 为 任意 常数 。 事 实 上 ,(14.7) 中 的 两 项 也 可 以 分 别 被 视 为 
”已 知 微分 方程 的 余 函 数 和 特别 积分 。 因 为 a =0, 余 函数 可 以 表示 
成 
y= 二 Ae “= Ae =4(4= 任 意 常 数 ) 
618 





至 于 特别 积分 ,在 本 例 a =0 的 情况 下 ,常数 解 y= 不成立 这 一 474 
事实 表明 ,我 们 将 会 求 得 一 个 非常 数 解 。 下 面 ,我 们 考察 一 种 最 简 
单 的 类 型 , 即 y= ki 的 情况 。 若 y= 有, 则 dyvdt = 有 ,完备 方程 
(14.6) 将 简化 为 &=65, 从 而 可 以 写 出 
yp = bt (a = 0) 
我 们 的 新 的 试探 解 的 确 成 立 ! 因而 ,(14.6) 的 通 解 为 
y(t)= y+y。= A+t6bt [ 通 解 ,a =0 的 情况 ] 
(14.7’) 
它 与 (14.7) 的 结果 是 一 致 的 ,因为 c 和 A 只 不 过 是 任意 常数 的 另 
一 个 符号 而 已 。 但 要 注意 ,在 本 例 中 , y. 是 一 个 常数 ,而 y 是 时 
间 的 函数 ,这 恰 与 (14.5) 中 的 情形 相反 。 
通过 确定 任意 常数 ,可 以 求 得 定 解 为 
y(t1) = y(0) + bt [ 特 解 ,a = 0 的 情况 ] (14.7’”) 
例 3 解 方 程 dy/di =2, 初 始 条 件 y(0) 5。 由 (14.7), 解 为 
y(t)= 5S+2: 


解 的 检验 


的 确 , 所 有 微分 方程 的 解 的 正确 性 都 可 以 通过 微分 来 检验 。 
如 果 要 对 (14.5 ) 进 行 检验 ,我 们 可 以 得 到 导数 


2 =—a | y(0) 一 | 
如 果 将 此 dvdi 表达 式 和 (1$.5 ) 中 所 示 的 y(z) 表 达 式 代 人 微分 
方程 (14.4) 的 左边 ,如果 此 方程 的 解 正确 , 则 代 人 人 上述 表达 式 的 左 
边 应 当 恰 好 等 于 (14.4) 右 边 的 常数 项 6。 进行 上 述 替 代 后 ,我们 


的 确 得 到 
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一 a| y(0) 一 全 je 十 a | | >(0) 一 De” + | =b 


a 
因此 ,如 果 此 解 也 满足 初始 条 件 ,那么 , 它 便 是 正确 的 。 为 对 它 是 
否 满足 初始 条 件 ,我 们 令 (14.5) 中 的 上 = 0。 因 为 
y(0) = [y(0) -|+ = y(0) 


是 一 个 恒等式 ,所 以 确定 满足 初始 条 件 。 

应 注意 的 是 ,作为 解 微 分 方程 的 最 后 一 个 步骤 ,读者 应 通过 
如 下 习 馈 检验 答案 的 正确 性 :(1) 保 证 时 间 路 径 y(z) 的 导数 与 已 
知 微分 方程 相 一 致 。(2) 确 保定 解 满足 初始 条 件 。 


475 练习 14.1 


1 给 定 如 下 微分 方程 , 求 yc，Yp; 通 解 , 定 解 : 


(a) +4y=12; y(0)=2 (c) +10y=15;y(0)=0 
dt dat 
d d 

(6) PO -2y=0; y(0)=9 (d) 2 了 +4y=6;y(0)=1 坊 


2 检验 上 题 答案 的 正确 性 。 
3 运用 之 中 提出 的 适当 公式 , 求 下 列 每 个 方程 的 解 : 


(a)H + y=4;y(0) =0 (d) 守 +3y=2;y(0)=4 
(6) 人 Y=23;y(0)=1 (e) 4 -7y=7;y(0) =7 
(c) HY-5y=0;y(0)=6 (1) 3 安 +6y=5;y(0)=0 


4 检验 上 题 答案 的 正确 性 。 
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14.2 市 场 价格 的 动态 学 


在 (宏观 ) 多 马 增 长 模型 中 ,我 们 认识 了 一 阶 线性 齐 次 微分 方 
程 的 一 个 应 用 。 为 介绍 非 齐 次 方程 的 应 用 ,我 们 给 出 一 个 (微观 
的 ) 动 态 市 场 模型 。 


框 架 


对 某 一 特定 商品 ,假设 其 需求 与 供给 函数 如 下 
Q, = a - BP (a,B > 0) 
Q, =—-7Y+ 6P (7 ,3S > 0) (14.8) 
则 根据 (3.4) ,均衡 价格 应 为 2 





P= 二 广 ( 某 一 确定 常数 ) (14.9) 


如 果 初 始 价 格 P(0) 恰 好 在 P 水 平 ,市 场 显 然 处 于 早已 达到 的 均 


衡 状态 , 勿 需 进 行动 态 分 析 。 但 是 ,在 P(0) 关 P 的 更 重要 的 情况 
下 ,PP 仅 在 经 过 适当 的 调整 过 程 之 后 才能 达到 ;在 调整 过 程 中 ,不 
仅 价 格 随时 间 变 化 ,而 且 , 作 为 价格 P 的 消 数 ,Qs 和 Q, 也 必然 随 
时 间 的 变化 而 变化 。 从 这 个 角度 看 , 价格 和 数量 变量 都 可 以 视 为 
时 间 的 函数 。 


我 们 的 动态 问题 是 :给 定 调整 过 程 所 需要 的 充分 时 间 ,能 够 将 476 


价格 调整 至 均衡 水 平 已 中? 亦 即 , 当 一 co 时 ,时 间 路 径 P(i) 趋 


中 我 们 已 将 (3.4) 中 的 符号 Ca.b、c.d) 变 换 成 (a、B.Y、5), 以 避免 与 使 用 a 和 6 
为 参数 的 微分 方程 相 混淆 。 我 们 在 这 里 将 把 (14.4) 应 用 于 市 场 模型 。 
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向 收敛 于 尸 吗 ? 
时 间 路 径 


为 回答 上 述 问题 ,我 们 必须 先 求 出 时 间 路 径 P(:)。 而 这 又 要 
求 我 们 先 描述 价格 变化 的 具体 形式 。 一 般 而 言 , 价 格 变化 是 由 市 
场 中 供给 和 需求 的 相对 强度 决定 的 。 为 简化 起 见 。 我 们 假设 在 某 
一 时 刻 价格 对 时 间 的 变化 率 总 是 在 该 时 刻 存在 的 超额 需求 的 比 
例 。 这 个 价格 变化 模式 可 用 公式 表示 成 


= j(Q, - Q) (j > 0) (14.10) 


其 中 j 表示 不 变调 整 常数 。 根 据 这 个 变化 模式 , 当 且 仅 当 Qs = 
Q, 时 ,我 们 有 dP/di =0。 在 这 方面 ,注意 到 术语 均衡 价格 的 两 
种 含义 是 有 启发 的 :瞬时 意义 和 市 场 出 清 意义 (均衡 价格 是 使 Qs 
和 Q, 相等 的 价格 )。 在 现在 的 模型 中 ,这 两 种 含义 恰好 是 相互 重 
合 的 ,但 在 其 它 模 型 却 未 必 如 此 。 

根据 (14.8) 的 需求 和 供给 函数 ,我们 可 以 将 (14.10) 具 体 表 示 
成 如 下 形式 : 


=j(a-BP+ 7- 6P)= j(a+ 7Y)-j(B+ 6)P 


或 


+ j(B+ OP = j(aty) (14.10°) 


因为 它 恰 好 是 微分 方程 (14.4) 的 形式 , 且 因 为 PP 的 系数 为 非 零 ， 
我 们 可 以 应 用 解 的 公式 (14.5 ) ,并 将 解 一 一 价格 的 时 间 路 径 一 一 


写成 
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人 十 了 -18+GS)i 和 十 了 
P(t) =[P(0) gi] (B+ Os + BB 


=[P(0)—- PJe“*+P [由 (14.9);k = j(B+ 6)] 
(14.11) 


均衡 的 动态 稳定 性 


这 样 ,最 初 提 出 的 问题 , 即 当 1 一 吕 时 ,P(t) 是 否 趋 近 于 PP， 
相当 于 这 样 一 个 问题 : 当 + 一品 时 ,(14.11) 右 边 的 第 一 项 是 否 趋 


近 于 零 ? 因为 P(0) 和 忆 均 为 常数 ,所 以 关键 因素 是 指数 表达 式 
e 4。 考 虑 到 &>0, 当 上 一 co 时 ,此 指数 式 确定 趋 于 零 。 因 而 ,在 47? 
模型 假设 的 基础 上 ,时 间 路 径 确实 使 价格 趋 于 均衡 状态 。 在 相关 
变量 P(i) 的 时 间 路 径 收 敛 于 已 水 平 (这 里 将 其 解释 成 瞬时 均衡 
而 非 市 场 出 清 均衡 ) 这 类 情形 中 ,我 们 把 这 种 均衡 称 为 动态 稳定 的 
均衡 。 

动态 稳定 性 是 一 个 非常 重要 的 概念 。 下 面 ,我 们 对 (14.11) 
作 更 详尽 的 分 析 , 以 便 对 这 一 概念 作 进 一 步 考察 。 解 (14.11) 依 赖 
于 P(0) 和 PP 的 相对 大 小 ,包含 三 种 可 能 的 情况 。 第 一 种 情况 
P(0)= 忆 ,这 意味 着 P(1)=P。 在 此 情况 下 ,价格 的 时 间 路 径 可 
像 图 14.1 那样 , 绘 成 一 条 水 平 的 直线 。 如 前 面 所 提 到 的 那样 ,在 
这 种 情况 下 均衡 可 立即 达到 。 第 二 种 情况 是 P(0) >P。 在 此 情 
况 下 ,(14.11) 右 边 第 一 项 为 正 , 但 当 : 增加 使 e* 值 下 降 时 ,第 一 
项 的 值 将 减 小 。 因 此 ,时 间 路 径 将 从 上 方 趋向 于 均衡 水 平 P ,其 
情形 如 14.1 最 上 边 一 条 曲线 所 示 。 第 三 种 情况 与 第 二 种 情况 恰 
好 相反 ,P(0)<P ;如 图 14.1 最 下 面 一 条 曲线 所 示 , 时 间 路 径 将 
从 下 方 趋向 于 均衡 价格 水 平 已 。 一 般 而 言 , 要 具备 动态 稳定 性 ， 
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时 间 路 径 与 均衡 的 偏差 ,或 者 是 等 于 零 (如 第 一 种 情况 ) ,或 者 随时 
间 而 递减 (如 第 二 、 三 种 情况 )。 

(14.11) 与 (14.5 ) 的 比较 表明 ,对 应 于 b/a 的 P, 项 ,只 不 过 
是 特别 积分 y, ,而 指数 是 (已 确定 的 ) 余 函数 y.。 因 此 ,我 们 现在 
表示 均衡 偏差 。 动 态 稳定 性 要 求 当 :一 oo 时 , 余 函 数 渐 近 为 零 。 

在 此 模型 中 ,特别 积分 为 常数 ,从 而 有 瞬时 意义 上 的 稳定 均 
衡 , 以 已 表示 。 如 果 特 别 积分 不 是 常数 ,如 (14.7') 中 那样 ,那么 ， 
我 们 可 以 将 其 解释 为 移动 均衡 。 


P(t) 







P(t):P(0) > 6 的 情况 


P(t):P(0) < 五 的 情况 


478 模型 的 另 一 种 应 用 


我 们 上 面 所 做 的 工作 是 在 给 定 某 些 参数 符号 的 情况 下 ,分 析 
均衡 的 动态 稳定 性 (时 间 路 径 的 收敛 性 )。 另 一 类 问题 是 :要 保证 
动态 稳定 性 ,对 参数 要 施加 何 种 具体 限制 ? 


此 问题 的 答案 包含 在 解 (14.11) 中 。 如 果 我 们 允许 P(0) 关 
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已 ,可 以 看 到 当 且 仅 当 &>0, 即 当 且 仅 当 
j(B+6)>0 

时 ,在 z 一 co 时 ,(14.11) 中 的 第 一 项 (wx ) 才 趋 于 零 。 因 此 ,我 们 可 
以 将 上 述 不 等 式 作为 对 参数 j( 价 格调 整 系数 ),8B( 需 求 曲线 斜率 
的 ) 负 值 ,其 中 Q 是 纵 轴 ),5( 供 给 曲线 的 斜率 ,同样 把 Q 绘 成 纵 
轴 ) 的 限制 。 

在 价格 调整 为 “正常 "的 情形 , 即 当 ;>>0, 超 额 需求 将 驱使 价 
格 上 升 而 非 下 降 的 情况 下 ,这 个 约束 意味 着 (B+S) >0, 或 者 ,等 价 
地 

6 >-8B 

在 此 情况 下 ,为 实现 动态 稳定 性 ,供给 曲线 的 斜率 必须 超过 需求 曲 
线 的 斜率 。 当 供给 曲线 和 需求 曲线 如 图 (14.8) 那 样 ,是 正常 倾斜 
(-B<0,3>0) 时 ,这 个 要 求 显 然 是 满足 的 。 但 是 ,即使 其 中 的 一 
条 曲线 倾斜 方向 “反常 ”, 如 当 5=1 和 -8B=12( 斜 率 为 正 的 需求 
曲线 ) 时 ,这 个 条 件 仍 可 能 得 到 满足 。 图 14.2 描述 了 这 种 情况 ,其 
中 均衡 价格 已 同 以 往 一 样 , 仍 由 两 条 曲线 的 交点 决定 。 如 果 初 始 
价格 恰好 在 Pi, 则 Qs( 距 离 P,G ) 将 超过 Q,( 距 离 PIF), 并 且 超 
额 需求 (FG ) 将 驱使 价格 上 升 。 另 一 方面 , 若 初始 价格 在 P,, 则 存 479 
在 负 的 超额 需求 MN ,这 将 驱使 价格 下 降 。 因 此 ,如 图 中 的 两 个 
第 号 所 示 , 价 格调 整 在 此 情况 下 将 趋 于 均衡 ,而 与 从 PP 的 哪 一 边 开 
始 无 关 。 但 我 们 应 当 强 调 , 尽 管 第 号 可 以 表明 调整 方向 , 却 不 能 表 
明 变 化 的 大 小 。 因 此 ,图 14.2 从 本 质 上 看 基本 上 是 静态 的 ,而 不 
是 动态 的 , 它 只 能 用 于 说 明 而 不 是 替代 上 面 所 提出 的 动态 分 析 。 
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练习 14.2 


1 如 果 图 14.2 中 的 需求 曲线 和 供给 曲线 的 斜率 均 为 负 ,要 具备 动态 稳 
定性 , 哪 条 曲线 应 更 陡 一 些 ? 你 的 答案 是 否 与 判别 标准 S> -8 一致? 

2 证 明 (14.10') 可 重 写成 dP/d:+k 上 (PP)=0。 如 果 令 已 - P=A 
(表示 偏差 ), 则 有 dA4 /qr= dP/di ,进而 微分 方程 可 以 重 写成 


dA 
a +t k=0 


求 时 间 路 径 A(1) ,讨论 动态 稳定 性 的 条 件 。 

3 本 节 所 讨论 的 动态 市 场 模型 是 模仿 3.2 节 的 静态 模型 所 构建 的 。 将 
静态 模型 转化 为 动态 模型 需要 何 种 新 的 特征 ? 

4 令 需 求 与 供给 函数 为 


Qi =a-pBP+o 守 Q, 三 -7Y+GSP (a,8,7,3> 0) 


(a) 假设 价格 对 时 间 的 变化 率 恰好 是 超额 需求 的 比例 , 求 时 间 路 径 书 
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(z)( 通 解 )。 

(5) 何 为 瞬时 均 衙 价 格 ? 何 为 市 场 出 清 均衡 价格 ? 

(c) 要 保证 动态 稳定 性 ,应 对 参数 o 施加 各 种 限制 ? 

5 令 需 求 与 供给 函数 为 

Qa-BP-1 Q=8P (a,B,n.8>0) 

(a) 假设 市 场 在 每 一 时 点 都 是 出 清 的 , 求 时 间 路 径 P(i)。 

(5) 该 市 场 是 否 具 有 动态 稳定 的 瞬时 均衡 价格 ? 

(c) 现在 的 模型 中 ,对 所 有 的 1, Qj = Q, 的 假设 与 3.2 节 中 静态 市 场 
模型 的 假设 是 一 致 的 。 但 这 里 的 模型 仍 是 动态 模型 。 为 什么 ? 


14.3 可 变 系 数 和 可 变 项 480 
在 更 一 般 的 一 阶 线 性 微分 方程 中 
2 + u(t)y = wlt) (14.12) 


u(t) 和 w (1) 分别 表示 可 变 系 数 和 可 变 项 。 在 这 种 情况 下 ,如 何 
求 出 时 间 路 径 y(z)? 
齐 次 方程 的 情况 

对 于 齐 次 方程 的 情况 ,其 中 w (i)=0, 方 程 的 解 很 容易 求 出 。 
因为 微分 方程 的 形式 为 
dy 6 
了 +a&atiy=0 或 
两 边 依次 对 1t 积分 ,得 到 


ldy__ 
yar ™ u(t) (14.13) 


左边 =] 二 名 dt = | 天 = Iny +。( 假 定 y>0) 
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右边 = | -vs(Odt= -| u(t)at 
后 一 个 方程 难以 进行 进一步 的 积分 ,因为 u(1) 未 给 出 具体 形式 。 
因此 ,我 们 不 得 不 满足 于 一 个 一 般 积分 表达 式 。 当 方程 两 边 相等 
时 ,结果 成 为 ; 


Iny = 一 ec 一 | oa 


则 所 求 的 y 路 径 可 以 通过 求 Iny 的 反对 数 得 到 : 
y(t1) = em = eceoOu = he 在 此 A 三 e- 
(14.14) 
这 是 微分 方程 (14.13) 的 通 解 。 

为 突出 系数 wu(z) 的 可 变性 质 , 我 们 已 明确 地 写 出 了 变量 1。 
但 为 了 简化 书写 符号 ,我 们 从 现在 起 省 略 自 变量 ,并 将 u(t ) 简 化 
为 wx。 

将 不 变 系 数 模型 的 通 解 (14.3) 与 (14.14) 相 比较 ,(14.14) 中 
唯一 的 修正 是 以 更 复杂 的 表达 式 e-  “ 必 代 替 了 e-“。 如 果 我 们 


将 。“ 中 的 at 解释 成 | a di = at( 加 上 一 个 可 纳入 A 项 中 的 党 
数 , 因 为 。 自 乘 常 数 每 仍 为 常数 ), 我 们 可 以 更 好 地 理解 这 种 变化 
的 合理 性 。 由 此 看 来 ,这 种 差别 就 变 成 相似 性 了 。 因 为 在 两 种 情 
况 下 ,我 们 都 取 微分 方程 中 y 项 的 系数 (在 一 种 情况 中 为 常数 项 
a ,在 另 一 种 情况 中 为 可 变 项 x ) 并 将 y 对 + 积分 ,然后 再 取 所 得 积 
分 的 负 值 作为 e 的 指数 。 

一 旦 得 到 通 解 ,根据 适当 的 初始 条 件 求 得 定 解 , 便 是 一 个 相 
对 简单 的 事 了 。 


481 例 1 求 方程 他 + 312y =0。 这 里 “=322, 且 | udt = za 
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= 六 +c。 因 此 ,由 (14.14) ,我 们 可 以 把 解 写 成 
y(t) = Ae- (+o) = Ae'e “二 Be 在 此 B 二 Ae “ 
注意 , 如果 省 去 积分 常数 c ,我 们 不 会 失去 和 住 何 信息 ,因为 那样 我 


们 会 得 到 y(:)= Ae-' , 它 与 上 式 是 相同 的 解 ,因为 A 和 B 均 表 
示 任 意 常数 。 换 言 之 ,指数 式 。-‘( 其 中 常数 仅 出 现 常数 c) 总 可 
以 归 人 另 一 个 常数 A 中 。 


非 齐 次 方程 的 情况 


对 于 非 齐 次 方程 的 情况 ,其 中 w(z) 关 0, 解 方程 就 有 些 难 度 
了 了 。 我 们 将 通过 下 一 节 将 要 讨论 的 恰当 微分 概念 试 求 其 解 。 但 在 
这 里 先 给 出 结果 并 无 任何 害处 :给 定 微 分 方程 (14.12) , 通 解 为 


y(t) = er (A + | wer “a | (14.15) 


其 中 A 为 如 果 具 有 适当 的 初始 条 件 , 便 可 以 确定 的 任意 常数 。 

有 趣 的 是 ,这 个 通 解 像 不 变 系数 .不 变 项 一 样 , 也 包含 两 个 相 
加 的 项 。 而 且 两 项 中 的 一 项 ,Ae “2 ,不 过 是 前 面 导出 的 简化 ( 齐 
次 ) 方 程 的 通 解 (14.14), 因 此 实质 上 是 一 个 余 哨 数 。 


例 2 求 方程 只 + 2ty= ! 的 通 解 。 因 此 我 们 有 
zx =2t w=t 和 ud = +h (任意 常数 ) 
所 以 由 (14.15), 有 
yi =e 0 人 (A 十 | ea ] 
= ee*(A + oz] 
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Ae ke- 十 oF 十 | [e “ee =1| 
(Ae 十 ce + 


=Be-* + 方 在 此 B 三 Ae”“+c 是 任意 常数 


此 解 的 正确 性 也 可 通过 微分 来 检验 。 

注意 到 这 一 点 是 有 趣 的 :在 本 例 中 ,我 们 仍 可 省 略 积 分 常数 
& 及 积分 常数 c ,而 不 影响 最 终结 果 , 这 是 因为 & 和 ec 均 可 妇 人 最 
终 解 中 的 任意 常数 如。 和 希望 读者 试验 不 使 用 常数 & 和 < 的 应 用 
(14.15) 的 过 程 , 并 验证 会 得 到 相同 的 解 。 


例 3 解 方程 92+ 4ty= 44。 这 次 ,我 们 将 省 去 积分 常数 。 因 

为 
u=4: w= 4 和 | dt = 2t” [省 去 常数 ] 
由 (14.15), 通 解 为 
y(t) =e 2 (A+ |4ie* qt)= oe (A+ ex ) [省 去 常数 ] 
= Ah4e-2 +1 

正如 所 预期 的 那样 ,省略 积 分 常数 可 以 极 大 地 简化 运算 步骤 。 

(14.12) 中 的 微分 方程 2 + uy 二 w 是 一 个 比 oy tay=6 
(14.4) 更 具 一 般 性 的 微分 方程 ,因为 uw 和 w 不必 像 a 和 疡 那样 ， 
一 定 为 常数 。 相 应 地 , 解 的 公式 (14.15) 也 是 比 (14.5) 更 一 般 的 


解 。 事 实 上 , 当 我 们 令 u 王 a,w=b 时 ,应 当 能 把 (14.15) 简 化 为 
(14.5)。 事 实 也 确实 如 此 。 因 为 那 时 ,我 们 有 
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J 


= 一 QQ w=6b 和 | dt = at [省 去 常数 ] 
则 (14.15) 变 成 
y(t) =e "(A 十 |seuz)= “(A 十 人 | [省 去 常数 ] 


-Ace az 也 
a 


它 与 (14.5) 是 一 致 的 。 
练习 14.3 


解 下 列 一 阶 线性 微分 方程 。 如 果 给 定 初始 条 件 ,确定 任意 常数 : 


1 OY + 5y=15 


2 oY +21y=0 


dy | »,,,. -了 
3 人 21y=t; y(0) 3 483 
4 +42y=51;y(0)=6 

dy :一 0. -6 
5 2 人 +12y+2e=0; y(0) 了 


6 入 


dt yt 


14.4 恰当 微分 方程 


我 们 现在 将 引入 恰当 微分 方程 的 概念 ,并 运用 这 种 解法 解 微 
分 方程 (14.12) 以 得 到 解 的 公式 (14.15)。 尽 管 我 们 现在 的 目的 是 
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解 线性 微分 方程 ,但 恰当 微分 方程 本 身 可 以 是 线性 的 ,也 可 以 是 非 
线性 的 。 


恰当 微分 方程 


给 定 二 元 图 数 FF(y ,1), 其 全 微分 为 


_ oF oF 
dF(y,:) = Bydy + sradt 


令 此 微分 等 于 零 ,所 得 到 的 方程 


oF oF 
By 十 3 dt = 


被 称 作 恰当 微分 方程 ,因为 其 左边 恰好 是 (y, 4) 的 微分 。 例 如 ， 
给 定 


F(y,1) = yt+k (常数 ) 
全 微分 为 
dF = 2yt dy + ydi 
因此 微分 方程 
2ytdy+ yrdt 二 0 或 这 + 祁 =0 (14.16) 
是 恰当 微分 方程 。 
一 般 而 言 ,微分 方程 
Mody+Nd =0 (14.17) 


当 且 仪 当 存 在 一 个 函数 F(y,z) 使 得 M = 838F/3y 和 N = F/Ot 
时 , 便 是 恰当 的 。 然 而 ,根据 杨 氏 定理 9*F/8i 3y = SF/9y 9 ， 


484 我 们 还 可 以 表明 , 当 且 仅 当 


aM _aN 
Bt 一 By (14.18) 
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时 ,(14.17) 是 恰当 的 。 上 面 的 方程 使 我 们 得 以 对 微分 方程 的 恰当 
性 进行 简单 的 检验 。 将 其 应 用 于 (14.16) ,其 中 M =2yt,N= yy， 
此 检验 产生 8M /81 =2y=BN/9y; 因 此 ,所 提 微 分 方程 的 恰当 性 
得 到 验证 。 

注意 ,我 们 对 M 和 项 关于 变量 y 出 现 的 方式 并 未 施加 任 
何 限 制 。 因 此 ,恰当 微分 方程 完全 可 以 是 非 线性 的 。 然 而 , 它 总 是 
一 阶 和 一 次 的 方程 。 

作为 恰当 方程 ,微分 方程 只 是 表明 


dF(y,t)=0 
因此 ,其 通 解 的 形式 显然 为 
Fl(y,t)= ce 


所 以 , 解 恰当 微分 方程 基本 上 是 求 原 函 数 F(y,i), 并 令 其 等 于 任 
意 常 数 。 下 面 ,我 们 对 方程 M dy + Ndt=0, 介 绍 求 下 (yz) 的 方 
法 。 


解 法 
首先 ,因为 M =3F/9y, 所 以 函数 下 必定 包含 M 对 变量 y 的 
积分 ;这 样 ,我 们 可 以 将 初步 结果 以 未 确定 的 形式 , 写 出 如 下 
F(y,1) = |M dy + gl) (14.19) 


这 里 , 偏 导数 M 将 仅 对 y 积分 ; 即 zt 在 积分 过 程 中 将 被 视 为 常数 ， 
正如 它 在 F(y,t) 的 偏 微 分 从 而 产生 1M = 6F/9y 的 过 程 中 被 作 
为 常数 一 样 。0 因为 在 F(y,i) 对 vy 偏 微 分 过 程 中 ,任何 仅 含 有 变 


中 某 些 作者 使 用 算 符 (…… )9y 以 强调 仅 对 y 积分。 我 们 在 这 里 仍 使 用 符号 
jp )dy ,因为 凡 乎 不 存在 混 请 的 可 能 性 。 
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量 上 和 (或 ) 某 些 和 常数 ( 不 含有 y) 的 相 加 的 项 会 消失 ,因此 ,我们 现 
在 在 积分 过 程 中 必须 加 以 小 心 ,以 恢复 这 些 项 。 这 可 以 解释 为 什 
么 在 (14.19) 中 我 们 引入 了 一 个 一 般 项 %t) 的 原因 。 尽 管 它 并 非 
恰好 与 积分 常数 相同 ,但 它 确 实 与 积分 常数 发 挥 同样 的 作用 。 得 


到 | M dy 是 相对 容易 的 ,但 我 们 如 何 确定 (1) 项 的 确切 形式 呢 ? 

诀窍 在 于 利用 N = 3F/3t。 但 最 好 还 是 通过 例子 解释 具体 
例子 。 

485 例 1 解 恰 当 微 分 方程 
2yt dy + ydt =0 [(14.16) 的 重 写 ] 
在 此 方程 中 ,有 
M= 2y 和 N= y 
第 一 步 : 由 (14.19) ,我 们 可 以 首先 写 出 初步 结果 


F(y,t) = |2> dy + $1) = yt + h(i) 


注意 ,我 们 已 省 略 了 积分 常数 ,因为 它 能 自动 包含 在 表达 式 由 (it 
中 。 
第 二 步 :车 我 们 将 上 述 结果 对 z 偏 微 分 ,可 以 得 到 


Gr = y+) 


但 因 N =B3F/3z ,我 们 可 以 使 N=y 和 BF/3t=y + 由 (1t), 得 到 
y(t)=0 
第 三 步 : 上 述 结果 的 积分 得 出 


p(t) = |y (ad = Jod =& 


则 我 们 有 了 y(z) 的 具体 形式 。 在 本 例 中 ,gy(i) 怡 好 仪 是 一 个 常 


数 。 在 更 一 般 的 情况 下 , 它 可 以 是 t 的 非常 数 函 数 。 
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第 四 步 :将 第 一 步 和 第 三 步 的 结果 结合 起 来 可 以 得 到 
F(y,t) = yt+k 
则 恰当 微分 方程 的 解 应 为 下 (y,t)=c。 但 因 常 数 大 可 以 纳入 -c 
中 ,我 们 可 以 简单 地 将 解 写 成 
yt 二 CC 或 y(t1)= ct 

其 中 ec 为 任意 常数 。 

例 2 解 方程 (1:1+2y)dy+ (y+3z*)dzt =0。 我 们 首先 检验 
它 是 否 是 恰当 微分 方程 。 令 M=1:+2y,N= y+3zt*, 可 求 得 
9M/9t1=1=ON/eOy。 因 此 ,方程 通过 了 正 合 ( 怡 当 ) 性 检验 。 为 
求 其 解 ,我 们 仍 遵循 例 1 的 步骤 。 

第 一 步 :应 用 (14.19) 并 写成 


Flys2) = |(t + 29)d ro) = yt + y+ p(t) 486 
[常数 合并 于 yg(z) 中 ] 
第 二 步 :将 此 结果 对 上 微分 ,得 到 
2 = 十 由 人) 


则 令 其 等 于 NM=y+3 弓 ,可 求 得 
g(t) = 3 
第 三 步 ;将 最 后 结果 积分 得 到 
J(1) = |3z2dt = 坟 [常数 可 以 省 咯 ] 
第 四 步 :将 第 一 步 和 第 三 步 的 结果 合并 ,以 得 到 函数 下 (yy,z) 
的 完备 形式 : 
F(y,t)= yt +y +2 


这 意味 着 给 定 微分 方程 的 解 为 
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yi+i+y +i =c 
读者 可 以 验证 , 令 此 方程 的 全 微分 等 于 零 ,确实 会 产生 给 定 的 微分 
方程 。 
这 四 个 步骤 可 以 用 于 解 任 何 恰当 微分 方程 。 有 意思 的 是 ,其 
至 当 给 定 方程 不 是 恰当 的 时 候 , 也 可 以 应 用 这 四 个 步骤 。 但 要 看 
到 这 一 点 ,我 们 必须 首先 引入 积分 因子 这 个 概念 。 


积分 因子 


有 时 ,将 微分 方程 的 每 一 项 都 乘 以 一 个 特定 的 公 因子 , 非 恰 妆 
的 微分 方程 也 可 以 成 为 恰当 微分 方程 。 这 样 的 因子 称 作 积分 因 
子 。 
例 3 微分 方程 
2tdy+ ydt = 0 
不 是 恰当 的 ,因为 它 并 不 满足 (14.18): 


aM _ a _ ，aN_ Be 
3 7 B21 28 -ay = 1 


但 是 ,如 果 将 给 定 方 程 的 每 项 均 乘 以 y, 它 便 变 成 (14.16), 从 而 成 


487 为 恰当 微分 方程 。 因 此 ,> 是 本 例 给 出 的 微分 方程 的 积分 因子 。 


当 可 以 求 得 一 个 非 恰当 方程 的 积分 因子 时 ,总 可 以 使 其 成 为 
恰当 的 微分 方程 ,这 样 便 可 以 应 用 四 个 解 题 步 又 了 。 


一 阶 线性 微分 方程 的 解 


一 般 的 一 阶 线性 微分 方程 


dy _ 
at wy TO 


按 (14.17) 的 形式 ,可 以 表示 成 
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dy+ (uy— w)dt=0 (14.20) 


el = exp(| di | 


这 个 形式 非常 不 直观 的 积分 因子 可 以 通过 如 下 办 法 发现”: 
令 械 为 尚 属 未 知 的 积分 因子 。 以 I 工 通 乘 (14.20) 可 以 将 其 变 为 恰 
当 微 分 方程 : 


具有 积分 因子 


Idy+ I(uy ~ w)dt =0 (14.207) 


正 合 性 检验 表明 9M /9t = 38N/3y。 观 察 M 和 N 表达 式 可 知 , 因 为 
AM 仅 由 了 工 构成 , 且 因 *x 和 也 仅 是 上 的 图 数 , 所 以 ,如 果 了 也 只 是 : 
的 师 数 , 正 合 性 检验 将 简化 为 非常 简单 的 条 件 。 那 时 ,检验 变 成 


dl al/d:t 
dt | lu 或 I 


因此 ,如 果 I 与 ua( 或 更 具体 地 wu(i) 具 有 相同 的 增长 率 , 那 么 , 特 
定形 式 I= 1(z ) 确 实 成 立 。 相 应 地 ,I(i) 应 取 如 下 具体 形式 : 
1I(1) = Ael*” [参见 (14.13) 和 (14.14)] 
但 是 ,很 容易 验证 ,可 令 常 数 A 等 于 1 而 不 影响 1(z ) 满 足 恰当 性 
检验 的 能 力 。 因 此 ,我 们 可 以 使 用 更 简单 的 形式 e "为 积分 因 
村 。 
将 此 积分 因子 代 人 (14.20 ) ,可 以 产生 恰当 微分 方程 
el*dqdy + el*d(uy— w)dt = 0 (14.20”) 
则 此 式 可 以 通过 上 述 四 步骤 方法 解 出 。 
第 一 步 : 首 先 应 用 (14.19) 得 到 


F(y,1) = | er egy Fp) = ye + (2) 


此 结 采 以 这 种 简单 形式 出 现 , 是 因为 被 积 函 数 独 立 于 变量 y。 
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第 二 步 : 其 次 ,将 上 述 结 果 对 z 微分 ,得 到 


2 = yuer 和 + 由 (t) [ 链 式 法 则 ] 
而 且 , 因 为 此 式 可 以 等 于 NN=e “(wy 一 ww) ,我 们 有 


p(t£) =— wel** 


第 三 步 : 现在 直接 微分 产生 
y(t) = 一 juer dd 


由 于 未 给 出 函数 w= u(t),w= w(t) 的 具体 形式 ,难以 进行 进 一 
步 的 积分 ,而 且 我 们 必须 满足 于 yg(z ) 这 个 非常 一 般 的 表达 式 。 
第 四 步 : 将 此 g(z) 表 达 式 代入 第 一 步 的 结果 ,可 以 求 得 


F(y,) 一 yel* ~ | wer sar 


从 而 ,恰当 微分 方程 (14.20”) 的 通 解 一 一 以 及 等 价 的 ,但 非 恰 当 的 
一 阶 线性 微分 方程 (14.20) 一 一 为 


yel* ~ | we sg 一 ~ 
整理 ,并 以 4 代替 (任意 常数 ) 符 号 c, 上 式 可 以 写成 
y(t) = er (A + | wer 4g ) (14.21) 


它 恰好 是 前 面 (14.15) 给 出 的 结果 。 
练习 14.4 


1 验证 下 列 微分 方程 是 恰当 的 ,并 通过 四 步 法 解 方程 
(a) 2y dy+ 3y:tdt=0 
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(5b) 3y tdyt+ (y +21)di=0 
(c) ti(l +2y)dyt+ y(1+ y)dt=0 


dy ,2y4t+31° 
《da ) A ai -0 [提示 :首先 转换 成 (14.17) 的 形式 ] 
2 下 列 微分 方程 是 恰当 的 吗 ?” 如 果 不 是 ,尝试 让 zy 及 y* 作为 可 能 的 
积分 因子 。 
(a) 2(t? +1)dy+3yt dt=0 
(6) 4y tdyt+ (2y4+31)d:=0 
3 将 四 步 法 应 用 于 一 般 恰 当 微 分 方程 M dy + N dt=0, 推 导出 一 个 恰 
当 微 分 方程 通 解 的 如 下 公式 


[may + | Nd -| (人 | dy )dt = 





14.5 一 阶 一 次 非 线 性 微分 方程 


在 线性 微分 方程 中 ,我 们 不 仅 将 导数 dy/dz , 因 变 量 y 限定 为 
一 次 的 ,而 且 也 不 允许 出 现 乘积 y(dy/di)。 当 y 以 高 于 一 次 知 
形式 出 现时 ,即便 方程 只 含有 一 次 导数 dy/dt , 它 也 是 非 线性 方 
程 。 一 般 而 言 ,如 下 形式 的 方程 


fly,t)jdy + g(y,t)dt = 0 (14.22) 
或 
92 = h(y,t) (14,22’) 


其 中 对 > 和 + 的 寡 数 没有 限制 ,构成 了 一 阶 一 次 非 线性 微分 方程 。 
其 中 某 些 类 型 的 方程 ,用 近乎 常规 的 方法 就 可 以 相对 容易 地 解 出 。 
我 们 将 简单 讨论 三 种 类 型 。 
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恰当 微分 方程 


我 们 首先 讨论 现在 已 经 熟悉 了 的 恰当 微分 方程 。 正 如 前 面 已 
指出 的 那样 ,y 变量 可 在 恰当 方程 中 以 更 高 的 星 数 出 现 , 如 在 (14. 
16) 一 一 2yidy+ ydt = 0 一 一 那样 [读者 可 将 其 与 (14.22) 相 比 
较 ]。 确 实 , 从 方程 左边 的 两 项 中 删除 公共 因子 y 将 使 方程 简化 
为 线性 形式 ,但 在 此 情况 下 方程 将 失去 其 恰当 性 质 。 因 此 ,作为 恰 
当 微 分 方程 ,必须 将 其 视 为 非 线性 方程 。 

因 为 我 们 已 讨论 过 恰当 微分 方程 的 解法 ,所 以 无 须 作 进一步 
说 明 。 


可 分 离 变 量 


微分 方程 (14.22) 
fly,t)Jdy+ g(y,t)adt = 0 
490 可 能 恰好 具有 这 样 的 方便 性 质 : 顶 数 了 仅 有 变量 yy, 而 y 仅 含 有 变 
量 z ,所 以 方程 可 以 简化 为 特殊 形式 
f(y)dy+ g(t)jadt =0 (14.23) 
在 这 种 情况 下 , 便 称 变量 是 可 分 离 的 ,因为 包含 y[ 合 并 在 f(y) 
中 j] 的 项 在 数学 上 可 与 包含 z 的 项 [合并 在 g(z) 项 中 ] 相 分 离 。 解 
这 种 特殊 类 型 的 方程 ,只 需 简单 的 积分 法 。 
例 1 解 方程 3y dy+z dt=0。 首 先 将 方程 重 写成 
3y“dy = tdt 
将 方程 两 边 ( 均 是 微分 ) 积 分 ,并 令 所 得 结果 相等 ,得 到 


|3yay = | dy 或 y + cl 三 a + C2 
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因此 ,可 将 通 解 写 成 


y= 广电 +c 或 y(t) = (Fe + c) 


这 里 值得 注意 的 是 ,每 一 项 的 积分 均 是 对 不 同 变 量 进行 的 。 
正 是 这 一 点 才 使 得 可 变 离 变 量 方程 比较 易 解 。 

例 2 解 方程 2 dy + y di =0。 初 看 起 来 ,这 个 微分 方程 似 
乎 不 属于 这 种 类 型 ,因为 它 不 符合 (14.23) 的 一 般 形式 。 具 体 地 
说 ,dy 和 dz 的 系数 似乎 包含 六 错误 的 变量。 然而 ,通过 一 种 简 
单 的 变量 , 即 以 2X (天 0) 通 除 各 项 , 便 可 以 将 方程 转化 为 可 分 离 
变量 形式 


1 1] ， 
ydy + 27di = 0 


根据 源 于 例 1 的 经 验 , 可 由 如 下 步 又 求解 (无 须 首先 移 项 ): 吕 
| $a + | a = C 

所 以 。 Iny+3Int=c 或 In(y'?)=ec 

因此 , 解 为 
yi =e = 或 y(t)= kt” 491 

其 中 & 正如 符号 c 和 A 一样, 是 一 个 任意 常数 。 

注意 , 例 2 中 的 方程 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 解 : 首 先 通 过 积分 
因子 y 将 其 转变 成 为 微分 方程 ,然后 再 按 解 恰当 微分 方程 的 办 法 


来 解 它 。 其 解 我 们 早已 在 14.4 节 的 例 1 中 得 到 , 它 必然 与 刚刚 用 
变量 分 离 法 得 到 的 结果 一 致 。 问 题 在 于 一 个 给 定 的 微分 方程 不 仅 


”严格 地 讲 ,我 们 应 将 积分 结果 写成 in ly| 和 172 Inlz|。 如 果 能 把 y 和 z 假设 
为 正 ,( 在 多 数 经 济 问 题 中 ,这 样 假 设 是 合适 的 ) 那 么 ,就 可 以 得 出 文中 给 出 的 结果 。 
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只 有 一 种 解法 ,因此 ,人 们 可 以 选择 所 使 用 的 方法 。 在 其 它 情况 
下 ,不 适合 特殊 解法 的 微分 方程 ,经 适当 变换 ,也 可 能 适用 这 种 解 
法 。 


可 简化 为 线性 的 方程 


如 果 微 分 方程 dy/dt = h(y,i) 恰 好 取 特 定 的 非 线 性 形式 : 


dy 
A 


其 中 R 和 人 是 两 个 + 的 函数 ,m 是 不 为 0 和 1 的 任意 数 ( 若 m = 

0 或 m=1 会 如 何 ?), 则 此 方程 一 一 称 作 伯 努 利 方程 一 一 总 可 以 

简化 为 线性 微分 方程 ,并 且 可 按 线性 微分 方程 的 解法 去 解 它 。 
转化 为 线性 方程 的 步 又 是 相对 简单 的 。 首 先 以 y” 除 (14. 


24) ,得 到 


+ Ry = 了 (14.24) 





_-m dy l—m __ 
A jy + Ry 一 了 
若 我 们 采用 如 下 简写 变量 
1—m dz dz dy _m dy 
z= y' "|[ 则 凶 = dy dt = (lm)y ?| 
则 上 述 方 程 可 以 写成 
1 dz 
|] ar + Rz= TT 


进而 ,在 以 (1 一 m)di 通 乘 并 重 排 方程 后 ,我 们 可 将 方程 转化 为 

dz +[(1—- m)Rz-(l1-m)Tjadat =0 (14.24’') 
可 以 看 出 ,这 是 与 (14.20) 形 式 一 致 的 一 阶 线性 微分 方程 ,其 中 变 
量 z 取代 了 变量 y。 


显然 ,我 们 可 以 应 用 公式 (14.21) 去 求 其 解 x(t)。 最 后 ,再 用 
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逆 代 换 ,将 z 变换 成 y。 
例 3 和 解 方程 dy/dt + ty=3ty*。 这 是 一 个 伯 努 利 方 程 ,其 中 
Mi 一 2( 给 出 >=y ”=y 1),R=t,T=3t。 因 此 ,由 (14.24 ),492 
我 们 可 以 写 出 如 下 线性 微分 方程 
dz + (— tz+3:1)dt = 0 
应 用 公式 (14.21) ,可 求 得 解 为 
z(t) = Aexp(7t2)+3 
(作为 练习 ,请 读者 自己 写 出 得 到 此 解 的 具体 步骤 。) 
因为 我 们 原来 感 兴 趣 的 是 得 到 解 >(t) 而 非 x(t), 所 以 ,我 们 
必须 用 方程 x>=y ' 或 y= x '! 进 行道 变换 。 因 此 , 取 z(z) 的 倒 
数 ,得 到 所 求 的 解 


y= 
Aexp(7 2") 十 3 


因为 存在 任意 常数 A ,所 以 它 是 一 个 通 解 。 
例 4 解 方程 dy/dt + (1)y= y”。 这 里 我 们 有 m=3( 因 此 
z=y“),R=1/t, T=1。 因 此 ,方程 可 以 线性 化 为 


dz + (二 和 + 2)dt =0 


读者 可 以 验证 ,根据 公式 (14.21), 此 微分 方程 的 解 为 
z(t) = Art*+ 2 
由 此 可 知 , 通 过 道 变 换 y=2 '“, 原 变量 的 通 解 可 以 写成 
y(t) = (Art’ + 21)7 1 
作为 一 个 练习 ,读者 可 通过 微分 检验 上 述 两 个 例子 解 的 正确 
性 。 
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练习 14.5 


1 确定 下 列 每 个 方程 41) 是否 是 可 分 离 变量 方程 ;(2) 是 否 是 线性 的 或 
可 线性 化 的 。 


d t 

(a) 21 dy+2y di=0 (day 
Yt yc .32 
(b) dy tid 0 (d) 7 3 


2 取 y 和 6 为 正 , 运 用 变量 分 离 法 解 练习 14.5 一 1 中 的 (a) 和 (5) 题 。 

3 将 练习 14.5- 1 中 的 (c) 题 作为 可 分 离 变 量 方程 和 伯 努 利 方程 ,分 别 
解 之 。 

4 将 练习 14.5 一 1 中 的 (a) 题 作为 可 分 离 变 量 方程 和 伯 努 利 方程 ,分 
别 解 之 。 

5 通过 证 明 例 4 的 中 间 解 z(1) = A:*+2z 的 导数 dz/dt 与 线性 化 的 微 
分 方程 相 一 致 ,来 验证 中 间 解 z(1)= Ar*+2t 的 正确 性 。 


14.6 定性 图 解法 


前 面 讨论 的 几 种 非 线 性 微分 方程 (恰当 微分 方程 .可 分 离 变 量 
方程 及 伯 努 利 方程 ) 均 可 定量 解 出 。 亦 即 在 每 种 情况 下 ,我们 都 求 
得 了 时 间 路 径 方程 y(z ); 对 于 每 个 : 值 ,该 方程 确定 了 具体 对 应 
的 y 值 。 

有 时 ,我 们 难以 求 出 给 定 微分 方程 的 定量 解 。 然 而 ,在 这 种 情 
况 下 ,通过 直接 观察 微分 方程 或 者 分 析 其 图 形 ,有 可 能 确定 时 间 路 
径 的 定性 性 质 | 主要 指 (zi) 是 否 收敛 ]。 而 且 ,即使 能 够 得 到 定量 


解 ,但 如 果 我 们 主要 关心 的 是 时 间 路 径 的 定性 性 质 , 那 么 ,我 们 仍 
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可 使 用 定性 分 析 方 法 。 
相位 图 
给 定 一 般 形 式 的 一 阶 微分 方程 


dy _ 
di = f(y) 


它 是 变量 y 的 线性 或 非 线 性 方程 。 在 图 14.3 中 ,我 们 绘 出 了 dy/ 


4 
dt 





图 14.3 - 

dt 对 y 的 曲线 。 只 要 dy/di 仪 是 y 的 图 数 , 便 可 以 作 这 种 几何 表 
示 ,并 称 其 为 相位 图 ;而 表示 函数 f 的 图 形 , 称 作 相 位 线 。( 时 间 
变量 t 不 是 函数 站 的 分 离 变 量 的 那 种 形式 的 微分 方程 , 称 作 自主 494 
微分 方程 。) 一 旦 相位 线 已 知 ,其 图 形 将 给 出 关于 时 间 路 径 y(z) 的 
重要 信息 。 这 种 定性 的 信息 概括 在 如 下 两 个 结论 中 : 

1. 在 横 轴 上 方 任意 点 (其 中 dy/dt >>0),y 必 随 时 间 而 递增 ， 
而 且 对 y 轴 而 言 ,y 必 由 左 向 右 移 动 。 同 理 , 横 轴 下 方 的 任意 点 必 
与 y 向 左 移动 相 联 系 , 因 为 dy/dt 为 负 意味 着 y 随时 间 而 递减 。 
这 些 方 向 的 趋势 解释 了 图 14.4 中 的 相位 图 中 的 箭头 之 所 以 那样 


画 的 原因 。 在 横 轴 上 方 , 箭 头 均 指向 右 方 东北 、 东 南 或 正 东 ， 
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具体 指向 视 情况 而 定 。 在 y 轴 下 方 , 则 情况 恰 愉 相反。 而且, 这 
些 结果 与 y 的 代数 符号 无 关 ; 既 便 相 位 线 A( 或 其 它 相 位 线 ) 移 至 
纵 轴 左边 ,对 箭头 的 方向 也 无 影 啊 。 


y(t) y(t) 





图 14.4 
2. 如 果 y 的 均衡 水 平 (瞬时 意义 上 的 均衡 ) 存 在 的 话 ,也 仅 能 
存在 于 横 轴 上 ,此 处 dy/di =0(y 对 时 间 稳 定 )。 因 此 ,为 求 出 均 
衡水 平 , 只 须 考察 相位 线 与 横 轴 的 交点 。2 另 一 方面 ,为 检验 均衡 
的 动态 稳定 性 ,不 管 y 的 初始 状态 如 何 , 我 们 还 应 检验 相位 线 在 
所 说 的 交点 是 否 总 是 指向 均衡 位 置 。 


时 间 路 径 的 类 型 


在 上 述 概括 的 基础 上 ,由 图 14.3 所 示 的 相位 线 中 ,我 们 可 以 
观察 到 三 种 时 间 路 径 的 类 型。 

相位 线 A 在 点 % 有 个 均衡 。 但 在 这 点 的 上 部 和 下 部 ,箭头 

总 是 指向 偏离 均衡 的 方向 。 因 此 ,尽管 如 果 恰 好 y(0) = y, ,可 以 

达到 均衡 ;但 更 一 般 的 y(0) 尖 yw 的 情况 ,将 导致 y 不 断 增加 [ 若 y 


@ 但 并 非 所 有 交点 都 代表 均衡 状态 。 在 讨论 图 14.3 中 的 相位 线 C 时 ,将 会 看 
到 这 一 点 。 
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(0) > y] ,或 不 断 减少 [ 若 y(0)< y]。 此 外 ,在 这 种 情况 下 ,y 对 
y, 的 偏离 趋向 于 以 递增 的 速度 增长 ,因为 当 我 们 在 相位 线 上 沿 着 
箭头 移动 时 ,将 会 进一步 偏离 y 轴 , 因 而 遇 到 dy/dt 的 数值 也 不 
断 增 加 的 情况 。 因 此 ,相位 线 A 所 意 指 的 时 间 路 径 y(t) 可 用 图 
14.4a 所 示 的 曲线 来 表示 。 其 中 的 图 形 是 以 y 对 上 绘 成 的 ,而 非 
以 dy/dt 对 y 绘 成 的 。 均 衡 y, 为 动态 不 稳定 。 

相反 ,相位 线 B 在 y 存在 稳定 均衡 。 如 果 y(0) = 风 ,可 以 立 
即 达到 均衡 。 但 相位 线 B 的 重要 特征 在 于 ,即使 y(0) 关 ,然而 
沿 着 相位 线 的 移动 将 使 y 趋向 于 y, 水 平 。 因 而 ,对 应 于 这 种 相位 495 
线 的 时 间 路 径 的 形式 如 图 14.465; 它 使 我 们 联想 到 动态 市 场 模 型 。 

上 述 讨论 表明 :一般 而 言 ,相位 线 在 其 交点 处 的 斜率 是 决定 均 
衡 动态 稳定 性 或 者 时 间 路 径 收敛 性 的 关键 。( 有 限 ) 正 斜率 ,比如 
在 点 % ,会 产生 动态 不 稳定 性 ;( 有 限 ) 负 斜率 ,比如 在 点 加 ， 意味 
着 动态 稳定 性 。 

甚至 无 需 绘 出 微分 方程 的 相位 线 , 上 述 概括 也 能 帮助 我 们 扒 
断 其 定性 结论 。 比 如 ,以 (14.4) 中 的 线性 微分 方程 为 例 ， 


dy _ 上 dy __ 
J toy= 6 或 J = ay+b 


因为 相位 线 显然 具有 不 变 斜率 -a( 这 里 假定 为 非 零 ), 我 们 可 以 
立即 推断 出 (组 需 绘 出 相位 线 ) 


收 合 于 


a 之 0 哼 y(1) | 人 
偏离 于 
正如 我 们 可 以 预期 的 那样 ,此 结果 与 此 方程 的 定量 解 


b 


— 6 -at 二 ’ 
y(t) = |y(0) 一 了 ee“+ 守 [由 (14.5')] 


所 揭示 的 结论 完全 一 致 。 我 们 已 经 知道 ,从 非 均 衡 状 态 出 发 ,y 
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(1) 的 收敛 性 取 奖 于 当 1 一 时 ,e 2 一 0。 但 此 结果 当 县 仅 当 a > 
0 时 才 会 发 生 。 若 a<0, 则 当 :一 co 时 ,e “一 co ,因而 y(t) 不 能 
收敛 。 因 此 ,无 论 是 定量 分 析 还 是 定性 分 析 ,我 们 的 结论 是 一 致 
的 ,相同 的 。 

相位 线 C 尚 有 待 于 讨论 。 它 是 与 横 轴 交 义 的 闭合 环 状 曲线 ; 
它 不 是 一 个 函数 ,只 表明 dy/dt 和 y 之 间 的 关系 。" 在 此 情况 下 ， 
出 现 的 一 个 重要 的 新 因素 是 时 间 路 径 具 有 周期 波动 的 可 能 性 。 从 
绘 出 的 相位 线 C 的 图 形 ,我 们 可 以 看 到 vy 在 两 个 值 , 即 > 及 之 

496 间 不 断 波动 。 为 了 产生 周期 波动 , 环 状 曲线 须 以 这 种 方式 与 横 轴 

交叉 ,从 而 使 dy/dz 交替 出 现 正 值 和 负 值 。 此 外 ,在 两 个 交点 y. 
和 ,相位 线 的 父 率 应 为 无 穷 大 ,否则 交点 就 类 似 y, 或 y, 在 vy。 
和 ys 都 不 允许 第 号 连续 移动 。 对 应 于 环形 相位 线 的 时 间 路 径 已 
在 图 14.c 中 作 了 说 明 。 注 意 ,只 要 y(t) 达 到 上 界 > 或 下 界 y， 
总 有 dy/dt = 0( 局 部 极 值 ); 但 毫 无 疑问 ,这 些 值 不 表示 y 的 均衡 
值 。 根 据 图 14.3, 这 意味 着 相位 线 与 y 轴 的 所 有 交点 并 不 都 是 均 
衡 位 置 。 

总 之 ,为 研究 均衡 的 动态 稳定 性 (或 时 间 路 径 的 收敛 性 ) ,我 们 
既 可 以 求 出 时 间 路 径 本 身 , 也 可 以 从 其 相位 线 简 单 推断 。 我 们 将 
用 索 洛 增长 模型 说 明 后 一 方法 的 应 用 。 


”此 关系 产生 于 二 次 微分 方程 (dy/dt)= fly)。 
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练习 14.6 


1 给 出 下 列 每 一 方程 的 相位 线 ,并 讨论 其 定性 含义 : 


dy dy 了 
(za ) 部 y 7 (OF 4 一 3 
cd < co 
(5) 也 1 一 S， (ad) 人 9y—11 


2 绘 出 下 列 每 一 方程 的 相位 线 , 并 对 其 进行 解释 : 
(a) 空 =(y+1)2-16 (y>0) 


(b) yy (y=0) 


3 给 定 dy/dt=(y-3)(y-5)=y -8y+15 
(a) 请 推断 :y 的 可 能 的 均衡 水 平 有 两 个 ,一 个 是 在 >y=3, 另 一 个 在 
y= 5o 


(6) 分 别 求 针 (32) 在 >=3 和 y= 5 的 符号 。 由 此 你 能 推断 出 何 结论 ? 


14.7 索 洛 增长 模型 


索 洛 教授 的 增长 模型 ~ 的 意义 之 一 在 于 证 明了 多 马 模 型 的 
为 锋 增 长 路 径 主 要 是 模型 所 采纳 的 特殊 生产 函数 假设 的 结果 ,还 497 
证 明了 在 其 它 情况 下 ,对 敏感 均衡 的 需要 也 许 不 会 产生 。 


框 架 


在 多 马 模型 中 , 产 出 明确 表述 为 仅 是 资本 的 函数 ;&= pK( 生 


中 罗伯特 .M. 案 洛 :“ 对 经 济 增长 理论 的 贡献 " , 载 《 经 济 学 季刊 ?1956 年 2 月 ， 
65 一 -94 页 。 
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产能 力 或 潜在 产 出 ,是 资本 存量 的 常数 倍数 )。 生 产 函 数 中 没有 劳 
动 投 入 表明 这 样 一 种 含义 :劳动 与 资本 总 按 固 定 比例 组 合 ,因而 只 
需 考察 那些 生产 函数 中 的 一 种 。 与 此 相反 , 索 洛 试图 分 析 资 本 和 
劳动 按 可 变 比 例 组 合 的 情况 。 因 此 ,其 生产 函数 的 形式 为 

Q = f/f(K,L)(K,L > 0) 
其 中 Q 为 产 出 (不 含 折旧 ),L 为 劳动 ,K 为 资本 一 一 所 有 变量 均 
在 宏观 意义 上 所 用 。 假设 fx 为 fi 为 正 ( 边 际 产 量 为 正 ), fxxg 和 
ftir 为 负 ( 每 种 投入 的 边际 收益 递减 )。 进 而 ,假设 生产 函数 f 为 线 
性 齐 次 函数 (不 变 规 模 收 益 )。 所 以 ,能够 写 出 


Q = LA 他 二 = L$(4) 在 此 k= 下。 (14.25) 


考虑 到 假设 的 fk 和 fxx 的 符号 ,新 引进 的 中 函数 (注意 , 它 只 有 单 
一 变数 &) 必 具有 一 阶 导 数 为 正 ,二 阶 导 数 为 负 的 特征 。 为 验证 此 
结论 ,回顾 (12.49) 可 知 

大 三 MPPK = $b (k) 
因此 ,fx >>0 必然 意味 着 上 (&)>0。 则 因 


jx = 3 (k) = EE) [12.48)] 


假设 fxk <0 直接 引出 结论 上 (RE)<0。 因 此 ,函数 一 一 按照 (12. 
46), 它 给 出 了 每 一 资本 劳动 比率 的 APP; 一 一 是 一 个 按 递减 速率 
随 & 递增 的 函数 。 

给 定 Q 取决 于 K 和 工 ,现在 有 必要 规定 后 两 个 变量 本 身 是 如 
何 决定 的 。 索 洛 的 假设 是 : 


K (= 舍 )-= ;Q [Q 的 固定 比例 用 于 投资 ](14.26) 
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了 L 
符号 S 表示 不 变 边 际 储 蓄 倾 向 ,X 表示 (不 变 ) 劳 动 增长 率 。 注 意 
这 些 假设 的 动态 性 质 ; 它 们 不 但 规定 了 K 和 的 水 平 是 如 何 决 定 
的 ,而 且 也 设 定 了 其 变化 率 是 如 何 决定 的 。 
方程 (14.25)、(14.26)、(14.27) 构 成 了 一 个 完整 的 模型 。 为 498 
解 此 模型 ,我们 需要 首先 将 其 变换 成 一 个 单 变量 方程 。 将 (4.25) 


代入 (4.26), 得 到 


L = | -入 ( 入 >0) [劳动力 晨 指数 增长 ] (14.27) 


K= sLg(k) (14.28) 


因 k=K/L ,K=kL, 所 以 将 后 一 恒等式 微分 ,可 以 得 到 上 的 另 - 
表达 式 : 
K = Lk+ kL [ 积 的 微分 法 则 ] 
= Lk+ RAL [由 (14.27)] (14.29) 
令 (14.29) 等 于 (14.28) ,并 消去 公共 因子 工 ,出 现 结果 
k= sg(k)— Ak (14.30) 


这 个 以 & 为 变量 ,具有 两 个 参数 S 和 入 的 微分 方程 ,是 索 洛 增长 
模型 的 基本 方程 。 


定性 图 解 分 析 


因为 (14.30) 是 以 一 般 函 数 形式 表述 的 ,不 能 得 到 具体 的 定量 


解 。 但 我 们 可 以 对 其 进行 定性 分 析 。 为 此 ,我 们 需要 给 出 以 为 
纵 轴 ,以 为 横 轴 的 相位 线 。 
因 (14.30) 的 右边 包含 两 项 ,所 以 ,首先 将 其 绘 成 两 条 各 自 独 
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立 的 曲线 。Xk 项 ,是 上 的 线性 函数 ,在 图 14.5a 中 显然 是 一 条 向 
右上 方 倾斜 的 直线 ,其 纵 截 距 为 零 ,斜率 为 A。s$ (上) 项 ,可 以 绘 成 
一 条 以 递减 速率 递增 的 曲线 。 因 为 s$(k) 只 是 $(&) 的 不 变 分 数 
倍 。 车 我 们 将 天 视 为 必 不 可 少 的 生产 要 素 ,s%(&) 曲 线 必须 起 自 
原点 ;这 是 因为 若 开 =0, 因 而 &A=0, 必 然 有 Q 为 零 ,$(k) 及 55 
(&) 也 为 零 。 曲 线 实 际 绘 出 的 方式 也 反 上 映 了 这 样 一 个 隐 含 的 假 
设 : 存 在 着 一 个 值 的 集合 ,使 得 p(k) 超 过 和 XR ,从 而 使 得 两 条 曲 
线 在 的 某 个 正 值 ,比如 上 ,相交 。 

基于 上 述 两 条 曲线 ,对 于 每 个 & 值 ,& 值 可 以 由 两 条 曲线 间 的 
纵 癌 距离 来 度量 。 像 图 14.5 那样 ,对 上 绘 出 上 的 值 , 便 会 产生 我 
们 需要 的 相位 线 。 注 意 , 当 资 本 劳动 比率 为 下 时 图 a 中 的 两 条 曲 
线 相交 ,图 b 中 的 相位 线 必 在 & 与 横 轴 相交 。 这 标志 着 大 为 ( 瞬 
时 ) 均 衡 资本 劳动 比率 。 


» ,dk 
Sar 


k 


Cm 





(a) (5) 
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由 于 相位 线 在 & 的 斜率 为 负 , 均 衡 显然 是 稳定 均衡 。 给 定 任 
意 正 的 初始 值 ,模型 的 动态 运动 必然 使 之 收敛 于 均衡 水 平 &。 
重要 的 一 点 是 ,一旦 达到 均衡 , 则 由 定义 ,资本 劳动 比率 不 随时 间 
而 变化 ,其 后 ,资本 必 随 劳动 以 同一 比例 入 迅速 增长 。 这 又 意味 着 
净 投 资 必 定 以 比率 入 (参见 练习 14.7-2) 增 长 。 但 要 注意 ,这 里 使 499 
用 “必定 "一 词 并 不 含有 ”要求 "的 含义 , 而 是 指 “ 目 动 的 意思 。 因 
此 , 索 洛 模型 用 来 说 明 ,给 定 劳动 增长 率 入 ,无 需 按 照 多 马 模 型 的 
灵敏 平衡 方式 ,该 经 济 体 本 身 也 会 达到 稳定 增长 的 均衡 状态 ,在 这 
种 均衡 状态 中 ,投资 同 K 和 L 一 样 , 也 以 比率 入 增长 。 而 且 ,为 满 
足 (14.25) ,Q 必须 也 以 同样 的 比率 增长 ,因为 当 资 本 劳动 比率 在 
上 水平 保持 不 变 时 ,$() 是 一 个 常数 。 这 种 所 有 有 关 变 量 均 按 同 
一 比率 增长 的 状态 , 称 作 稳定 状态 (Steady state ) 这 是 静止 状 
态 (Stationary state) 概 念 的 推广 。( 在 静止 状态 中 ,相关 变量 保持 
不 变 , 换 言 之 ,其 增长 率 为 零 )。 

注意 ,在 上 述 分 析 中 ,为 方便 起 见 ,假定 生产 函数 不 随时 间 而 
变化 。 但 如 果 技 术 状 况 得 到 改善 ,那么 ,生产 函数 必须 作 适 当 修 
正 。 比 如 ,可 以 将 其 写成 这 种 形式 





Q = T(O)/(K,L) [有 > 0 


其 中 工 是 技术 水 平 的 度量 ; 它 是 时 间 的 增 果 数 。 由 于 相 乘 的 项 工 

(zt) 随时 间 而 递增 ,K 和 革 L 不 变 也 会 使 未 来 某 一 时 间 的 产 出 大 于 

现在 的 产 出 。 在 此 情况 下 ,图 14.5 中 的 s%(& ) 曲 线 将 持续 向 上 移 

动 ,使 之 与 X& 射线 的 交点 不 断 上 升 ,并 使 & 值 不 断 增 大 。 因 此 ,so 

随 着 技术 的 进步 ,在 连续 稳定 状态 中 ,该 经 济 体 中 的 每 个 工人 可 利 

用 的 资本 设备 的 数量 日 益 增多 ,从 而 使 生产 力 日 益 提高 ,这 一 切 都 
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将 是 可 能 的 。 
定量 解释 


由 于 模型 中 存在 一 般 沙 数 (RE) ,所 以 上 述 分 析 必 然 是 定性 
的 。 但 是 ,如 有 果 我 们 设 定 一 种 具体 形式 的 生产 郴 数 ,比如 线性 柯 
布 一 道格拉斯 生产 函数 ,那么 , 便 可 以 求 得 定量 解 。 

我 们 将 生产 画 数 写成 


Q = 天 "1 "= (到 ) = Lk’® 
从 而 $k) 二 如 。 则 (14.30) 变 成 


k=sh*-Xk 或 + 态 = sk 人 
它 是 以 上 为 变量 [ 见 (14.24)], 有 民 R= 和 ,本 = s,m =a 的 伯 努 利 方 
程 。 令 z=k!“, 我 们 得 到 其 线性 形式 : 
dz + [(1 —~a)sz — (1 -a)sJdi =0 


或 92+ (1 一 az 一 (1 一 as 
b 


这 是 一 个 具有 常 系数 a 和 常数 项 的 线性 微分 方程 。 因 此 ,由 公 
式 (14.3 ) ,我 们 有 


z(t) = | =(0) 一 


5 —(1-a)Az 3 
一 十 一 -一 
上 : 


代入 z =k! “ 便 会 得 到 最 终 解 
l~-a —a 3 —(l-a)\t 5 
k “= (0)! 1 上 To 十 1 


其 中 有 (0) 为 资本 劳动 比率 & 的 初始 值 。 
此 解 确定 的 时 间 路 径 。 回 顾 一 下 ,(1-a) 和 入 均 为 正 , 可 以 


看 到 当 & 一 co 时 ,指数 式 将 趋 于 零 ,因而 
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rh rt i pp re li ws am 二 





~ yl/Al-a) 
kh “~ 或 (之 和 当 1 一 > OO 


于 是 ,资本 劳动 比率 将 趋 近 于 一 个 成 为 其 均衡 值 的 常数 。 此 均衡 
或 者 稳定 状态 值 (人 ) "与 边际 储蓄 倾向 ; 成 正比 ,与 资本 劳 
动 比 率 成 反比 。 


练习 14.7 


1 以 上 通 除 (14.30) ,按照 &、.K.L 的 增长 率 解释 所 得 到 的 方程 。 

2 证 明 : 如 果 资 本 按 比 率 、 增 长 ( 即 K = Ae*), 净 投资 T 必然 也 按 比 率 501 
入 增长 。 

3 如 果 索 洛 模 型 中 的 生产 函数 为 Q= T(t1)f(K,L), 其 中 函数 三 为 线 
性 齐 次 的 ,T(1) 按 比率 6。 增长,L 按 比率 入 增长 ,那么 ,稳定 状态 下 Q 的 增长 
率 必 然 为 多 少 ? 

4 索 洛 模型 中 的 原 投 入 变量 为 K 和 工 , 但 基本 方程 (14.30) 只 集中 于 
资本 劳动 比率 大 ,模型 中 的 哪个 ( 些 ) 假 设 与 这 种 变量 转换 有 关 ( 或 使 其 可 
能 )? 试 解释 。 

5 绘 出 下 列 每 个 方程 的 相位 图 ,并 讨论 时 间 路 径 y(t) 的 定性 性 质 . 

(a)y=3-y-lny (pb)y=ee-(y+2) 
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第 15 章 高 阶 微分 方程 


502 在 上 一 章 ,我 们 讨论 了 解 一 阶 微分 方程 的 方法 。 在 一 阶 微分 
方程 中 ,不 存在 阶 数 高 于 1 的 导数 或 微分 。 但 有 时 , 设 定 的 模型 可 
能 包括 二 阶 甚 至 更 高 阶 的 导数 。 比 如 ,我 们 可 能 得 到 一 个 描述 收 
人 Y 变化 率 的 变化 率 : 

di YY 
ct 
我 们 需要 由 其 求 得 Y 的 时 间 路 人 径 。 在 此 情况 下 ,给 定 函 数 构 成 了 
二 阶 微分 方程 , 求 时 间 路 径 Y(t) 即 解 二 阶 微分 方程 。 本 章 关心 
的 是 这 样 的 高 阶 微分 方程 的 解法 及 其 经 济 应 用 ,但 我 们 仍 只 讨论 
线性 的 情况 。 
一 类 简单 的 ” 阶 线性 微分 方程 的 形式 如 下 : 





= kY 


503 da” da"™! a 
4 yy 和 YY .、 dy _ 
dt” 十 a ds"! 十 十 2n -1 dt 十 Qsy 如 (15.1) 


或 用 另 一 种 符号 表示 
yO) +aiynD(t) + ta y(t)+ay= 6 
(15.1’) 
因为 方程 中 的 第 ” 阶 导数 (左边 第 一 项 ) 是 最 高 阶 导数 ,所 以 它 是 
n 阶 导数 。 它 还 是 线性 方程 ,因为 因 变 量 y 及 所 有 导数 都 是 一 次 
的 ,而 且 ,不 出 现 ”和 其 任意 阶 导 数 相 乘 的 乘积 项 。 此 外 ,读者 还 


应 注意 ,这 个 微分 方程 特征 在 于 常 系数 (各 个 a) 和 常数 项 (6)。 系 
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数 为 常数 是 本 章 始 终 保持 的 假设 。 但 常数 项 ,我 们 只 是 第 一 步 
采纳 这 一 假设 ,在 15.5 他 ,我 们 将 放弃 这 一 假设 ,而 采用 可 变 项 


15.1 其 有 常 系数 和 第 数 项 
的 二 阶 线性 微分 方程 


为 便于 教学 ,我 们 首先 讨论 二 阶 线 性 微分 方程 的 解法 。 有 关 

微分 方程 就 是 这 样 一 种 简单 形式 
y(ti)+t+ay (t)t+tazy=b (15.2) 

其 中 alias 及 5 均 为 常数 。 若 5 人 恒 为 零 ， 则 得 到 齐 次 方程 ,但 若 2 
为 非 零 常 数 , 则 方程 为 非 齐 次 方程 。 我 们 的 讨论 是 在 (15.2) 为 非 
齐 次 的 假设 下 进行 的 ;在 解 非 齐 次 方程 (19.2) 时 ,自然 会 出 现 一 个 
副产品 , 即 齐 次 方程 的 解 。 

在 这 方面 ,我们 回顾 一 下 在 14.1 节 引 人 入 且 在 这 里 同样 可 以 应 
用 的 命题 :如 果 y 是 余 函 数 , 亦 即 简化 方程 (15.2) 的 通 解 (具有 任 
意 常数 ) ,如 果 y% 是 特 解 , 即 完备 方程 (15.2) 的 任意 特 解 (不 含 任 
意 常 数 ) , 则 y(z)= y+ y, 是 完备 方程 的 通 解 。 正 如 前 面 所 解释 
的 那样 ,y， 部 分 使 我 们 得 到 了 该 项 瞬时 意义 上 变量 > 的 均衡 值 ， 
而 y. 则 揭示 了 在 每 一 时 点 ,时 间 路 径 y(1) 与 均衡 的 偏离 。 


特别 积 


对 于 常 系数 和 常数 项 的 情况 ,特别 积分 是 相对 容易 求 出 的 。 
因为 特别 积分 可 以 是 (15.2) 的 任何 一 个 解 , 即 满足 此 非 齐 次 方程 
的 任意 yy 值 , 所 以 我 们 总 可 以 试用 最 简单 的 函数 形式 , 即 y= 常 
数 。 如 果 y= 常数 ,由 此 得 到 
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y(t)= y(t)=0 
504 从 而 (15.2) 实 际 变 成 ay 二 5, 解 为 y= 5b/a,。 因 此 ,所 求 的 特别 
积分 为 


yp = 过 (a, 天 0) (15.3) 


因为 求 y, 值 的 过 程 中 涉及 条 件 y(1)=0, 所 以 ,将 y, 值 视 为 瞬时 
均衡 ,其 合理 性 是 不 言 目 明 的 。 

例 1 求 方程 

yi)+y(t)-2y= 一 10 

的 特别 积分 。 这 里 ,相关 的 系数 是 az= -2,8= -10。 因 此 ,特别 
积分 为 y%= -10/( 一 2)=5。 

如 果 az=0, 从 而 6/a, 未 有 定义 ,情况 会 怎么 样 ? 在 此 情况 
下 ,因为 y% 的 常数 解 不 成 立 , 所 以 必须 尝试 解 的 非常 数 形式 。 到 
最 简单 的 可 能 形式 ,可 令 y= kt。 因 为 az=0, 现 在 微分 方程 为 

y(t)+ay (1:)= 6 

但 车 y= kt ,这 意味 着 y (1) ,， y(t) 二 0, 此 方程 简化 为 al& = 
b。 这 确定 了 上 & 值 为 6/al， 因而 给 出 特定 积分 


ys = 了 (a, = 0;a! 0) (15.3°) 


在 此 情况 下 ,由 于 yw 是 时 间 的 非常 数 函 数 , 所 以 ,我们 将 其 视 为 移 
动 均 衡 。 
例 2 求 方程 y (1:)+y (i)= 一 10。 这 里 ,我 们 有 as=0， 
ai=1I 及 05= 一 10。 因 此 ,由 (15.3 ) ,我 们 可 以 写 出 
yp = — 10+ 
若 al 恰好 也 为 零 , 则 解 的 形式 y= kt 也 不 成 立 , 因 为 bt /a， 
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现在 也 未 有 定义 。 那 么 ,我 们 应 尝试 形式 为 y = At 的 解 。 由 于 
41 二 a2 = 二 0, 微 分 方程 简化 为 一 种 极其 简单 的 形式 

y(t)=6 
若 y= ki*,， 有 y(t) 一 2kt,y (zt) 二 2k, 可 将 微分 方程 写成 2& = 
b。 因 此 求 得 k=65/ 人 2, 且 特 别 积 分 为 


VYp 一 人 (ai 一 QQ2 一 0 ) (15.3°) 


此 特别 积分 所 表示 的 均衡 也 是 移动 均衡 。 
例 3 求 y(t)= 一 10 的 y,。 因 为 系数 为 a =a,=0, 65b= 505 
一 10, 公 式 (15.3”) 适 用 。 所 以 所 求 答案 为 y, = 一 51?。 


余 函 数 


(15.2) 的 余 函 数 定义 为 其 简化 ( 齐 次 ) 方 程 
y(t)+t+ay (t)+asy=0 (15.4) 
的 通 解 。 这 就 是 为 什么 我 们 表明 齐 次 函数 的 解 总 是 解 完 备 方程 过 
程 的 副产品 的 原因 。 
尽管 我 们 以 前 从 未 接触 到 这 样 的 方程 ,但 求 一 阶 微分 方程 余 
函数 的 经 验 可 以 给 我 们 提供 有 益 的 启示 。 由 解 (14.3)、(14.3 )、 
(14.5) 及 (14.5 ) 可 知 ,指数 表达 式 Ae” 在 常 系数 一 阶 微分 方程 的 
余 函 数 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 那 么 ,为 什么 不 在 二 阶 微分 方程 
中 也 试用 y= Ae" 这 种 解 的 形式 呢 ? 
知 我 们 采用 试探 解 y= Ae”, 则 必 有 y 的 导数 
y(t)=rAe” 和 y(t1)= r*Ae” 
在 y，y (t)，y (zt) 表达 式 的 基础 上 ,可 将 微分 方程 (15.4) 变 换 为 
Ae"(r*+air+a)=0 (15.4’) 
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只 要 我 们 选择 的 那些 A 和 r 值 满足 (15.4 ) , 则 试探 解 y= Ae 应 
成 立 。 这 意味 着 我 们 或 者 令 A =0, 或 者 看 到 ” 满足 方 符 
r2+air+a = 0 (15.4”) 

但 因为 任意 常数 A 可 以 运用 问题 的 初始 条 件 来 确定 ,所 以 我 们 不 
能 简单 地 随意 令 A=0。 因 此 ,有 必要 求 满足 (15.4 ) 的 r 值 。 

方程 (15.4”) 被 称 作 齐 次 方程 (15.4) 或 完备 方程 (15.2) 的 特 
征 方程 (或 辅助 方程 )。 因 为 它 是 7 的 二 次 方程 ,所 以 产生 如 下 两 
个 根 ( 解 )( 这 里 称 其 为 特征 根 ):” 


-alt Vai~4 
i) ry = tt Vel Ae2 (15.5) 


这 两 个 根 之 间 具 有 一 种 简单 而 又 重要 的 关系 , 它 可 以 作为 检验 我 
5o6 们 计算 结果 的 一 种 方法 :两 个 根 的 和 总 是 等 于 - cl, 而 其 积 总 是 
等 于 a?。 此 结论 的 证 明 很 简单 : 





~ ali+ Vail~ 4a; 
r1 十 72 二 1 
2 
一 一 一 二 一 了 
4 ual Ye 2 一 5 =— ai (15.6) 
(- a1) — (a?— 4a,) 4a, 
rir2 三 a 一 了 一 ay 


这 两 个 根 是 我 们 可 赋予 解 y= Ae”* 中 的 r 的 仅 有 的 值 。 但 这 
实际 上 意味 着 存在 着 两 个 成 立 的 解 , 即 
y= Aie! 和 yy, = Aze 


其 中 A， 和 A， 为 两 个 任意 常数 ,ri,r: 为 由 (15.5) 求 得 的 特征 


Q@ 注意 ,次 方程 (15.4) 堪 标准 化 形式 。r? 的 系数 是 1。 在 应 用 公式 (15.5) 以 
求 微分 方程 特征 根 时 ,我 们 必须 首先 确定 特征 方程 确实 是 标准 化 形式 。 
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根 。 但 因 我 们 仅 需 一 个 通 解 , 所 以 有 一 个 解 似乎 是 多 余 的 。 我 们 
现在 有 两 种 选择 :(1) 随 机 地 选择 y| 或 y,;(2) 将 其 以 某 种 方式 合 
并 。 

第 一 种 方式 虽 简单 ,但 却 难以 接受 。 因 为 在 yw 或 y 中 仅 有 
一 个 任意 常数 ,但 要 作为 二 阶 微分 方程 的 通 解 , 式 中 必须 含有 两 个 
任意 常数 。 这 个 要 求 产 生 于 如 下 事实 :在 由 函数 y(z) 产 生 二 阶 导 
数 y(z) 的 过 程 中 ,我 们 在 两 轮 微 分 过 程 中 “失去 "两 个 常数 ,所 以 
由 二 阶 微分 方程 回复 到 原 函 数 y(t) 时 ,应 恢复 两 个 常数 。 这 使 我 
们 只 能 选择 y, 和 yw 组 合 的 形式 ,从 而 使 常数 Al; 和 A, 均 包 含 在 
内 。 所 以 ,我 们 可 以 简单 地 取 yi + ya 作为 (15.4) 的 通 解 。 下 面 ， 
我 们 来 证 明 : 如 果 y 和 y, 分 别 满足 (15.4), 则 和 (yi+ y2) 也 将 满 
足 (15.4)。 若 yi 和 », 确实 是 (15.4) 的 解 , 则 将 每 个 解 代 入 (15. 
4) ,必然 发 现 如 下 两 个 方程 成 立 : 


y1(t) 十 Ci yt) 十 a2Yy1 = 0 


| 
ee 


y2(t) + a1y2(t) + a2y2 = 
将 两 个 方程 相 加 , 求 得 
[yi1(z) 于 y 2(1)] 十 aily'1(z) 十 ED) + a(y!+ y2)=0 
~ 


2 
d = 和 (， 
= (1!) ty,) 


因此 , 像 y| 或 y, 一样 ,和 (y++y) 也 满足 (15.4)。 相 应 地 , 齐 次 507 
方程 (15.4) 的 通 解 ,或 完备 方程 (15.2) 的 余 函 数 一 般 可 写成 y. = 
y1 十 y2o 
对 特征 根 公 式 (15.5) 的 更 深入 考察 表明 ,就 ~! 和 r; 的 值 而 
论 ,会 产生 三 种 可 能 的 情况 。 在 有 些 情况 下 ,有 必要 对 结果 y= 
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y1 + y2 进行 修改 。 
第 一 种 情况 (不 同 的 实 根 ) 当 c!>4a;* 时 ,(15.5) 中 的 平方 
根 为 实数 ,两 个 根 ~ 和 r; 取 不 同 的 实数 值 ,因为 ri 等 于 - ai 加 
上 平方 根 ,而 ro 等 于 - ai 减 去 平方 根 。 在 此 情况 下 ,我 们 的 确 能 
写成 
y= y+ y= Aierne+TAent(rl 尖 六 ) (15.7) 
因为 两 个 根 不 同 , 因 而 两 个 指数 式 必定 线性 无 关 ( 没 有 一 个 根 是 另 
一 个 的 倍数 ); 因 而 A, 和 A, 总 是 作为 独立 的 整体 。 我 们 便 得 到 
了 所 需要 的 两 个 常数 。 
 ” 例 4 解 微分 方程 
y(t)+y(t)-2y=-10 
此 方程 的 特别 积分 早已 在 例 1 中 求 出 ,为 y, =5。 现 在 我 们 求 其 
余 葡 数 。 因 为 方程 的 系数 为 a =1,a, = -2, 由 (15.5) ,特征 根 为 


一 1 + 一 ] 土 
和 1 +8 1!+3-1,.2 


(检验 :ri+r=-1= 一 airrz= -2=azo) 因 为 根 为 不 同 的 实 
根 , 所 以 余 范 数 为 y. = Ale: + A,e “'。 因 此 , 通 解 可 以 写成 
y(t)= y+y, = Ae + Axe “*+5 (15.8) 
为 确定 常数 A; 和 A,, 现 在 需要 两 个 初始 条 件 。 令 这 两 个 条 
件 为 y(0)=12，y (0)= 一 2。 即 当 +1=0 时 ,y(t) 和 y(t) 分别 为 
12 和 一 2。 令 (15.8) 中 的 :=0, 求 得 
y(0) = Al+A,+5 
将 (15.8) 对 上 微分 ,然后 令 导 数 中 的 上 =0, 可 求 得 
y(t)= Aie-24ze 和 y(0)= A!-24, 
因此 ,为 满足 两 个 初始 条 件 ,必须 令 y(0)=12，y (0)= -2, 得 到 
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如 下 两 个 联 立 方程 
Ai+ A,=7 
Ai1- 2A, =-—2 
其 解 为 A1 =4,As =3。 因 此 ,微分 方程 的 定 解 为 
y(t) = 4e:+3e :+5 (15.8’)508 
同 以 前 一 样 ,我 们 可 以 通过 微分 检验 此 解 的 正确 性 。(15.8”) 
的 一 阶 和 二 阶 导数 为 
y(i)=4e-6e“ 和 y(1) = 4e:+ 1l2e 2 
当 将 它们 与 (15.8’) 一 起 代 和 人 给 定 微分 方程 时 ,得 到 等 式 一 10= 
-10。. 因 此 解 是 正确 的 。 读 者 可 以 轻松 地 验证 ,(1$.8 ) 也 满足 两 
个 初始 条 件 。 
第 二 种 情况 ( 重 实 根 )” 当 微分 方程 中 的 系数 使 得 a? = 4a,， 
(15.5) 中 的 特征 根 等 于 零 , 两 个 特征 根 取 相等 的 值 


Ql 
r(= ri1=r) = 一 子 


2 

这 样 的 根 称 为 重 根 ,或 多 重 根 (在 这 里 为 2 重 根 )。 

如 果 我 们 力图 将 余 函 数 写 成 = yi1+ y;, 则 在 此 情况 下 ,两 
项 合作 为 一 项 : 

Y= Ale” + Ase” = (Al1+ As)e” = Ase” 

从 而 只 含有 一 个 常数 。 这 使 我 们 难以 从 二 阶 微分 方程 回复 到 其 原 
函数 。 唯 一 的 出 路 是 求 出 和 的 另 一 个 适当 的 项 一 一 它 能 满足 (15. 
4) 并 与 A3e" 线 性 无 关 , 从 而 防止 这 样 的 “合并 ”。 

满足 这 些 要 求 的 一 个 表达 式 是 Aste”"。 因 为 变量 1 在 该 式 中 
以 积 的 形式 存在 ,所 以 它 显 然 与 A3e” 线 性 元 关 。 这 样 , 它 使 我 们 
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可 以 引入 另 一 个 常数 项 A4。 但 Ayte”" 是 (15.4) 的 合适 的 解 吗 ? 
如 果 我 们 试 将 其 作为 (15.4) 的 解 , 则 由 积 的 微分 法 则 ,可 求 出 其 一 
阶 及 二 阶 导 数 为 
y(t)= (rttili)Ase’ 和 y(t) = (rt+2r)Aye” 
将 y，y ,yy 的 表达 式 代 和信 (15.4) 的 左边 ,得 到 表达 式 
[(r*t+2r)+al(lrt+1)+atjAe” 
由 于 在 这 里 ,我们 有 ait=4a，r= -ali/, 所 以 ,最 后 一 个 表达 式 
恒 为 零 ,因而 总 与 (1$.4) 的 右边 相等 ;这 证 明 Aste” 确实 可 作为 
(15.4) 的 解 。 
因此 ,二 重 根 情况 下 的 余 函 数 可 以 写成 
y= Ase” + Auyte” (15.9) 
例 5 解 微分 方程 
509 y(t)+6y (1t)+9y = 27 
这 里 ,系数 为 al =6, a 二 9; 因 af=4as, 所 以 其 根 为 重 根 。 按 照 
公式 (15.5) ,我们 有 r= -al/ 人 2= 一 3。 因 此 ,与 (15.9) 的 结果 一 
致 , 余 聘 数 可 以 写成 
y. = Ase + Aute! 
现在 ,给 定 函 数 的 通 解 便 容易 求 出 了 。 试 求 特别 积分 的 常数 
解 ,得 到 y, =3。 由 此 得 完备 方程 的 通 解 为 
y(t1)= y+y, = Ase :+ Axste +3 
两 个 任意 常数 的 值 同 样 可 以 根据 两 个 初始 条 件 来 确定 。 假 设 
初始 条 件 为 (0)=5，y (0)= -S$。 令 上 述 通 解 中 的 上 =0, 我 们 
应 求 得 y(0)=5, 即 
y(0) = A;+3=5 
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由 此 得 A; ==2, 其 次 ,对 通 解 微分 ,再 令 1=0 及 A;=2, 必 有 yy (0)= 
一 $5。 即 
y (1) := -3Aae -3Axste + Axe 
和 y (0) =-6+A44 = 一 
由 此 得 A4 一 1。 因 此 ,我 们 最 终 可 将 给 定 方 程 的 定 解 写 成 
y(1)= 2¢e +ite tt+3 

第 三 种 情况 ( 复 根 ) 关于 系数 ci 和 a, 的 相对 大 小 ,还 存在 
第 三 种 可 能 性 , 即 c1 和 <4a:。 当 这 种 可 能 性 万 一 发 生 时 ,公式 (15. 
5) 中 将 包含 负数 的 平方 根 ,在 适当 引入 虚数 和 复数 的 概念 以 前 ,我 
们 还 不 能 处 理 这 样 的 问题 。 由 于 这 个 原因 ,我 们 将 满足 于 这 种 分 
类 ,并 将 其 留待 下 节 详 细 讨 论 。 

上 述 三 种 情况 在 图 15.1 中 以 三 条 曲线 加 以 说 明 ,每 条 曲线 都 
表示 二 次 函数 f(r)= xr + alr+as 的 不 同形 式 。 正 如 我 们 已 了 
解 到 的 那样 , 当 令 此 陌 数 等 于 零 时 ,结果 是 二 次 方程 f(x)=0, 解 
此 方程 仅 是 求 二 次 函数 的 零 值 。 从 图 形 上 看 ,这 意味 着 方程 的 510 
根 可 在 横 轴 上 f(x)=0 处 求 得 。 

图 15.1 中 的 曲线 最 下 面 那 条 曲线 与 横 轴 相交 两 次 ,因而 我 们 
可 以 求 得 两 个 根 ri 和 rx;, 二 者 均 满足 二 次 方程 f(r)=0, 且 均 为 
实数 值 。 因 此 这 条 曲线 说 明了 第 一 种 情况 。 下 面 转向 中 间 那 条 曲 
线 ,我 们 注意 到 和 它 与 模 轴 仅 相交 于 一 点 rs。rs 是 唯一 的 满足 方程 
f(r)=0 的 唯一 的 值 ,因此 ,中 间 这 条 曲线 说 明了 第 二 种 情况 。 最 
后 ,我 们 注意 到 最 上 面 那 条 曲线 与 横 轴 不 相交 ,不 存在 满足 方程 f 
(r)=0 的 实数 根 。 在 此 情况 下 ,尽管 不 存在 实数 根 ,但 仍 存 在 两 
个 复数 ,满足 这 个 方程 。 我 们 下 一 节 将 证 明 这 一 点 。 
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f(r) 


复 根 
重 实 根 
不 同 的 实 根 


均衡 的 动态 稳定 性 


对 于 第 一 .二 种 情况 ,均衡 的 动态 稳定 性 仍 取决 于 特征 根 的 代 
数 符号 。 

对 于 第 一 种 情况 , 余 函 数 (15.7) 由 两 个 指数 式 Ale"' 和 
Aze":! 构 成 。 系数 A1 和 A; 为 任意 常数 ,其 值 取决 于 问题 的 初始 
条 件 。 因 此 ,无 论 初始 条 件 如 何 ,我 们 可 以 确定 , 当 且 仅 当 两 个 根 
ri 和 ra 均 为 负 , 方 可 达到 动态 稳定 均衡 ( 当 一 oo 时 ,y. 一 0)。 我 
们 强调 “两 个 ”一 词 ,是 因为 动态 稳定 性 的 条 件 甚至 不 允许 其 中 的 
一 个 根 为 正 或 者 为 零 。 比 如 ,如 果 ri1=2, 而 r,= 一 5, 初 看 起 来 ， 
第 二 个 根 有 较 大 的 绝对 值 ,似乎 可 以 超过 第 一 个 。 但 实际 上 ,是 这 


个 正 根 最 终 将 起 支配 作用 ,因为 当 : 增 大 时 ,ex 将 会 增 大 ,而 e-” 
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则 会 逐渐 变 小 。 

对 于 第 二 种 重 根 的 情况 , 余 函 数 (15.9) 不 仅 包 含 我 们 熟悉 的 
e" 指 数 式 ,而 且 包 含 乘积 式 te” ,不 管 初始 条 件 如 何 ,e* 趋 近 于 零 
的 充 要 条 件 是 +<0。 但 是 什么 条 件 能 保证 te”* 为 零 呢 ?实际 上 ， 
te (或 更 一 般 地 ,te ) 与 e"(r 关 0) 拥 有 相同 类 型 的 一 般 时 间 路 511 
径 。 因 此 ,条 件 r<0 确实 是 当 :一 co 时 ,整个 完备 方程 趋 近 于 零 ， 
产生 瞬时 动态 稳定 均衡 的 充 要 条 件 。 


练习 15.1 


1 求 每 个 方程 的 特别 积分 ; 
(a) y (1)-2y (1)+5y=2 (d) y (1)+2y (1)—- y= —4 
(5) y(t)+y (t)=7 (e) y(t)=12 
(c) y(t)+3y=9 
2 求 每 个 方程 的 余 函 数 : 
(a) y (t+3y(t) -47=12 (c) y( 贡 一 2y (1)+y=3 
(5) y(t)+6y (t)+S5y=10 (ad) y (1)+8y (1)+16y=0 
3 求 上 题 每 个 微分 方程 的 通 解 ,然后 运用 初始 条 件 y(0) = 4,y (0)= 
2 , 求 其 定 解 。 
4 上 题 所 求 得 的 瞬时 均衡 是 动态 稳定 的 吗 ? 
5 验证 例 S 的 定 解 确实 ;(a) 满足 两 个 初始 条 件 ;(5) 具有 与 给 定 微 分 
方程 一 致 的 一 阶 和 二 阶 导数 。 
6 证 明 当 :一 co 时 , 若 rr<0, 则 ze" 的 极限 为 零 ;但 车 7 之 0, 则 其 极限 为 
无 穷 大 。 
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15.2 复数 和 三 角 函 数 


当 二 阶 线性 微分 方程 y (1) + aly (1)+ azy =5 的 系数 使 得 
a?<4as 时 ,特征 根 公式 (15.5) 要 求 取 负数 的 平方 根 。 因 为 任意 
正 实数 或 负 实 数 的 平方 均 为 正 , 而 零 的 平方 仍 为 零 , 所 以 只 有 非 负 
实数 才 会 产生 实数 值 平 方 根 。 因 此 ,如 果 我 们 仅 将 注意 力 集中 于 
实数 体系 ,正如 我 们 迄今 一 直 所 做 的 那样 ,那么 就 没有 特征 根 适 用 
于 这 种 情况 (第 三 种 情况 )。 这 趋 使 我 们 去 考察 实数 体系 以 外 的 
数 。 


虚数 与 复数 


就 概念 而 言 ,我 们 可 以 定义 一 个 数 i 三 V 一 1 ,其 平方 等 于 - 1。 

由 于 ; 是 人 负数 的 平方 根 ,所 以 它 显然 不 是 一 个 实数 。 因 而 ,我们 称 

其 为 虚数 。 根 据 这 个 定义 ,我 们 还 可 以 写 出 许多 其 它 虚 数 ,如 
V=-9=vV9vV=-1=3i 及 V=-2=Vv2i 等 。 

进一步 扩展 虚数 概念 的 应 用 ,我 们 还 可 以 构造 另 一 种 数 一 一 

512 一 种 既 包 含 实数 部 分 ,也 包含 虚数 部 分 的 数 , 比 如 (8+ i) 和 (3+ 

5i)。 我 们 将 这 种 数 称 作 复 数 ,一般 可 以 用 (h + vi) 的 形式 来 表 

示 , 其 中 有 h 和 w 为 两 个 实数 -4 当然 , 当 w=0 时 ,复数 就 简化 为 实 

数 ,而 车 h =0, 则 复数 就 化 为 虚数 。 因 此 ,所 有 实数 的 集合 ( 称 其 


为 R) 构 成 了 所 有 复数 的 集合 ( 称 为 C) 的 一 个 子 集 。 类 似 地 ， 


DD 在 一 般 复 数 符 号 中 ,我 们 使 用 符号 h( 表 示 横 向 ,horizontal) 和 (表示 缴 向 ， 
vertical) ,因为 我 们 将 在 二 维 图 形 的 横 轴 和 缴 铀 上 分 别 措 绘 h 和 ww 的 值 。 
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所 有 虚数 的 集合 ( 称 其 为 DD 也 构成 了 C 的 一 个 子 集 。 即 R CC 和 
I1CC。 而 且 因 为 “ 实 与 “ 虚 " 这 两 个 术语 相互 排斥 ,所 以 集合 R 和 了 I 
必 不 相交 , 即 R 人 1= wo。 

复数 (h + vi) 在 几何 上 可 通过 阿拉 贡 图 来 表示 ,如 图 15.2 所 
示 , 把 h 水 平地 绘 在 实 轴 上 ,wv 垂直 地 绘 在 虚 轴 上 ,这 样 ,复数 (及 
+ vi) 可 以 点 (hh ,wv) 来 表示 ,在 图 中 我 们 还 将 此 点 标 为 C。 当 然 ， 
h 和 ww 值 具有 代数 符号 ;车 h<0, 点 C 位 于 原点 的 左边 ;类 似 地 ， 


负 的 v 意味 着 点 C 位 于 横 轴 下 方 。 


虚 轴 





多 15.2 
给 定 h 和 ww 值 ,运用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,0 我 们 也 可 以 计算 出 直 
线 OC 的 长 度 , 即 直 角 三 角形 斜 边 的 平方 等 于 另外 两 边 平方 之 和 ， 
以 R( 表 示 向 量 径 ) 表 示 OC 的 长 度 ,我 们 有 


中 ” 即 勾 股 定理 。 一 一 译 者 
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R2z=h2+zo2z 和 R= Vh?+ vw (15.10) 

其 中 平方 根 总 取 正 值 。R 的 值 有 时 也 称 作 复 数 (h + wi) 的 绝对 值 

或 模 。( 注 意 ,改变 及 和 w 的 符号 对 复数 的 绝对 值 尺 无 影响 。) 同 

513hh 和 w 一 样 ,R 也 是 实数 值 ,但 与 其 不 同 的 是 ,R 总 为 正 。 我 们 将 
发 现 , 数 RR 在 下 面 的 讨论 中 具有 重要 意义 。 


复 根 


在 此 过 程 中 ,让 我 们 回 到 公式 (15.5), 考 察 复 特征 根 的 情况 。 
当 二 阶 微分 方程 的 系数 使 得 a1 达 4a, 时 ,平方根 表达 式 (15.5) 可 
以 写成 
此 , 若 采 用 简写 等 号 


h = 让 





和 w= 


则 两 个 根 可 用 一 对 苍 复数 来 表示 : 
r，72 三 及 圭 wi 
这 两 个 复 根 之 所 以 称 作 “ 共 斩 ,是 因为 二 者 总 是 同时 出 现 ,一 个 是 
有 与 vi 的 和 , 另 一 个 为 及 与 vi 的 差 。 注意, 它们 具有 相同 的 绝对 
值 R。 
例 1 求 特征 方程 r*+ r+4=0 的 根 。 应 用 熟悉 的 公式 ,得 
到 





CG 一 


它们 构成 了 一 对 共 罗 复数 。 
同 以 前 一 样 ,可 以 使 用 (15.6) 来 验证 我 们 的 计算 结果 。 若 计 
670 
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算 正 确 , 则 我 们 应 有 r+ ry 一 一 QI = 一 1) 和 rir2= Qa2(=4)。 因 
为 确实 可 求 得 
(1 














2 2 2 2 
-ll 
= 十 3 = 1 
| 
-好 ) (让 -= 于 -=-4 
~“\2 2 ”14 4 一 





所 以 ,我 们 的 计算 结果 是 正确 的 。 

即使 在 复 根 的 情况 下 (第 三 种 情况 ) ,我 们 仍 可 按 (15.7) 来 表 
示 微 分 方程 的 余 函 数 。 即 

ye = Aie tt + Aselt := er(Ale™ + Ase *) 

(15.11) 

但 这 里 已 引进 了 一 个 新 的 特点 : 数 i 出 现在 括号 中 两 个 指数 的 表 
达 式 中 。 我 们 如 何 解释 这 个 虚 指 数 函 数 呢 ? 

为 便于 解释 , 先 将 这 些 指数 式 转化 为 等 价 的 三 角 函 数 是 有 益 
的 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ,三角 函数 具有 变量 周期 波动 的 特 
征 。 因 此 ,作为 可 转化 为 三 角 函 数 的 余 函 数 (15.11) ,可 以 预期 它 
将 产生 周期 性 的 时 间 路 径 。 


三 角 沙 数 


如 图 15.3 所 示 ,考察 以 原点 为 圆心 ,以 R 为 半径 的 圆 。 假 设 
半径 像 时 针 一 样 逆 时 针 由 OA 开始 旋转 ,逐渐 旋转 到 OP ,再 依次 
旋转 到 位 置 OB, OC 及 OD ,最 后 再 旋转 至 OA。 以 后 , 圆 又 可 以 
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图 15.3 
当时 针 旋 转 至 某 一 特定 位 置 ,比如 OP 时 ,与 线段 OA 形成 定 


角 0 ,时 针 的 端点 (P) 确 定 垂直 距离 v 和 水 平 距离 h。 在 旋转 过 程 
中 , 当 角 度 6 变化 时 ,尽管 R 不 变 , 但 v 和 有 会 发 生变 化 。 这 样 ， 
比率 vA/R 和 有 h/AR 必 随 8 变化 而 变化 , 即 此 两 个 比率 均 是 角 9 的 
函数 。 具 体 地 说 ,vAR 和 ALR 分 别称 作 9 的 正弦 (天 数 ) 和 余弦 
(函数 ) 


(15. 12) 


sin0 = 


已 | |e 


(15.13) 


cos0 = 
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由 于 这 些 函 数 与 圆 相 联 系 , 所 以 它们 被 称 作 圆 函 数 。 又 因为 它们 
还 与 三 角形 有 关 , 所 以 也 被 称 为 三 角 函 数 。 它 们 还 有 另 一 个 别致 








的 名 称 一 -类 正 余 张 函数 。 正 疙 函数 和 余弦 函数 并 非 仅 有 的 三 角 
函数 , 另 一 个 常见 的 三 角 函 数 是 正切 函数 ,定义 为 
sin 9 v 
tan 0 = 二 (h 天 10) 


但 我 们 这 里 主要 关心 的 是 正弦 函数 和 余弦 函数 。 

三 角 函 数 的 自 变 量 是 角 0, 因 而 这 里 的 映射 是 从 角 到 两 个 距 
离 比 率 的 映射 。 通 常 , 角 以 度数 (如 30" ,45",90` 等 ) 来 度量 ;但 在 
分 析 工 作 中 ,用 弧度 来 度量 更 方便 一 些 。 弧 度 度 量 的 优点 源 于 下 515 
述 事实 : 当 9 以 弧度 度量 时 ,三 角 函 数 的 导数 会 产生 更 简洁 的 表 
达 式 一 一 这 非常 类 似 于 以 e 为 底 的 指数 函数 和 对 数 函 数 。 但 一 弧 
度 等 于 多 少 呢 ? 为 解释 这 一 问题 ,我 们 再 回 到 图 15.3, 在 图 中 我 
们 已 绘 出 了 点 了 ,使 得 弧 AP 的 长 度 恰 好 等 于 半径 R 的 长 度 。 以 
这 样 的 绒 长 R 所 定义 的 角 0 的 大 小 , 称 作 一 弧度 (简写 为 rad)。 
因为 圆周 长 等 于 2xR( 其 中 =3.14159…… ) ,所 以 一 个 完整 的 贺 
必定 等 于 2r 弧度 。 但 按 度 数 来 度量 ,一 个 完整 的 圆 为 360"。 因 
此 , 令 360" 等 于 2x 弧度 ,我 们 可 以 得 到 下 述 换算 表 : 


度数 360 270 180 90 45 0 
3 区 A 7 
弧度 2x 5 A 本 玫 0 
正 、 余 弦 润 数 的 性 质 


给 定 R 的 长 度 ,sin 8 的 值 取 决 于 wv 值 随 角 64 变化 的 方式 。 在 
起 点 OA ,v= 二 0。 当 时 针 道 时 针 方 向 旋转 时 ,w 值 递增 ,并 取 正 值 , 516 
当时 针 与 OB 重合 , 即 当 6=rx/2(=90') 时 ,达到 最 大 值 v= R。 
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继续 旋转 ,wv 值 开 始 递减 ,直至 时 针 处 于 OC, 即 96=x (= 180°) 
时 ,wv 值 变 为 零 。 当 时 针 进 入 第 三 象限 ,vw 开始 取 负 值 , 在 OD 处 ， 
v= 一 RR, 在 第 四 象限 ,v 仍 为 负 , 但 当时 针 返 回 到 OA 时 , 它 从 负 
值 ( 一 RR) 增 至 v=0, 即 当 06=2x(=360') 时 ,w=0。 再 继续 旋转 ， 
结果 会 重复 。 

当 把 v 值 代 入 (15.12) 时 ,可 得 到 在 表 15.1 中 “sinb "一行 表 
示 的 结果 。 但 为 更 全 面 地 找 述 正 弘 卫 数 ,请 参看 图 15.4(4a) 中 的 
图 形 。 在 该 图 中 依据 6 值 (以 弧度 表示 ) 绘 出 sin8 的 值 。 


表 15.1 
9 0 pe A 3 2 
sing 0 1 0 一 1 0 
cos6 1 0 一 上 0 1 


与 此 相反 ,cos6 的 值 取决 于 随 9 而 变化 的 h 值 。 在 起 始 位 置 
OA ,有 疡 = 尺 。 然 后 ,逐渐 减 小 , 当 0=r /2( 位 置 OB) 时 ,天 = 
0。 在 第 二 象限 ,h 为 负 , 当 9=x (位 置 OC) 时 , 关 =- 尺 。 在 第 三 
象限 ,h 由 一 RR 增 至 零 , 当 09=3x /2( 位 置 OD) 时 ,=0。 在 第 四 
象限 ,六 又 变 为 正 值 ,当时 针 返 回 到 位 置 OA 时 (9=2x ), 我 们 又 
有 hh=R。 然 后 圆 又 重新 旋转 。 

将 上 面 那 些 h 值 代入 (15.13), 得 到 表 15.1 中 最 下 边 一 行 的 
结果 ,但 图 15.46 余 改 函数 给 出 了 更 完全 的 描述 。 

函数 sn 0 和 cos 6 具有 相同 的 定义 域 , 即 所 有 实数 (9 的 张 度 
度量 ) 的 集合 。 在 这 方面 ,也 许 我 们 应 该 指出 , 负 角 不 过 意味 着 时 
针 大 时针 旋转 。 比 如 ,在 图 15.3 中 ,从 OA 到 OD 的 顺 时 针 旋 转 ， 


产生 一 x /2 骤 度 (= -90")。 这 两 个 函数 也 有 共同 的 值 域 , 即 闭 区 
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间 [-1, 1]。 因 此 ,图 15.4 中 sin 9 和 cos 9 的 图 形 限定 在 一 定 的 
水 平 带 内 。 517 


sin tt 





图 1S.4 

正弦 阴 数 和 余 弦 函数 的 主要 特征 是 它们 均 具 有 周期 性 , 角 0 
旋转 2x 弧度 ,函数 值 重复 一 次 。 因 此 ,我 们 可 以 说 ,每 个 函数 以 2 
zx 为 周期 。 基 于 这 种 局 期 性 特征 ,下列 方 程 成 立 (对 任意 整数 ): 

sin( OG +2 ) = sin 0 cos(0+2m )= cos 

即 任意 角 9 加 上 或 减 去 2x 的 任意 整数 倍 , 对 sin 6 和 cos 9 的 值 
均 无 影响 。 

正 \ 人 余弦 函数 的 图 形 表明 ,函数 在 每 一 波动 周期 都 有 固定 的 波 
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幅 , 即 士 1。 所 以 我 们 有 时 也 以 函数 的 波幅 为 1 来 描述 这 种 特征 。 
由 于 sin 9 和 cos 6 的 波幅 相等 ,周期 相同 ,所 以 ,我 们 看 到 ,如 果 将 
cos 6 曲线 右 移 坟 , 则 它 将 与 sin 9 曲线 恰好 重合 。 因 此 ,我 们 说 这 
两 条 曲线 的 差别 仅 在 于 周 相 不 同 , 即 在 每 个 周期 中 峰值 的 位 置 不 
同 。 这 个 事实 用 符号 可 用 下 列 方程 来 描述 : 


cos 0 = sin( 0 十 到 | 


正弦 和 余弦 函数 满足 某 些 恒等式 。 其 中 比较 常见 的 有 


sin(— 0)=- sin 0 


cos(— 90) =cos 0 (15.14) 
sin’0 + cos’9 三 1 [where sin20= (sin0)?, 等 。] 
sin(0] + 02)=sin Oicos 0 + cos O01sin 0， (15.15) 
cos( 91 + 0,)=cos Oicos 0, + sin Oi1sin 0， (15.16) 


《15.14) 中 的 两 个 恒等式 用 于 强调 这 一 事实 :余弦 函数 是 关于 纵 轴 
对 称 的 ( 即 0 与 -0 得 到 同样 的 余弦 值 ,但 正弦 函数 对 纵 轴 是 非 对 
518 称 的 。(15.15) 中 的 恒等式 表明 ,对 任意 2 值 ,其 正弦 和 余弦 函数 
的 平方 和 恒 等 于 1。(15.16) 中 的 一 组 恒等式 给 出 了 两 个 角 0 和 
9; 的 和 与 差 的 正弦 与 余弦 。 这 些 恒 等 式 在 后 面 的 讨论 中 是 极 有 
益 的 。 
最 后 , 谈 一 下 导数 。 正 、 余 弦 函 数 均 是 连续 平滑 和 可 导 的 。 
当 A0 一 0, 分 别 取 微 商 A(sin 9)/A09,A(cos 09)/A9 的 极限 ,使 可 得 
到 导数 d (sin 96)/d9 和 dk(cos 9)/d9。 这 里 仅 叙 述 结果 ,不 加 以 证 
明 : 


sin 0 = cos 6 (15.17) 
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cos 9 = sing (15.18) 


但 应 强调 的 是 , 仅 当 6 以 弧度 来 度量 时 ,导数 公式 方 成 立 。 若 以 
度数 来 度量 ,如 (15.17) 会 变 成 d(sin 0)/d0 一 (x /180)cos 0。 正 
是 为 了 去 掉 因 子 (x /180) ,所 以 在 分 析 工 作 中 宁愿 选用 弧度 ,而 不 
用 度数 作为 度量 单位 。 

例 2 求 sin 9 曲线 在 9=r /2 的 斜率 。 正 弦 曲 线 的 斜率 由 其 
导数 (=cos 0) 给 出 。 因 此 ,在 0=r 人 2, 斜率 应 等 于 cos(x /2 ) = 0。 
读者 可 由 图 15.4 来 验证 这 一 结果 。 

例 3 求 sin 2 的 二 阶 导 数 。 由 (1$.17) ,我 们 知道 ,sing 的 一 
阶 导 数 为 cos 0 ,因此 ,所 求 一 阶 导 数 为 


sin 0 = eos 0 = sing 


欧 拉 关系 


在 9.5 节 中 ,我 们 已 证 明 任意 具有 有 限 .连续 直至 所 需 阶 导 
数 的 函数 可 以 展开 成 一 个 多 项 式 函 数 。 而 且 , 如 果 所 产生 的 泰 勤 
级 数 (在 任意 点 zo 展开 ) 或 麦克 劳 林 级 数 (在 zo=0 处 展开 ) 的 余 
项 ,在 项 数 ” 变 得 无 穿 大 时 恰好 为 零 , 则 该 多 项 式 可 以 写成 无 穷 
级 数 。 现 在 我 们 先 展 开 正 弦 和 余弦 函数 ,然后 再 设法 证 明 我 们 在 
(1S.11) 中 所 遇 到 的 虚 指 数 式 可 以 变换 成 具有 相同 展开 式 的 三 角 
函数 。 

对 于 正弦 函数 ,写成 g%(0)=sing。 由 此 得 6(0)= sin 0= 0。519 
连续 求 导 ,得 到 
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g (0) = cosd 0 (0) = cos0 = 1 


0 (98) = 一 sing (0) =— sin0 = 0 
0 (0) = 一 cosg 0 (0) =~ cos0 = 一 
=> < 
g4(0) = sind 2.41(0) = sin0 = 0 
» (9) = cosO ? (0) = cos0 = 1 





当 将 其 代 人 (9.14) ,其 中 6 现在 代替 了 z， 得 到 如 下 带 余 项 的 麦克 
劳 林 展 开 式 : 


: 0 O° , o'*+* (p) n+l 
sin0G = 0+0+0C-— 31 +0O+t+sT+ + rire 


现在 ,最 后 一 项 ( 余 项 ) 中 的 go("*(p), 表 示 (n +1) 阶 导数 在 9= 
pp 处 计算 的 值 , 仅 能 取 土 cosp 或 +sinp 的 形式 ,因此 , 仅 能 在 区 间 
[ -1,1j 中 取 值 ,而 与 n 的 大 小 无 关 。 另 一 方面 ,(n+1)! 当 n 一 
% 时 会 迅速 增加 一 一 事实 上 , 当 增加 时 ,(n+1)! 要 比如” 增 
加 得 更 快 。 因 此 , 当 ”一 c2 时 , 余 项 将 趋 于 零 ,因此 ,我 们 可 以 将 麦 
到 劳 林 级 数 表 示 成 一 个 无 穷 级 数 : 


0 0 9’ 


sin0 = 0— 37171+517- 71+ (15.19) 
类 似 地 ,车 记 由 (0) = cos0, 则 J(0)= cos0=1, 其 各 阶 导 数 依 次 为 
Jy' (0) =— sing J (0)=— sin0=0 
J (0) = 一 cosb 小 (0) =— cos0 =—-1 
中 (0) = sing (0) = sin0 = 0 


一 > 
yp (0) 一 cOSV 42(0) 一 cos0 一 1 
J (0) 一 一 SinC 小 5)《O0) = 一 sin0=0 
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基于 这 些 导数 ,可 将 cosb 展开 如 下 : 


_ 六 0 0" (pp) onel 
cos0 = 1+0-5171+0+41+ 十 (nT 1)1t 


因为 当 2 一 ce 时 , 余 项 仍 趋 近 于 零 , 则 余弦 函数 也 可 以 表示 成 如 下 520 
无 穷 级 数 : 
0 0 6° 


cos0 二 1- 


21 41 6 

读者 一 定 注 意 到 ,有 了 (15.19) 和 (15.20) 式 ,对 所 有 可 能 的 9 
值 (弧度 ) ,我 们 现在 可 以 构造 一 个 正弦 值 和 余 弦 值 的 表 。 但 我 们 
眼前 关心 的 是 求 出 虚 指 数 式 与 三 角 了 水 数 的 关系 。 为 此 ,我 们 现在 
展开 两 个 指数 式 所 < 和 e ”。 读 者 将 会 认识 到 它们 是 式 ez 的 特殊 
形式 。 在 (10.6) 中 已 给 出 了 e” 的 展开 式 


+ (15.20) 


+ 工 + 放 XT+ 痢 二 


因此 , 令 = 让, 立即 得 到 
(Qi0)° , (i0)° , (10)° (i107 


el =1+i0+ 





21 31 4! 5! 
2 
3 
0 0 . 0 0 
=(1-— 31 + A ‘+21(0— 31 + 51- “…) 


类 似 地 , 令 zx = -i8, 可 得 到 如 下 结果 


:AN2 _ -3 14 -5 
,1204+ 人 二 10) ，(-i0) | (-i10) | (1i0) ,.. 


21 31 4! Ss! 
. 0 10 0 i 
-1 721+ 371t4 51 
0 04 . 3 0 
(1 
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将 (15.19) 和 (15.20) 代 入 上 述 两 个 结果 , 便 可 确立 如 下 两 个 恒 等 
式 ( 称 作 欧 拉关系 ): 

ex = cos0 + ising (15.21) 
e =c0s0 — ising (15.21’) 
这 两 个 公式 使 我 们 可 以 将 任意 虚 指 数 沪 数 转换 成 等 价 的 正弦 和 和 余 
弦 函 数 的 线性 组 合 , 反 之 亦 然 。 

例 4 求 e” 的 值 。 我 们 首先 将 此 式 转 换 成 三 角 函 数 式 。 令 
(15.21) 中 的 9=x ,可 求 得 e” =cosr +isinmr 。 因 cosr = 一 1， 
sim 二 0, 由 此 得 e” = 一 1。 

例 5 证 明 e “”““= -io 令 (15.21 ) 中 的 9=x 人 2, 我 们 有 : 


e “= cos 3- — isin < =0- i(1) 一 一: 


2 
复数 的 另 一 种 表示 方式 


521 迄今 为 上 ,我 们 一 直 把 一 对 共 思 复 数 以 一 般 形式 (hh 土 vi ) 来 
表示 。 因 为 在 一 个 阿拉 贡 图 形 的 币 卡 尔 坐 标 系 中 ,A 和 w 表示 横 
坐标 与 纵 坐标 ,所 以 ,表达 式 (A+ vi) 表 示 一 对 共 思 复数 的 篇 卡尔 
形式 。 作 为 讨论 三 角 函 数 和 欧 拉 关系 的 副产品 ,我 们 现在 可 以 另 
外 两 种 方式 表示 (h 土 vi)。 

参考 图 15.2 ,一旦 h 和 w 的 值 确定 , 则 角 0 和 R 的 值 也 就 确 
定 了 。 因 为 已 知 的 8 和 R 可 共同 在 阿拉 贡 图 中 确定 一 个 点 ,所 
以 ,我 们 可 使 用 9 和 R 确定 一 对 特定 的 共 轧 复数 。 将 正弦 孙 数 
(15.12) 和 余弦 函数 (1$.13) 的 定义 重 写 成 ; 

v = Rsing 和 hh = ReosO (15.22) 
共 堪 复数 (hh 十 vi) 可 以 变换 如 下 : 
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六 +zoi = Reoso+Risng = R(cosO + ising) 

在 变换 时 ,我 们 实际 上 已 由 复数 的 第 卡尔 坐标 (h 和 w) 转 换 为 所 
谓 的 极 坐 标 (R 和 4)。 相 应 地 ,上 面 方程 右边 的 表达 式 给 出 了 共 
抑 复数 的 极 形式 。 

进而 ,由 欧 拉 关系 , 极 形式 也 可 以 写成 如 下 指数 形式 : R (cos6 
+ isin0)== Re*“*。 因 此 ,我 们 有 共 轿 复数 的 三 种 可 供 选 择 的 表达 
方式 : 

ht vi = R(cos0 + isin0) = Re:™ (15.23) 

知已 知 R 和 68 的 值 ,我 们 可 利用 (15.22) 中 的 两 个 方程 ,直接 
变换 为 h 和 w。 那 么 , 逆 变 换 又 如 何 呢 ? 根据 已 知 的 h 和 w 值 , 求 
相应 的 R 值 并 无 困难 , 它 等 于 Vh?+ wv?。 但 求 9 则 有 些 困难 ;所 
求 的 9 值 (弧度 ) 满 足 两 个 条 件 cos96=h/R 和 sin9 = wv/R; 但 对 给 
定 的 h 和 w 值 ,9 不 是 唯一 的 (为 什么 ?)。 好 在 这 个 问题 并 不 严 
重 , 把 我 们 的 注意 力 集中 于 定义 域 区 间 (0,2x ) ,不 确定 性 便 可 以 
解决 。 

例 6 求 复数 5e**“ 的 第 卡尔 形式 。 这 里 我 们 有 R=5,0=3 
r /2, 因 此 ,根据 (15.22) 和 表 15.1， 


h= 5cos :到 = 0 和 ”wv = Ssin 


因此 ,第 卡尔 形式 为 h+vi= 一 5i。 

例 7 求 (1+v37) 的 极 形式 和 指数 形式 。 在 本 例 中 ,我 们 有 
hh=1, v=Y3, 因 此 R= V1+3=2。 这 次 表 15.1 中 的 值 对 确定 9 
值 无 帮助 ,但 列 出 了 另外 一 些 sing 和 cos9 值 的 表 15.2 是 有 帮助 522 
的 。 具 体 地 说 ,我 们 在 求 使 得 cos6 = h/R=1/2 和 sing= wv/R = 


VY3/2 的 09 值 。 值 9=x /3 满足 这 一 要 求 。 因 此 ,根据 (15.23), 所 
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求 变换 为 
1 +tw3i = 2(cos 3 + Sin 本) = Fp” 


在 结束 这 个 话题 以 前 ,我 们 还 需 注 意 一 下 结果 (15.23) 的 一 个 
重要 推广 。 假 设 我 们 有 一 个 复数 的 次 宪 , 比 如 (+ 了 国 ,那么 ， 
我 们 如 何 写 出 其 极 形式 和 指数 形式 ? 指数 形式 是 很 容易 推导 的 。 
因为 h + vi = Re”, 由 此 得 

(h + vi)” = (Re*)”" = R"e™t 
类 似 地 ,我 们 可 以 写 出 
(ho— vi)”= (Re?)" = Re ™ 

注意 , 禹 数 ”已 发 生 两 种 变化 :(1) R 现在 变 成 了 R"; (2) 0 现在 
变 成 了 n9。 将 这 两 种 变化 加 入 (15.23) 的 极 形式 中 时 ,我们 求 得 

: (h + vi)” = R"(cosnb + isinn0) (15.23’) 

即 
[R(cos0 + isin9)]” = R”(cosn0 + isinng) 

此 即 标 莫 弗 定理 (De Moivre 's Theorem )。 该 定理 表明 ,复数 自 乘 


2 次 攻 , 只 需 修 正极 坐标 如 下 :R 自 乘 ”次 医 , 并 以 2 乘 0。 


表 15.2 
和 车 了 和 
mw) 
这 
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ed- 


练习 


1 





1S .之 


求 如 下 二 次 方程 的 根 
(a) 一 -3r+9=0 (c) 2x*+x+8=0 
(5) 一 +2r+1l7=0 (d) 2x*—xz+1=0 
(a) 一 弧度 等 于 多 少 度 7 
(5) 一 度 等 于 多 少 弧 度 ? 
参考 图 15.3, 并 运用 人 勾 股 定理 ,证 明 523 


(a) sin’ 0 + cos0=1 (65) sin 个 = cos = 


运用 恒等式 (15.14),(15.15) 及 (15.16), 证 明 : 
(a) sin20 三 2sinbcosg 
(8) cos20=1 -2sin28 
(c) sin(0 + 9») + sin(01 — 0,)=2sinO cosO» 
1 
cos’0 
(e) sin( — 6)=cos0 


已 





(ad) 1+tan0 三 


(f) cos( -了 — 6) 三 sing 


5 运用 链 式 求 导 法 则 : 


(a) 写 出 7 所 sinf(g) 生 cosf(9) 的 导数 公式 ， 其 中 ADO) 为 如 的 函数 。 
(5b) R ce 03 on( 92 4 30) oooet 及 sin(1/9) 的 导数 。 


6 


由 欧 拉关系 ,导出 : 
(a)e “=—1 (c) 1+) 
(6) 3 = (1+Y3i) (4d) ear4= 一 归 (1+ 


7 求 下 列 每 个 复数 的 笛 卡 尔 形式 : 


(a) 2(cos + isin 开 ) (b) 4e”®S (c) VW2e ”4 


6 6 


8 求 下 列 复 数 的 极 式 和 指数 形式 : 
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i (bp) 4(Y3+1) 





15.3 复 根 情况 的 分 析 


掌握 了 复数 和 三 角 苯 数 的 概念 以 后 ,我 们 现在 准备 分 析 在 
1$.1 节 中 提 到 的 复 根 的 情况 (第 三 种 情况 )。 读 者 回忆 一 下 ,根据 
特征 根 的 性 质 将 其 分 为 三 种 类 型 , 仅 与 微分 方程 的 余 困 数 有 关 。 
所 以 ,我 们 将 注意 力 继续 集中 于 简化 方程 

yi)+ay(i)+ay=0  [(15.4) 的 重 述 ] 


余 函 数 


当 系 数 a| 和 a, 使 得 a?<4a, 时 ,特征 根 将 是 一 对 共 思 复数 


其 中 = -上 a 和 u= 二 V42 可 
524 则 正如 我 们 早已 看 到 的 那样 , 余 函 数 的 形式 为 
ye = e (Aie + Ase ™) [(15.11) 的 重 述 ] 
首先 ,我 们 将 括号 中 的 虚 指 数 表 达 式 变换 为 等 价 的 三 角 函 数 
表达 式 , 从 而 可 以 将 余 函 数 解释 为 三 角 滑 数 。 利 用 欧 拉 关系 可 完 
成 这 一 变换 。 令 (15.21) 和 (15.21 ) 中 的 8= wz ,我 们 可 以 求 得 
e = cosvtt+isinvt 和 e = cosvt — isinvt 
由 此 可 知 ,(15.11) 中 的 余 函 数 可 以 重 写 成 
yy. =e {Al(cosvt + isinvt) + A,(cosvt — isinvt )] 
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=er[(A,+ As)cosvt + (4 — A,)isinvt] 
(15.24) 
进而 ,车 我 们 运用 简写 符号 
As=Ai+A,， 和 As= (A1- A2)i 
可 以 将 (15.24) 简 化 为 29 
y, = er'(Ascosvt + Absinzt ) (15.24’) 
其 中 A; 和 A。 为 新 的 任意 常数 ,它们 有 待 于 在 后 面 加 以 确定 。 
细心 的 读者 会 感觉 到 ,在 前 面 的 步骤 中 以 wi 代 兰 6 有 些 不 目 
然 。 变 量 9 是 角度 的 度量 ,而 vt 则 是 i 单位 (在 这 里 是 时 间 ) 的 大 
小 。 那 么 ,我 们 怎 能 作 vt = 0 这 种 代 换 呢 ? 这 个 问题 可 以 根据 图 
15.5 中 的 单位 圆 ( 半 径 R=1 的 圆 ) 来 解释 。 确 实 , 我 们 一 直 以 6 
来 表示 角 ,但 因为 角 是 以 台 度 为 单位 来 度量 的 ,所 以 0 值 总 是 弧 
AB 的 长 度 与 半径 R 的 比率 。 当 R=1 时 ,具体 地 有 


arcAB _ arcAB 
= 


换言之 ,9 不 仅 是 角 的 度 度量 ,而 且 也 是 弧 AB 长 度 的 度量 。 而 
弧 AB 是 一 个 数 而 非 一 个 角 。 如 果 过 去 的 时 间 不 是 像 描述 时 间 序 
列 那样 标 在 直线 上 ,而 是 标 在 单位 圆 ( 逆 时 针 ) 的 贺 周 上 ,那么 ,将 
时 间 的 流逝 视 为 角 9 弧度 的 增加 ,还 是 看 成 弧 AB 长 度 的 增加 ,是 
没有 什么 差别 的 。 而 且 , 即 使 R 了 关 1, 也 可 以 应 用 同样 的 原理 ,只 


9 = = arcAB 


@ As 的 定义 中 包含 虚数 i, 这 并 不 意味 着 我 们 试图 “将 垃圾 盖 在 地 千 下 面 。 因 
为 A 为 一 任意 常数 ,所 以 它 既 可 以 取 虚 数 , 也 可 以 取 实数 。 根 据 定义 , 它 不 一 定 必 须 
取 虚 数 。 实 际 上 ,车 A! 和 A, 为 一 对 共 示 复数 ,比如 m+ ni, 则 As 和 A。 将 均 为 实数 : 
As=Ai+As= (mtn)+t(m- ni)=2m,Ao= At A)i=I(m+ni)-(m— ni)] 
i= (2ni)i= ~ 2no 
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不 过 在 此 情况 下 ,9=( 弧 AB)《/R , 即 角 9 和 弧 AB 维持 固定 比例 ， 
525 而 不 是 彼此 相等 。 因 此 , 代 换 6= wi 的 确 是 合理 的 。 





解法 的 一 个 例子 


我 们 求 微分 方程 
y (1)+2y (1)+ 17y = 34 
的 解 ,其 初始 条 件 为 y(0)=3,y (0)=11。 
因为 a1=2,as=17,b = 二 34, 马 上 可 以 求 得 特别 积分 为 


yp = 之 = 区 =2 [由 (15.3)] 


进而 ,因为 a?=4<4as 二 68, 所 以 ,特征 根 为 一 对 共 示 复 数 (hh 十 
vi), 其 中 
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六 三 一 去 CC = 一 1 和 w= 4a2 ~ af = V64=4 


1 
2 
因此 ,由 (15.24 ), 余 函数 为 
y. =e ‘(Ascos4t + Assin4t) 
合并 y. 和 ,可 将 通 解 表示 成 
y(t) = e ‘(Ascos4t + Aesin41)+2 
我 们 运用 两 个 初始 条 件 来 确定 常数 A; 和 As。 
首先 , 令 通 解 中 的 t=0, 我 们 求 得 
y(0) =e"(Ascos0 + Aesin0) + 2 526 
=(As+0)+2= As+2 [cos0 = 1; sin0 = 0] 
运用 初始 条 件 y(0)=3, 我 们 可 以 确定 A; = 二 1。 其 次 ,将 通 解 对 1 
微分 [运用 积 的 微分 法 则 和 导数 公式 (1$.17) (1S.18) ,并 记 住 链 
式 法 则 (练习 15.2 一 5)] ,以 求 得 y (i), 进 而 求 y (0): 
y(t) =— e (Ascos4t + Acsin4d1) + e™ 
[As(— 4sin4t ) + 4AGcos4z ] 
从 而 
y (0) =— (Ascos0 + Agsin0) + (— 4Assin0 + 4A6cos0) 
=— (As+0)+(0+4A¢6) = 4A6— A; 
运用 第 二 个 初始 条 件 y (0) = 11, 并 考虑 到 A;=1, 则 可 知道 
A5=3。 因此 , 定 解 为 
y(t) = e ‘(cos4t + 3sin41)+2 (15.25) 
同 以 前 一 样 ,y, (= 二 2) 可 以 解释 为 y 的 瞬时 均衡 水 平 ,而 y。 则 


中 .注意 ,这 里 的 Ae 实际 上 是 一 个 实数 ,尽管 在 其 定义 中 包含 虚数 i。 
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表示 与 均衡 水 平 的 偏差 。 由 于 y, 中 存在 三 角 晒 数 , 所 以 ,可 以 预 
期 时 间 路 径 (15.25) 能 够 表现 出 流动 形式 。 但 它 会 包含 何 种 具体 
波动 形式 呢 ? 


时 间 路 径 


我 们 已 经 熟悉 了 图 13.4 所 示 的 简单 的 正弦 和 余弦 函数 的 路 
径 。 现 在 ,我们 必须 研究 正弦 .余弦 函数 的 某 些 变形 和 组 合 的 路 
径 , 从 而 使 我 们 能 够 一 般 地 解释 余 函 数 (15.24-) 
y = e*(Ascosvt + Acsinvt) 
特别 地 ,能 够 解释 (15.25) 的 y. 部 分 。 
我 们 首先 考察 (Ascosvt ) 项 。(cosvt) 本 身 是 vi 的 三 角 函 数 ， 
其 周期 为 2x ,波幅 为 1。 周 期 为 2r 意味 着 (wi) 每 增加 2x ,函数 
的 图 形 就 要 重复 一 次 。 但 当 仅 把 1 视 为 自 变 量 时 ,每 当 z 增加 2x 
/v 时 ,图 形 便 重复 一 次 ,所 以 相对 于 (在 动态 经 济 分 析 中 是 恰当 
的 ) ,我 们 将 (coswi) 的 周期 视 为 2x /Av。( 但 波幅 仍 为 16) 现在 , 当 
(cosvt ) 前 附加 乘积 常数 As 时 ,会 导致 波幅 由 土 1 变 为 土 As。 因 
527 此 ,尽管 周期 不 受 此 常数 的 影响 ,但 波幅 现在 却 变 为 A;。 同 理 ， 
(Asesinvt ) 是 的 正弦 函数 ,周期 为 2x /po, 波 幅 为 Aik。 
由 于 有 相同 的 周期 ,和 (Ascosvt + Aksin 巡 ) 当 上 增加 2r /wv 时， 
也 会 表现 出 重复 的 循环 。 为 更 严格 地 证 明 这 一 点 ,我们 需 注 意 ,对 
于 给 定 的 As 和 As 值 ,我 们 总 可 以 求 得 两 个 常数 A 和 8, 使 得 
A;= Acose 和 A,=— Asine 
因此 ,我 们 可 将 所 提 到 的 和 表示 成 
Ascosvt + Acsinvt = A cosecosvt — A sinesinvt 


= A (cosvticose — sinvtsine) 
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= A cos(wt + e) [由 (15.16)] 
这 是 一 个 修正 的 上 的 余弦 水 数 ,波幅 为 A, 周 期 为 2x /v, 因 为 i 
每 增加 2x /v,(wvt +e) 便 增加 2x ,在 余弦 曲线 上 便 完 成 了 一 个 
波动 周期 。 

如 果 y 仅 由 (Ascosvt + 4ksinz) 所 构成 , 则 其 含义 应 为 :y 
的 时 间 路 径 永 无 终结 ,围绕 着 v 的 均衡 值 (以 y 表示 ), 以 不 变 波 
幅 波 动 。 但 实际 上 ,还 存在 着 -- 个 乘积 项 e* 需 要 考虑 。e* 是 非常 
重要 的 一 项 ,因为 正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 , 它 是 决定 时 间 路 径 是 
否 收敛 的 关键 。 

若 h>>0, 则 的 值 将 随 上 的 增加 持续 增加 。 这 将 对 ( Ascosvt + 
Assinvt) 的 波幅 产生 放大 效应 ,并 依次 在 各 个 周期 中 导致 与 均衡 
的 越 来 越 大 的 偏离 。 如 图 15.6a 所 示 ,在 此 情况 下 ,时间 路 径 具 
有 发 散 波 动 的 特征 。 另 一 方面 ,车 hh=0, 则 ew =1, 余 函数 仅 为 
(Ascosvt + Aesinvt), 我 们 已 知道 它 有 固定 的 波幅 ,在 这 种 情况 
下 , 它 具 有 如 图 15.665 所 示 的 时 间 路 径 , 在 每 个 周期 中 表现 出 与 
均衡 均匀 的 偏离 模式 。 所 以 ,这 是 一 个 均匀 波动 的 时 间 路 径 。 最 
后 , 若 上 <0, 扩 将 会 随 上 的 增加 而 持续 递减 ,在 依次 各 循环 中 ,每 
个 周期 的 波幅 均 比 前 一 个 周期 的 波幅 要 小 ,就 像 波 纹 逐 渐 消 失 一 
样 。 这 种 情形 描绘 在 图 15.6c 中 ,这 种 时 间 路 径 具 有 衰减 波动 的 
特征 。(15.25) 中 的 解 ,有 有 = -1 是 这 种 情况 的 一 个 例子 。 很 清 
楚 ,只 有 这 种 衰减 波动 的 情况 才 会 产生 收敛 的 时 间 路 径 ; 在 其 它 两 
种 情况 下 ,时 间 路 径 是 非 收 敛 的 或 发 散 的 。? 


@ ”我 们 将 交替 使 用 非 收 合 和 发 散 这 两 个 词 ,尽管 发 散 一 词 用 于 发 散 波动 较 之 于 
非 收 化 的 均匀 波动 要 更 严格 一 些 。 
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y(t) 





图 15.6 
在 图 15.6 中 的 三 个 图 形 中 ,假定 瞬时 均衡 是 静态 的 。 如 果 瞬 
时 均衡 是 移动 均衡 ,那么 ,所 措 述 的 三 种 时 间 路 径 仍 将 围绕 它 波 
动 ,但 因 移动 均衡 一 般 描绘 成 一 条 曲线 而 非 水 平 的 直线 ,所 以 这 种 
波动 具有 经 济 周期 长 期 波动 的 性 质 。 


均衡 的 动态 稳定 性 


变量 时 间 路 径 收敛 性 的 概念 与 该 变量 瞬时 均衡 的 动态 稳定 性 
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的 概念 有 着 密 不 可 分 的 联系 。 上 具体 地 说 , 当 且 仅 当 时 间 路 径 是 收 
征 的 时 ,均衡 才 是 动态 稳定 的 。 因 此 , y(t) 路径 收敛 性 的 条 件 , 即 
A<0( 图 15S.6c) ,也 是 y 的 均衡 的 动态 稳定 性 的 条 件 。 

读者 可 以 回顾 一 下 ,对 于 特征 根 为 实 根 的 第 一 种 和 第 二 种 情 
况 ,均衡 动态 稳定 性 的 条 件 是 每 个 特征 根 为 负 。 在 现在 这 种 情况 
(第 三 种 情况 ) ,由 于 具有 复 根 ,所 以 条 件 似乎 更 特殊 一 些 , 它 只 规 
定 复 根 (h 十 vi) 的 实数 部 分 (4 ) 为 负 。 但 是 ,统一 三 种 情况 ,并 将 
看 来 不 同 的 条 件 合并 到 一 个 一 般 的 可 应 用 的 条 件 是 可 能 的 。 只 需 529 
将 任意 实 根 > 看 成 一 个 虚数 部 分 为 零 (v=0) 的 复 根 , 便 可 以 做 到 
这 一 点 。 这 样 , 条 件 “ 每 个 特征 根 的 实数 部 分 为 负 ”, 便 可 以 应 用 于 
所 有 三 种 情况 ,并 成 为 我 们 所 需要 的 唯一 条 件 。 


练习 15.3 


求 下 列 每 一 方程 的 和 y*、 通 解 以 及 定 解 : 
1 y(t)-4y(t)+8y=0;y(0)=3,y (0)=7 
2 y(t)+t4y(t)+8y=2;y(0)=24,y (0)=4 


3 y(t)t3y(t)+4y=12;y(0)=2,y (0)=2 

4 y(t)-2y (t)+10y=5;y(0)=6,y (0)=8 方 

5 y(t)+9y=3;y(0)=1,y (0)=3 

6 2y(t)-12y (1t)+20y=40;y(0)=4,y (0)=5 

7 上 述 6 个 微分 方程 哪个 能 产生 :(a) 衰减 波动 ;(4) 均匀 波动 ;(c) 发 
散 波动 。 
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15.4 具有 价格 预期 的 市 场 模型 


在 前 面 形成 的 动态 市 场 模型 中 ,Qd 和 Q; 均 只 取 为 现 期 价格 
P 的 函数 。 但 是 有 时 买 者 和 卖 者 不 仅 将 其 市 场 行为 建立 在 现 期 价 
格 的 基础 上 ,而 且 建 立 在 当时 价格 趋势 的 基础 上。 因为 价格 趋势 
可 能 使 买 者 和 卖 者 对 未 来 价格 做 出 某 些 预期 ,而 这 些 价格 预期 又 
会 影响 其 供求 决策 。 


价格 趋势 与 价格 预期 


在 连续 时 间 情 况 下 ,价格 趋势 信息 基本 上 可 由 两 个 导数 dP/ 
dt (价格 是 否 上 升 ) 和 d*P/di*( 价 格 是 否 以 递增 速率 上 升 ) 得 到 。 
为 将 价格 趋势 纳入 考察 范围 ,我们 现在 将 这 两 个 导数 作为 需求 和 
供给 函数 的 额外 变量 : 

Q = DLP(t), P(t), P(t)!] 
Q, = SLP(1), P' (i), P” (i)] 
530 若 我 们 仅 限 于 讨论 供求 函数 的 线性 形式 ,并 将 自 变量 简写 为 已 ， 
P 和 P, 则 我 们 可 以 号 出 
Qy=a- BP+mP +nPp” (aa,8>0) 
Q, =-7y t+6P+uP + wh” (7y,6 >0) (15.26) 
其 中 参数 a、6.Y .6 是 从 原来 的 市 场 模 型 带 来 的 ,而 mw、n vu 和 ww 
是 新 的 参数 。 
这 四 个 尚未 限定 其 符号 的 新 参数 ,体现 了 买 者 和 卖 者 的 价格 


预期 。 例 如 ,和 若 m0, 价格 上 升 将 导致 Qd 增加 。 这 也 许 表 明 ， 
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买 者 预期 价格 会 持续 上 升 ,因此 ,宁愿 在 现在 价格 相对 较 低 时 增加 
其 购买 。 而 若 mr 之 0, 表 示 买 者 的 价格 预期 与 前 面 正 相 反 , 所 以 他 
宁愿 削减 目前 的 购买 而 等 待 价格 降低 时 再 购 进 。 函 数 中 包含 参数 
n 使 得 买 者 的 行为 也 取决 于 dPvez 的 变化 率 。 因 此 ,新 的 参数 mm 
和 将 价格 投机 这 一 因素 纳入 模型 。 从 卖 者 的 角度 看 ,参数 wu 和 
w 也 具有 类 似 的 含义 。 


一 个 简化 的 模型 


为 简化 起 见 ,我 们 假设 需求 函数 仅 含 有 价格 预期 因素 。 具 体 
而 言 , 令 (15.26) 中 的 mm 和 为 非 零 , 但 令 xx=z=0。 进 而 假定 
在 每 一 时 点 ,市 场 均 是 出 清 的 。 然 后 ,我们 便 可 令 需 求 和 供给 函数 
相等 以 得 到 (在 正规 化 后 ) 微 分 方程 

P + 2p’ -Ettp =- +7 (15.27) 


n 


此 方程 为 (15.2) 经 如 下 代 换 后 的 形式 : 
m1 ,~ B+6 p= 2+7 
“ n 


=P = -一 
yy U1 n a 7 


因为 书 的 变化 模式 涉及 二 阶 导数 已 "及 一 阶 导数 已 ,所 以 现在 的 模 
型 显然 有 别 于 14.2 节 提 出 的 动态 市 场 模型 。 

但 要 注意 ,现在 的 模型 与 以 前 模型 还 有 另 一 种 不 同 。 在 14.2 
节 , 存 在 一 种 动态 调节 机 制 ,dP/di = j(Qd - Qs)。 因 为 该 方程 意 
了 味 着 当 且 仅 当 Qa = Qs 时 ,dP/dt=0, 所 以 在 该 模型 中 ,瞬时 意义 
上 的 均衡 和 市 场 出 清 意 义 上 的 均衡 是 一 致 的 。 与 此 相反 ,现在 的 模 
型 假设 在 每 一 时 刻 市 场 均 是 出 清 的 ,因此 ,市 场所 达到 的 每 一 个 价 
格 均 是 市 场 出 清 意 义 上 的 均衡 价格 。 换 言 之 ,两 种 意义 的 均衡 现在 
是 分 离 的 。 但 也 要 注意 ,调节 机 制 4P/d:=j(Qd - Qs) 含 有 一 个 导 
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数 , 正 是 它 使 前 面 的 市 场 模型 成 为 动态 模型 。 在 现在 的 模型 中 不 具 
531 有 调节 机 制 , 模 型 的 动态 性 质 源 于 预期 项 mP 和 zP 。 


价格 的 时 间 路 径 


此 模型 的 瞬时 均衡 价格 一 一 特别 积分 P,( 前 面 记 为 y,) 一 一 
很 容易 用 (15.3) 求 得 。 它 是 
pb a+y 


i 


a> p+o 

因为 特别 积分 是 一 个 正常 数 , 所 以 它 表示 一 个 稳定 均衡 。 
至 于 余 函 数 已 (前 面 记 为 y,), 存 在 三 种 可 能 的 情况 。 
第 一 种 情况 (不 同 的 实 根 ) 

(> 人 (人 


nn 7 


P, = 





由 (15.7), 这 种 情况 的 余 函 数 为 
P= Ale’t + A,e”™’ 





其 中 
71，72 一 于 | - 严 + (=) + af | (15.28) 
相应 地 , 通 解 为 
P(i1) = 了 +P =Aler 二 Azeri 十 全 
(15 .29) 


第 二 种 情况 (二 重 实 根 ) 


在 此 情况 下 ,特征 根 取 一 个 值 
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3 


rr 二 一 


让 
忆 


因此 ,由 (1S.9) , 通 解 可 以 写成 
P() = A3e mr + Aste ™ 2" + 和 (15.29”) 
第 三 种 情况 ( 复 根 ) 
(人 < 人 
在 第 三 种 情况 下 ,特征 根 是 一 对 共 罗 复数 。 


ri,，r» ?三 有 + 


其 中 532 


因此 ,由 (15.24 ) ,我 们 有 通 解 


人 十 和 
BT+C 


(15.29”) 

可 由 这 些 结果 推出 一 对 通 解 。 首 先 , 若 n>>0, 则 一 4(B+6 )/n 

必定 为 负 , 因 而 小 于 (mA/n)?*。 所 以 可 立即 排除 第 二 、 三 种 情况 。 进 

而 ,由 于 ”为 正 ( 同 8 和 65 一样), 所 以 (15.28) 中 平方 根 导 下 的 表达 

式 必然 大 于 (mA/n)*, 因 此 ,其 平方 根 必然 大 于 |m/n|。 那 么 ,(15. 

28) 中 的 土 号 会 产生 一 个 正 根 (r1) 和 一 个 负 根 (xr,)。 结 果 ,瞬时 均衡 
是 动态 不 稳定 的 ,除非 (15.29) 中 确定 了 的 常数 A| 值 恰好 为 零 。 

其 次 ,车 n<0, 则 三 种 情况 均 是 可 行 的 。 在 第 一 种 情况 下 , 若 

m 为 负 , 则 我 们 可 以 确定 两 个 根 均 为 负 ( 为 什么 ?)。 有 趣 的 是 ,如 果 

M 为 负 ,第 二 种 情况 下 的 重 根 也 将 为 负 。 而 且 , 因 为 第 三 种 情况 下 





P(1) = e ™ "(Ascosvt + Aisinwt ) 二 
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的 复 根 的 实数 部 分 A, 与 第 二 种 情况 下 的 重 根 y 取 相 同 的 值 , 所 以 ， 
m 为 负 也 可 以 保证 h 为 负 。 总 之 ,对 于 所 有 这 三 种 情况 , 当 参 数 mm 
和 n 均 为 负 时 ,均衡 的 动态 稳定 性 是 可 以 保证 的 。 
例 1 令 需 求 与 供给 函数 为 
Qu =42-4P-4P+P 
Q, =-6+8P 
初始 条 件 为 P(0) = 6,P (0)=4。 假设 在 每 一 时 点 市 场 均 是 出 清 
的 , 求 时 间 路 径 P(z)。 
在 本 例 中 ,参数 值 为 
a=42 B=4 7=6 $=8 m=-4 n=1 
因为 n 为 正 , 所 以 我 们 前 面 的 讨论 表明 ,只 有 第 一 种 情况 可 以 产生 ， 
且 两 个 ( 实 ) 根 xi 和 ~ 均 将 为 正 。 将 参数 值 代 人 (15.28) 的 确 可 以 
证 实 这 一 点 ,因为 


rs = 六 (4+ 16+ 48) = 5(4+8) = 6，- 2 


则 由 (15.29), 通 解 为 
P(t) = Alec + Ase “+4 

进而 ,考虑 到 初始 条 件 , 求 得 A; = A; =1, 从 而 定 解 为 

P(1) = est+e :+4 
由 于 正 根 ri =6, 所 以 瞬时 均衡 (P,=4) 是 动态 不 稳定 的 。 

上 面 的 解 是 运用 公式 (15.28)、(15.29) 求 出 的 。 此 外 ,还 可 以 

首先 令 给 定 需 求 函 数 和 供给 函数 相等 ,以 得 到 微分 方程 。 

P” -4P -12P=~48 
然后 像 (15.2) 那 种 情况 一 样 解 此 方程 ,也 可 以 得 到 解 。 


例 2 已 知 需求 函 数 和 供给 函数 
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Q, :=40-2P-2P -已 

Q, =—5+3P 
初始 条 件 P(0) = 12 , P“ (0) = 1 ,在 市 场 总 为 出 清 的 假设 条 件 下 求 P 
(1)o 

这 里 ,参数 mx 和 7 均 为 负 。 因 此 ,按照 前 面 的 一 般 论述 , 瞬 
时 均衡 应 为 动态 稳定 的 。 为 求 出 具体 解 ,我 们 可 以 首先 令 Qd 与 
Qs 相等 以 得 到 如 下 微分 方程 (在 以 -1 工 通 乘 后 ) 
P“+2P' +SP = 45 

由 特别 积分 给 出 瞬时 均衡 


由 微分 方程 的 特征 方程 
r+2r+5=0 
可 以 求 得 复 根 
ry r= 2+ V20) = -2+4i) =-1+2i 
这 意味 着 有 = 一 1,v=2, 从 而 通 解 为 
P(t) = e ‘(Ascos2t + Aisin2t) + 9 
为 确定 任意 常数 A 和 A,, 令 通 解 中 的 ;=0, 得 到 
P(0) =e°(Ascos 0 + Aesin0) + 9 
~As+9 [cos0= 1; sin0 =0| 
进而 ,微分 通 解 ,然后 令 1 =0, 求 得 534 
P(1)=-e ‘(Ascos2t + Acsin 21)+e™ 
(—- 2Assin 21 + 2Agcos 21) 


[ 积 的 求 导 法 则 和 链 式 法 则 ] 
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和 P’(0)= -er(Ascos0+ Ascsin 0) 
+ er(—-2Assin0+2Accos 0) 
=—(As+0)+ (0+2Ac)= -As+2A6 
因此 ,利用 初始 条 件 P(0)=12,P'(0)=1, 有 As=3,A6=2。 因 
而 , 定 解 为 
~ P(t) = e ‘(3cos 2t + 2sin 21)+9 
这 个 时 间 路 径 显 然 是 一 个 周期 波动 的 时 间 路 径 , 周 期 为 2x /v= 
Xx 。 即 上 每 增加 x = 3.14159…… , 便 存在 一 个 完整 的 周期 。 考 虑 
到 乘积 项 e ', 可 知 波动 是 衰减 的 。 始 于 初始 价格 P(0)=12 的 时 
间 路 径 ,以 循环 方式 收敛 于 瞬时 均衡 价格 P, = 9。 


练习 1S.4 


1 令 (15.26) 中 的 参数 mx 、n 、u 和 ww 均 不 为 零 。 

(a) 假设 在 每 一 时 点 市 场 均 出 清 , 写 出 该 模型 的 新 的 微分 方程 。 

(5) 求 瞬 时 均衡 价格 。 

(c) 在 什么 条 件 下 ,可 以 排除 周期 波动 ” 

2 令 需 求 晃 数 和 供给 函数 与 (15.26) 中 的 需求 函数 和 供给 函数 相同 , 且 
同文 中 讨论 的 一 样 ,有 w= w=0。 

(a) 车 市 场 并 非 总 是 出 清 的 ,而 是 按 


9 = j(Qs - Q.) (i > 0) 


进行 调整 , 写 出 新 的 恰当 的 微分 方程 。 
(5) 求 瞬时 均衡 价格 和 市 场 出 清 均衡 价格 。 
(c) 写 出 波动 价格 路 径 的 条 件 。 在 n >0 情况 下 能 发 生 波动 吗 ? 
3 令 需 求 函数 和 供给 沙 数 为 
Qi =9-P+P+3P Q,=-1+4P-P +5P” 
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且 有 P(LO)=4 及 PP(0)=4。 
(a) 假设 市 场 在 每 一 时 点 都 出 清 , 求 价格 路 径 。 
(5) 时 间 路 径 收 钙 吗 ?具有 波动 吗 ? 


15.5 通货 膨胀 与 失业 的 相互 作用 


本 市 介绍 应 用 二 阶 微分 方程 的 一 个 宏观 模型 ,该 模型 涉及 通 535 
贷 膨胀 与 失业 问题 。 


菲利普 斯 关系 


在 通货 膨胀 与 失业 问题 的 现代 分 析 中 ,最 广泛 使 用 的 一 个 概 
念 是 菲利普 斯 关系 。 菲利普 斯 原来 的 公式 是 描述 货币 工资 率 与 
失业 率 之 间 的 人 负 的 经 验 关 系 : 
w = f(U) [fF(U)<O0] (15.30) 
其 中 小 写字 母 w 表示 货币 工资 W 的 增长 率 ( 即 w= (W/W), U 
表示 失业 率 。 所 以 , 它 仅 与 劳动 市 场 有 关 。 但 在 后 来 的 应 用 中 ,已 
将 菲利普 斯 关系 调整 为 一 种 将 通货 膨胀 率 (而 非 ww) 与 失业 率 联 
系 起 来 的 函数 。 这 种 调整 或 许 以 这 种 观点 为 基础 :价格 上 升 是 普 
迄 存 在 的 ,从 而 反映 增长 的 货币 工资 成 本 的 w 为 正 , 这 必然 带 有 
通货 膨胀 的 含义 。 而 这 又 使 得 通货 膨胀 率 像 ww 一样, 是 U 的 孙 
数 。 但 正 w 的 膨胀 性 压力 可 能 被 (假定 为 外 生 并 以 表示 的 ) 劳 
动 生产 率 的 增长 所 抵消 。 具 体 而 言 ,膨胀 性 效应 仅 当 货币 工资 增 


CD A.W. 菲 利 普 斯 : ” 1861 一 1957 年 英国 的 失业 与 货币 工资 变化 率 间 的 关系 ”, 载 
《经 济 学 》,1958 年 11 月 ,283 一 299 页 。 
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长 快 于 生产 率 增长 时 方 能 具体 表现 出 来 。 以 小 写字 母 p 表示 通 
货 膨 胀 率 ( 即 价格 水 平 P 的 增长 率 ,p= PAP), 则 可 写 出 
p=w—-T (15.31) 
合并 (15.30) 和 (15.31), 并 采用 ADC) 范 数 的 线性 形式 , 则 我 们 可 
以 得 到 调整 的 菲利普 斯 关系 : 
=a—-T-BU(a,p>d0) (15.32) 


预期 增加 的 菲利普 斯 关系 


最 近 ,经 济 学 家 喜欢 采用 预期 增加 的 菲利普 斯 关系 : 
w= FU)+ir(0< 委 1) (1S.30”) 
其 中 x 表示 预期 的 通货 膨胀 率 。 正 如 弗 里 德 曼 教授 所 描述 的 那 
536 样 ,由 (15.30') 所 包含 的 思想 是 :如 果 膨 胀 性 趋向 在 相当 长 时 期 内 
存在 ,人 们 便 会 形成 某 种 通货 膨胀 预期 ,并 力图 将 这 种 预期 纳入 其 
货币 工资 需求 。 因 此 , w 应 为 x 的 增 函 数 。 将 这 种 思想 纳入 到 
(15.32) 中 ,产生 如 下 方程 
p=a—-T- BU+ hr (0<h<1) (15.33) 
我 们 已 引入 一 个 新 的 变量 来 表示 预期 的 通货 膨胀 ,所 以 有 必 
要 假设 通货 膨胀 预期 是 如 何 具 体形 成 的 。2 我 们 这 里 采用 适应 性 
预期 假设 : 


4 =- jp-r) (0<j<) (15.34) 


中 ”米尔 顿 ' 弗 里 德 曼 :货币 政策 的 作用 ", 载 《美国 经 济 评论 》.1968 年 3 月 号 ， 
1 一 17 页 。 

@ 这 与 上 一 节 相 反 。 在 上 一 菇 讨论 价格 预期 时 ,未 引入 新 的 变 重 来 表示 预期 价 
格 。 因 而 ,关于 预期 形成 的 假设 暗含 于 (15.,26) 中 的 参数 区 .nu 和 和 ww 中。 
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注意 ， 此 方程 并 不 解释 x 的 绝对 大 小 ， 而 是 描述 其 随时 间 变 化 的 
方式 。 如 果实 际 通货 膨胀 率 p 超过 预期 通货 膨胀 率 x ， 那么 ， 现 
在 已 证 明 是 过 低 的 r 将 会 向 上 调整 (dr /dt >0)。 反 之 , 若 p 低 于 
fr , 则 r 就 会 向 下 调整 。 在 形式 上 ，(15$.34) 非 常 类 似 于 市 场 模 型 
的 调节 机 制 4PAdi =j(Qaq 一 Qs)。 但 在 这 里 ,驱动 调整 的 力量 是 
实际 通 负 膨胀 与 预期 通货 膨胀 的 偏差 ,而 非 Qd 与 Qs 的 偏 
差 。 


从 通货 膨胀 到 失业 的 反馈 


可 以 认为 ,(15.33) 和 (15.34) 构 成 了 一 个 完整 的 模型 。 但 是 ， 
由 于 在 两 个 方程 中 存在 三 个 变量 ,所 以 ,其 中 的 一 个 变量 必须 视 为 
外 生 的 。 比 如 , 若 我 们 将 rz 和 pp 视 为 内 生 的 , 则 必须 将 U 视 为 外 
生 的 。 还 有 一 个 更 满意 的 选择 是 引入 第 三 个 方程 来 解释 变量 U， 
这 样 ,模型 会 包含 更 丰富 的 行为 特征 。 更 重要 的 是 ,这 将 为 我 们 提 
供 一 个 考虑 通货 膨胀 对 失业 的 反馈 效果 的 机 会 。 方 程 (15.33) 告 
诉 我 们 U 如 何 影响 p( 主 要 从 该 经 济 的 供给 方面 考察 )。 但 无 
疑义 会 影响 U。 例 如 ,通货 膨胀 率 可 能 会 影响 公众 的 消费 储 蕾 决 
策 ,因而 影响 到 对 国内 产品 的 总 需求 ,而 这 又 会 影响 到 失业 率 。 甚 
至 在 政府 需求 管理 政策 的 指导 下 ,通货 膨胀 率 也 会 使 得 政策 效果 
产生 不 同 。 在 不 同 的 通货 膨胀 率 条 件 下 ,一 个 给 定 的 货币 支出 水 537 
平 (财政 政策 ) 可 能 会 转化 为 不 同 的 实际 支出 水 平 ,同样 ,一 个 给 定 
的 名 义 货币 扩张 (货币 政策 ) 可 能 产生 不 同 的 实际 货币 扩张 率 。 而 
这 些 , 又 会 对 产 出 和 失业 产生 不 同 的 影响 。 
为 简便 计 ,我们 仅 考 察 通 过 货币 政策 传递 的 反馈 。 以 M 表 


示 名 义 货币 余额 ,名 义 货 币 余 额 的 增长 率 以 m 寺 M/A/M 来 表示 ， 
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我 们 假设 2 


2 = k(m—p) (k > 0) (15.35) 


回忆 一 下 (10.25), 并 在 这 里 应 用 ,我 们 知道 (m 一 p) 式 表示 实际 
货币 增长 率 : 


Ny | 
m-p=M- p= rm r= rp 


因此 ,(15.35) 规 定 了 dU /di 与 实际 货币 余额 增长 率 负 相关 。 由 


于 变量 p 现在 成 为 4U /dt 的 一 个 决定 因素 ,所 以 模型 现在 包含 了 
从 通货 膨胀 到 失业 的 反馈 。 


TX 的 时 间 路 径 


(15.33),(15.34) 及 (15.35) 构 成 了 一 个 包含 三 个 变量 x 、p 
和 LU 的 封闭 模型 。 但 是 ,消去 其 中 的 两 个 变量 ,我 们 可 以 将 模型 
化 简 为 一 个 单 变量 的 微分 方程 。 假 设 我 们 令 单 变量 为 x , 则 可 首 
先 将 (15.33) 代 入 (15.34) 得 到 


SE =j(a- TT- BU)- jh (15.36) 


如 果 此 方程 含有 表达 式 4U/dzr 而 非 口 ,我 们 可 以 直接 代入 (15. 
35)。 但 正如 (15.36) 所 表明 的 那样 ,我 们 必须 首先 将 (15.36) 对 + 
微分 以 得 到 4dU /dz 项 : 
d”x 
dt” 
将 (15.35) 代 入 此 式 , 则 产生 





__opdU .1 CQ 
=- jp -jll-h) (15.37) 


中 在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 曾 以 M, 表示 货币 供给 ,使 之 与 货币 需求 Mu 相 区 别 。 
在 这 里 ,我们 可 以 直接 使 用 不 带 下 标的 字母 M 而 不 必 担 心 造成 混淆 。 
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cx 

dt” 
这 里 仍 有 一 个 变量 p 有 待 于 消去 。 为 消去 它 ,我 们 注意 到 ， 
(15.34) 意 味 着 


= j6km ~ jBkp — j(1— 8) ez (15.37’) 


户 二 一 二 天 (15.38) 


将 此 结果 代入 (15.37 ) ,化 简 , 便 可 得 到 所 求 的 仅 含 变量 x 的 微分 538 
方程 








2 
到 +[LB +JI -A)] 全 + (jBk) x = jpkm 
15.37” 
此 方程 的 特别 积分 为 ( ) 
bb 
Xi = 2 17? 


因此 ,预期 通货 脱 胀 率 的 瞬时 均衡 值 只 取决 于 名 义 货 币 的 增长 率 。 
对 于 余 函 数 , 同 前 面 一 样 ,两 个 根 为 


2 3(- at VE qa,) (15.39) 
其 中 ,al 和 a, 均 为 正 [ 在 (15.37“) 就 应 注 明 ] ,由 于 事先 不 可 能 确 
定 a? 是 大 于 ,等 于 ,还 是 小 于 4a, 所 以 特征 根 三 种 可 能 的 情况 
一 一 不 同 的 实 根 . 重 实 根 . 复 根 一 一 均 有 可 能 产生 。 然 而 ,无 论 出 
现 哪 种 情况 ,在 现在 的 模型 中 ,瞬时 均衡 总 是 动态 稳定 的 。 这 是 因 
为 :首先 ,假设 出 现 第 一 种 情况 ,有 ai>4a?, 则 (1S$.39) 中 的 平方 
根 会 产生 一 个 实数 。 因 为 a; 为 正 , Vai 一 44; 必 然 小 于 Va? = 
a1。 由 此 知 rj 为 负 ,r; 也 为 负 , 这 意味 着 动态 稳定 均衡 。 若 a? = 
4a2( 第 二 种 情况 ) 会 如 何 呢 ”在 此 情况 下 ,平方 根 为 零 ,从 而 ri = 
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7 二 一 a1/2<0。 人 负重 根 同 样 意味 着 动态 稳定 性 。 最 后 ,对 于 第 三 
种 情况 , 复 根 的 实数 部 分 为 A= -ali/2。 因 为 此 值 与 第 二 种 情况 
下 的 重 根 相 同 ,所 以 ,关于 动态 稳定 性 会 得 出 同样 的 结论 。 

尽管 我 们 只 研究 了 x 的 时 间 路 径 , 但 模型 无 疑 也 会 得 出 其 它 
变量 的 信息 。 比 如 ,为 求 出 变量 U 的 时 间 路 径 ,我 们 既 可 以 将 模 
型 化 为 仅 含 U 而 非 x 的 微分 方程 (参见 练习 19.$S- 2) ,也 可 以 由 
早已 求 出 的 x 的 路 径 推导 出 U 路 径 ( 参 见 例 1)。 

例 1 令 模 型 的 三 个 方程 取 如 下 具体 形式 


p= -3Ut+x (15.40) 
dz 3 

J 4p x ) (15.41) 
dU _ iy 


则 我 们 有 参数 值 8=3,h=1,;=3/4,k=1/2。 因 此 ,参照 (15. 
53937 ) , 求 得 


特别 积分 为 b/a, = nio 有 cad<4a， ,所 以 特征 根 为 复 根 : 


1 
rm 卫生 | 
_1/ 3 3 3 3 
= 去 > + 77)= 4 4! 


即 有 = 一 3/4,v= 二 3/4。 结 果 , 预 期 通货 膨胀 率 的 通 解 为 


x (1) = eA(Ascos 1 十 Assin 了 1) + m 


(15.43) 
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它 描述 了 一 个 围绕 均衡 值 mx 衰减 波动 的 时 间 路 径 。 
由 此 ,我 们 还 可 以 推出 变量 p 和 UU 的 时 间 路 径 。 根 据 (15. 
41),p 可 以 表示 成 x 和 dr /dt 的 方程 


通 解 (15.43) 的 x 路 径 意 味 着 导数 


d 3 3 3 . 3 
7 = 一 下 “ “(Ascos At + Aosin 于: 


十 e 4(- 了 Assin 了 十 了 Ascos 4 


| 积 的 微分 法 则 和 链 式 法 则 |] 
用 (15.43) 的 解 及 其 导数 ,我 们 可 以 推出 


p(t1) = e “(Accos 了 — Assin 于 +m (15.44) 


同 预 期 的 通货 膨胀 率 x -- 样 ,实际 通货 膨胀 率 也 具有 收 伍 于 均 
衡 值 m 的 波动 的 时 间 路 径 。 
至 于 变量 ,由 (15.40) 可 知 , 它 可 以 按 x 和 p 表示 如 下 : 


1  - 1 


因此 ,利用 解 (15.43) 和 (15.44), 我 们 可 将 失业 的 时 间 路 径 写 成 


1 
T 18 


(15.45) 
此 路 径 同 样 是 一 个 衰减 波动 路 径 。U 的 动态 稳定 瞬时 均衡 值 为 
1/18。 
由 于 x 和 pp 的 瞬时 均衡 值 都 等 于 货币 政策 参数 m,m 的 值 
( 名义 货 币 增 长 率 ) 提 供 了 一 个 轴 ,x 和 pp 的 时 间 路 径 均 围绕 此 轴 540 


705 


U(r) 一 3e |(As 一 Au)cos 了 十 (A; 十 Asc)sin 于 





波动 。 如 果 m 发 生变 化 ,那么 ,x 和 pp 的 新 的 均衡 值 会 立 吧 取代 
原来 的 值 , 且 无 论 x 变量 和 pp 变量 在 货币 政策 变化 时 怡 好 取 何 值 ， 
都 将 成 为 新 的 x 和 pp 路径 产 生 的 初始 值 。 

相反 ,U 的 瞬时 均衡 值 并 不 依赖 于 mmx。 根据 (15.45), 无 论 名 
义 货 币 增长 率 为 多 少 ,也 无 论 均衡 通货 膨胀 率 为 多 少 , D 都 收敛 
于 常数 1 /18。 这 个 不 变 的 U 的 均衡 值 称 作 自然 失业 率 。 自 然 失 


业 率 与 任何 均衡 通货 膨胀 率 相 一 致 这 一 事实 ,可 以 在 Up 空间 中 
以 一 条 平行 于 p 轴 的 纵 直 线 来 表示 。 此 垂 线 将 U 和 pp 的 均衡 值 
联系 起 来 , 称 作 长 期 菲利普 斯 曲线 。 但 是 这 条 曲线 的 牌 直 形 状 ,是 


由 本 例 特定 的 参数 值 所 决定 的 。 当 这 些 参 数值 改变 时 ,如 像 15.5 
-4 那样 ,长 期 菲利普 斯 曲线 也 许 不 再 是 垂直 的 。 


练习 15.5 


1 在 通货 膨胀 和 失业 模型 中 ,保留 (15.33) 和 (15.34), 但 除去 (15.35)， 
并 令 口 为 外 生 的 。 

(a) 现在 会 产生 何 种 微分 方程 ? 

(65) 会 得 到 几 个 特征 根 ? 现在 余 函 数 还 可 能 具有 周期 性 波动 的 特征 吗 ? 

2 在 课文 的 讨论 中 ,我 们 将 通货 膨胀 失业 模型 化 为 以 x 为 变量 的 微分 
方程 。 证 明 :模型 还 可 以 化 为 一 个 变量 U 的 二 阶 微 分 方程 ,此 方程 与 (15. 
37 ) 具 有 同样 的 系数 ct 和 a,, 但 有 不 同 的 常数 项 56= kjla 一 T-(1 一 h) 
m J]o 

3 令 适 应 性 预期 假设 (15.34) 为 所 谓 的 “完美 预期 "假设 x = p 所 代替 ， 
保留 (15.33) 和 (15.35)。 

(a) 导出 以 p 为 变量 的 微分 方程 ， 

(5) 导出 以 U 为 变量 的 微分 方程 。 
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(c) 这 些 方程 与 我 们 在 适应 性 预期 假设 条 件 下 所 得 到 的 方程 有 何 根本 
不 同 ? 

(qd) 为 使 新 的 微分 方程 有 意义 ,对 参数 的 限制 必须 作 何 变化 ? 

4 ”在 例 1 中 ,保留 (15.41) 和 (15.42), 但 以 下 式 代 震 (15.40) 


1 1 
p= 3 已 + 本 


(ah) 求 Ptt)rGti) 和 LCt)。 
(5b) 这 些 时 间 路 径 仍 为 波动 的 吗 ? 仍 收敛 吗 ? 
(c)p 和 积 U 的 瞬时 均衡 值 p 和 UU 为 多 少 ? 541 
(d) U 和 pp 仍 不 存在 函数 关系 吗 ? 车 我 们 现在 用 长 期 菲利普 斯 曲线 将 
两 个 均衡 值 联系 起 来 ,我 们 仍 能 得 到 一 条 垂 线 吗 ? 那么 , 例 1 中 的 哪个 假设 
对 寻 出 垂直 的 长 期 非 利 普 斯 曲线 有 决定 作用 ? 





15.6 县 有 可 变 项 的 微分 方程 


在 上 面 考察 的 微分 方程 
y(t)taiy (t)+asy=b 
中 ,右边 的 那 项 6 是 一 个 常数 。 若 该 项 不 是 b ,而 是 一 个 可 变 项 ， 
即 z 的 某 个 函数 ,如 bt*，e”# ,或 psint ,那么 ,会 如 何 呢 ?答案 是 ， 
那 时 我 们 必须 修正 我 们 的 特别 积分 y,。 幸 运 的 是 , 余 函 数 不 因 可 
变 项 的 存在 而 受 影响 ,因为 y 仅 涉 及 右边 始终 为 零 的 简化 方程 。 


待定 系数 法 


我 们 将 介绍 一 种 求 Vp 的 方法 。 这 种 方法 称 作 待定 系数 法 ;只 


”要 变 项 及 其 逐次 导数 仅 含 有 有 限 的 不 同 的 表达 式 (乘积 常数 除 


外 ), 就 可 以 应 用 它 去 解 常 系数 可 变 项 的 微分 方程 。 我 们 最 好 通过 
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具体 例子 来 说 明 这 一 点 。 
例 1 求 微分 方程 

y(t1)+S5y (1t)+3y= 61 ~1-1 (15.46) 
的 特别 积分 。 根 据 定 义 ,特别 积分 是 满足 给 定 方程 的 y 值 , 即 无 
论 上 为 何 值 , 均 使 方程 的 左边 恒 等 于 右边 的 y 值 。 因 为 方程 的 左 
边 包 含 蜗 数 y(t ) 和 导数 y (及 > (1) 一 一 而 右边 含有 1 及 i 的 
倍数 .常数 一 一 我 们 问 :一 般 函 数 y(t) 取 何 种 形式 ,与 其 一 阶 二 
阶 导 数 一 道 ,会 给 出 三 种 类 型 的 表达 式 t* 、t 和 一 个 常数 呢 ? 显 
然 ,答案 是 形式 为 Bli*+ Bt + B3( 其 中 B; 也 为 待定 系数 ) 的 函 
数 ,因为 者 我 们 将 特别 积分 写成 

y(1) = Bit “+ Byt + B; 

可 以 导出 

y(t)= 2BIt+ B, 和 y(t) = 2B, (15.47) 

542 这 三 个 方程 确实 包含 所 说 的 表达 式 的 类 型 。 将 其 代入 (15.46) 并 
合并 各 项 ,得 到 
左边 = (3B1)t* + (10B; + 3B,)t + (2B! + 5B, + 3B;) 
当 此 式 与 (15$.46) 右 边 的 各 项 逐 项 相等 时 ,我 们 可 确定 系数 B; 如 
下 : 
3B, = 6 B;, =2? 
10B,+3B2 =-1 ~ 4B,=-7 
2B; + 5B, + 3B3 =-1 Bs = 10 
因此 ,所 求 特别 积分 可 以 写成 
y» = 2t* ~ 71t+10 


仅 当 表 达 式 的 类 型 为 有 限 个 时 , 方 能 应 用 这 种 方法 。( 参 见 练 
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习 15.6 一 1。) 一 般 而 言 , 当 此 前 提 条 件 满足 时 ,可 以 视 特别 积分 为 
包含 所 有 给 定 可 变 项 及 其 导数 的 所 有 不 同类 型 表达 式 的 线性 组 
合 。 特 别 要 注意 ,如 果 原 可 变 项 及 其 各 阶 导 数 含有 常数 项 ,那么 ， 
特别 积分 中 也 应 包括 常数 项 。 

例 2 作为 进一步 的 解释 说 明 ,我 们 来 求 适 于 可 变 项 (psint ) 
的 特别 积分 的 一 般 形 式 , 在 此 情况 下 ,反复 微分 会 产生 逐 阶 导数 
(bcost ),( 一 bsint ),( 一 bcost ),(bsint ) 等 等 ,它们 仅 包 含 两 种 类 
型 的 表达 式 。 因 此 ,我 们 可 以 试验 形式 为 (Bisint + B2cost ) 的 特 
别 积分 。 


一 个 修正 


在 某 些 情况 下 ,应 用 这 种 方法 会 产生 一 些 复杂 情况 。 当 给 定 
微分 方程 中 y 项 的 系数 为 零 , 比 如 像 下 式 那 样 ， 
y(t)+S5y(t)=61-+t-1 
前 面 使 用 的 y, 的 试探 形式 , 即 Bit* + Bzozt + Bs 不 能 够 再 应 用 。 
导致 其 失效 的 原因 在 于 y(t) 项 不 存在 ,因而 如 (15.47) 所 示 , 只 有 
y(t) 和 y(t) 可 代入 方程 左边 ,所 以 方程 左边 没有 Bit? 项 与 方 
程 右边 6 项 相等 。 排 除 这 一 困难 的 方法 是 运用 试探 解 1: (Bit?+ 
Bst + B;); 若 此 试探 解 也 失效 , 则 使 用 1*(Bjt*+ Bot + Bs), 如 此 
等 等 。 
同样 的 方法 还 可 以 应 用 于 下 例 所 描述 的 男 一 种 困难 的 环境 。 
例 3 求 
y(t)+3y (1)-—-4y= 2e 7 (15.48) 
的 特别 积分 。 这 里 ,可 变 项 的 形式 为 e“:, 而 其 各 阶 导 数 , 即 
-8e “:,32e “!, 一 128e “! 等 ,也 取 同 样 的 形式 。 若 我 们 尝试 解 
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y(1)= Be ” 
[具有 y(t:)=-4Be“ 和 y(t)= 16Be“] 

并 将 其 代入 (15.48), 得 到 一 个 不 太 理 想 的 结果 

左边 =(16-12-4)Be :=0 (15.49) 
它 显然 不 等 于 方程 右边 的 项 2e “'。 

导致 这 一 结果 的 原因 是 ,可 变 项 的 指数 系数 恰好 是 (1$.48) 的 
特征 方程 的 一 个 根 : 

r+3r—-4=0 ( 根 ri，r> = 1, 一 4) 
回顾 一 下 ,特征 方程 是 通过 微分 过 程 得 到 的 2 而 (15.49) 中 的 式 
(16 -12 -4) 也 是 通过 同样 的 过 程 导 出 的 。 因 此 , 豪 不 奇怪 ， 
(16 一 12 一 4) 只 不 过 是 (r+3r 一 4) 当 r= 一 4 的 一 种 特殊 形式 。 
因为 -4 恰好 为 特征 根 , 所 以 二 次 表达 式 
+3r-4=16-12-4 


必然 恒 为 零 。 
为 克服 这 一 问题 ,我 们 尝试 解 
y(t1)= Bie 
它 具 有 导数 


y (1)= (1—- 41)Be :和 vy(1:)= (-8+161)Be 
将 其 代入 (15.48) 会 得 到 ;方程 左边 = -5Be 4:。 当 它 与 方程 右边 
相等 时 ,可 确定 系数 为 B= 一 2/5。 因 而 ,所 求 的 (15.48) 的 特别 积 
分 为 


yp Ste 


QD 参见 导出 (15.4 ) 的 讨论 。 
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练习 15.6 


1 证 明 : 待 定 系 数 法 不 能 应 用 于 微分 方程 y(r)+ay (1)+by=1 '。 
2 运用 待定 系数 法 求 下 列 每 一 方程 的 特别 积分 : 544 
(a) y (1)+2y (1t)+ y=1 
(b) y(t)+4y (1)+ y=27 
(ec)y (i)+ty (1)+2y=e 
(d) y (1)+y (1)+3y= sint 


15.7 高 阶 线 性 微分 方程 


上 面 介绍 的 解法 很 容易 推广 到 mm 阶 线性 微分 方程 的 情况 。 
有 具有 常 系数 和 常数 项 的 微分 方程 一 般 可 以 写成 
y(™ (zr) 十 aiytn D(z) 十 .十 an1y (i) +ay=6 


(15.50) 
求 解 


在 具有 常 系数 和 常数 项 的 情况 下 ,高 阶 导数 的 存在 对 上 面 所 
讨论 的 求 特别 积分 的 方法 并 无 实质 影响 。 

若 我 们 采用 最 简单 的 试探 解 y =, 可 以 看 到 ,从 y (1 ) 到 
y'"(t) 的 所 有 导数 均 为 零 。 因 此 ,(15.50) 简 化 为 a,k = 6, 且 我 
们 可 以 写 出 

ys =k -= (a, 0) [参见 (15.3)] 


711 





但 是 ， 在 a, =0 的 情况 下 ， 我 们 必须 尝试 形式 为 y= kt 的 解 。 则 
因 y (1z)=& 上 ,而 所 有 更 高 阶 导 数 将 为 零 ,所 以 ,(15.50) 可 以 简化 
为 a, -1&= 5, 因 而 产生 特别 积分 


= 有 = a = 0; a 1 关 0) [参阅 (15.39] 
7 dn-.l 


若 恰 好 出 现 a, = a，1==0, 则 上 面 这 个 解 也 将 无 效 。 因 而 必须 试 
探 形 式 为 y= kz” 的 解 。 这 个 方法 的 进一步 修正 应 是 很 显然 的 。 
至 于 余 函 数 ,微分 方程 中 包含 高 阶 导 数 会 产生 提高 特征 方程 
次 数 的 效果 。 余 函数 被 定义 为 简化 方程 
yO) + ary” DE)+ + a iy (t)+ay=0 
(15.51) 
545 的 通 解 。 以 y = Ae™"( 关 0) 作 为 试探 解 ,并 利用 y (1)= rAe”， 
y(t)= riAe",-…,y'" (1)=r"Ae”, 可 将 (15.51) 重 写成 
Ae’ (r+ar ++asir+a,)=0 
满足 如 下 (n 次 多 项 式 ) 特 征 方程 
rm +alr ++a,r+a,=0 (15.51°) 
的 任意 > 值 ,也 满足 上 面 (15. 51) 的 改写 形式 , 当然 ,此 多 项 式 方 
程 有 x 个 根 ,其 中 每 个 根 均 应 包含 于 (15.51) 的 通 解 中 。 因 此 ,我 
们 的 余 函 数 的 一 般 形式 为 


但 同 以 前 一 样 ,在 n 个 根 并 不 都 是 实 根 及 不 同 的 根 的 情况 
下 ,必须 作 某 些 修 正 。 首先 ,假设 存在 重 根 , 比如 r] 三 rr 三 73 ， 则 
为 避免 "重合" ,我 们 必须 将 解 的 前 三 项 写成 Alier + Aazter 二 


Ast’e” [参见 (15. 9) |。 在 我 们 有 r4 = 三 ri 的 情况 下 ,第 四 项 必须 
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调整 为 A4 娘 e ,等 等 。 

其 次 ,假设 其 中 的 两 个 根 为 复 根 , 比 如 

rs, re6= hi+t vu 
则 上 述 解 中 的 第 五 .六 项 应 合并 成 如 下 表达 式 : 
e* (Ascosvt + Acsinwt) [参阅 (15.24’)] 

同 理 , 若 求 得 两 个 不 同 的 复 根 , 则 必然 存在 两 个 (具有 不 同 的 大 和 
v 值 , 且 二 者 均 有 两 个 任意 常数 ) 三 角 表 达 式 。2 作为 进一步 的 可 
能 性 ,如 果 怡 好 存在 两 对 重复 根 , 则 我 们 应 采用 es 作为 其 中 一 对 
根 的 乘积 项 ,采用 te* 作 为 男 一 对 根 的 乘积 项 。 而 且 , 即 使 hh 和 w 
在 重复 根 中 具有 相等 的 值 ,也 应 给 每 一 对 复 根 以 不 同 的 一 对 任意 
常数 。 

一 且 求 得 w 和 y. ,完备 方程 (15.50) 便 可 以 轻松 求 出 。 同 前 
面 一 样 , 它 不 过 是 余 函 数 与 特别 积分 的 和 :y(t)= y, + y.。 在 此 
通 解 中 ,我 们 可 以 算出 共 及 个 任意 常数 。 因 此 ,要 得 到 定 解 , 需 
要 ”个 初始 条 件 。 


例 1 求 
y'4)(z) +6y (1)+14y (zt)+ l6y (1)+ 8Sy = 24 
的 通 解 。 此 四 阶 方 程 的 特别 积分 为 546 
yp 一 人 = 3 


由 (1S$.S1 ) ,其 特征 方程 为 


”+6r +14r*+1i6r+8=0 


中 注意 到 这 一 点 是 重要 的 :由 于 复 根 总 是 以 共 绒 对 形式 出 现 , 所 以 我 们 可 以 确 


和 
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它 可 分 解 成 如 下 形式 
(r+2)(r+2)(0r +2r+2) = 0 
由 前 两 个 加 括号 的 表达 式 ,我 们 可 以 得 到 两 个 根 x = rs= - 2, 而 
量 后 一 个 二 次 表达 式 产 生 了 一 对 复 根 xr3, r= 二 -1=i, 有 有 h= 一 1， 
v 二 1。 因 而 余 函 数 为 
y= Ate **+ Ayte ** +e ‘(Aacost + Aisint) 

通 解 为 

y(t) = Ale :+ Ayte +e ‘(Aacost + Assint) +3 
当然 ,车 我 们 有 四 个 初始 条 件 , 可 以 确定 四 个 常数 Ai,A，,A; 和 
Aso 

注意 ,本 例 中 所 有 的 特征 根 或 者 为 负 的 实 根 , 或 者 为 复 根 ,但 
其 实数 部 分 为 负 。 因 此 ,时 间 路 径 必 然 为 收敛 的 , 且 瞬 时 均衡 为 动 
态 稳定 的 。 


收敛 性 与 罗斯 定理 


解 高 次 特征 方程 并 非 总 是 一 个 轻松 的 任务 。 因 此 , 若 我 们 能 
找到 一 种 母 需 解 得 特征 根 便 可 确定 时 间 路 径 的 敛 散 性 的 办 法 ,将 
具有 巨大 的 益处 。 幸 运 的 是 ,确实 存在 这 样 一 种 方法 ,这 种 方法 可 
对 微分 方程 进行 定性 (但 不 是 图 形 ) 的 分 析 。 

这 种 方法 见 诸 于 罗斯 定理 。? 表述 如 下 : 

当 且 仅 当 如 下 行列 式 序列 


DD 关于 此 定理 的 讨论 和 其 简单 证 明 , 参 见 保罗 :了 萨 织 尔 森 :《 经 济 分 析 基 础 》, 哈 佛 
大 学 出 版 社 ,1947 年 出 版 ,第 429- 一 435 页 。 
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Cl 43 Qs 47 
dl Gd3 Us 
他 0 好 7 Ud us 


| ai |; ; C0 42 44|; 








U cl a3 Qas 
'0 ac as 
0 ca ay 4&4 


的 前 2 个 行列 式 都 为 正 时 ,n 次 多 项 式 方程 


aor” + ar” + +Ta lir+a = 0 
的 所 有 根 的 实数 部 分 为 负 。 


在 应 用 此 定理 时 ,应 记 住 |alij=al。 而 且 应 理解 ,对 于 m >547 


n ,我 们 应 取 a,, =0。 例如 ,给 定 一 个 三 次 多 项 式 方程 (n= 3), 我 
们 需要 考察 上 述 行列 式 中 前 三 个 行列 式 的 符号 ;为 此 ,我 们 应 令 
a4=as=0。 

当 我 们 回顾 一 下 ,要 使 时 间 路 径 y(z) 收 敛 ,无 论 初 始 条 件 恰 
好 为 什么 ,微分 方程 的 特征 根 都 必须 有 负 的 实数 部 分 ,那么 , 便 应 
知道 ,此 定理 与 收敛 性 的 相关 性 是 不 言 自 明 的 。 因 为 特征 方程 
(15.51') 是 一 个 n 次 多 项 式 方程 ,并 有 ao=1, 所 以 罗斯 定理 对 检 
验收 和 敛 性 具有 直接 的 帮助 。 事 实 上 ,我 们 注意 到 特征 方程 (15. 
51 ) 的 系数 与 给 定 微分 方程 (15.51) 的 系数 完全 一 致 ,所 以 ,假设 
我 们 总 是 取 ao =1, 则 将 (15.51) 的 系数 直接 代入 前 面 所 示 的 用 于 
检验 的 行列 式 序 列 , 是 完全 可 以 接受 的 。 由 于 定理 所 列 的 条 件 是 
在 “ 当 且 仅 当 ”的 基础 上 给 出 的 ,所 以 ,这 些 条 件 显然 构成 了 充 要 条 
件 。 

例 2 以 罗斯 定理 检验 例 1 中 的 微分 方程 是 否 具 有 收 伍 的 时 
间 路 径 。 此 方程 为 四 次 方程 ,从 而 n 4。 系数 为 co=1,al=6， 
a 二 14,4a3 二 16,a4 二 8,as= 二 a6= ay= 二 0。 将 其 代入 前 四 个 行列 
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” 式 , 可 求 得 其 值 分 别 为 6.68、800 和 6400。 由 于 它们 均 为 正 ,所 
以 ,我 们 可 以 断定 ,时间 路 径 是 收敛 的 。 


练习 15.7 


1 求 下面 每 一 方程 的 特别 积分 : 
(a) y (t)+2y (1t)+y (t)+2y=8 
(bp) y(t)+y (t)+3y (t)=1 
(c) 3y (2)+9y (zt)=1 
(qd) yd (1)+y (1)=4 
2 求 下 列 方程 的 y, 和 vy.( 以 及 通 解 ): 
(a) y (2)-2y (ty (+2y=4 | 
[Hint: rf —2r*- r+2=(r—-1)(r+1)(r -2)] 
(jy (1:)+7y (1t)+15y (+t)+9y=0 
[Hint: r*+7r*+15r+9= (r+1)(r*+6r+9)] 
(c)y (t)+6y (1)+10y (1:)+8y=8 
[Hint: r*? +6r*+10r+8=(r+4)(r*+2r +2)] 
3 在 上 题 所 求 得 的 特征 根 符 号 的 基础 上 ,分 析 均 衡 的 动态 稳定 性 。 然 
后 再 运用 罗斯 定理 检验 你 的 答案 。 
548 4 姓 需 求 出 下 列 微分 方程 的 特征 根 , 确 定 它们 是 否 产生 收敛 的 时 间 路 
径 ? 
(a) y (1)—-10y(t)+27y (1)— 18y=3 
(5) yy (1)+1lly (1)+34y (1)+24y=5 
(c)y (1)+4dy (1)+5y (1t)—-2y= -2 
5 由 罗斯 定理 推导 出 ,对 于 二 阶 线性 微分 方程 y (1)+aly (1)+asy= 6， 
无 论 初 始 条 件 如 何 , 当 且 仅 当 系 数 a 和 a; 均 为 正 时 , 解 的 路 径 才 是 收敛 的 。 
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第 16 和 草 离散 时 间 : 
一 阶 差 分 方程 


在 连续 时 间 情 况 下 ,变量 y 的 变化 模式 体现 于 (ty (t+)549 
等 导数 中 。 所 涉及 的 时 间 变 化 在 数量 上 是 极 微小 的 。 然 而 ,如 果 
将 时 间 视 为 离散 变量 ,因而 变量 ; 仅 取 整 数值 , 则 导数 的 概念 显然 
不 再 适用 了 。 因 此 ,正如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ,变量 y 的 变化 模 
式 必须 通过 y(z) 的 “差分 " ,而 非 其 导数 或 微分 的 概念 来 描述 。 相 
应 地 ,微分 方程 的 方法 也 需 让 位 于 差分 方程 方法 。 

在 涉及 离散 时 间 情况 下 , 仅 当 变量 1 由 一 个 整数 值 变 为 另 一 
个 整数 值 时 ,比如 由 上 = 1 变 为 :=2 时 ,变量 y 的 值 才 会 变化 。 此 
时 ,对 y 不 做 什么 假设 。 在 这 一 点 ,将 t 值 解释 成 时 期 ,而 非 时 点 
(t=1 表示 第 1 期 ,+ =2 表示 第 2 期 如 此 等 等 ) 是 很 方便 的 。 这 
样 ,我 们 便 可 以 仅 将 y 视 为 在 每 一 时 期 具有 唯一 值 的 量 。 基 于 这 
样 的 解释 ,离散 时 间 的 动态 经 济 学 常 被 称 作 期 分 析 。 但 应 强调 的 
是 ,这 里 使 用 的 “时 期 "并 非 日 历 意义 上 的 时 期 ,而 是 分 析 意义 上 的 
时 期 。 因 此 ,一 个 时 期 在 一 个 具体 模型 中 可 能 包括 一 段 日 历时 间 ， 
但 在 另 一 个 模型 中 则 可 能 包含 完全 不 同 的 日 历时 间 , 而 且 即 使 在 
同一 模型 中 ,每 一 连续 时 期 也 不 必 解 释 成 相等 的 日 历时 间 。 在 分 550 
析 意 义 上 ,一 个 时 期 仅 意味 着 在 变量 y 变化 前 所 逝去 的 一 段 时 
间 。 
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16.1 离散 时 间 、 差 分 与 差分 方程 


尽管 问题 的 形成 必然 会 变化 ,但 由 连续 时 间 到 离散 时 间 的 改 
变 ,对 动态 分 析 的 基本 性 质 并 无 影响 。 我 们 的 动态 问题 基本 上 仍 
是 由 已 知 的 变量 y 随时 间 变 化 的 模式 , 求 出 时 间 路 径 。 但 现在 的 
变化 模式 应 以 差 商 Ay/At 来 表示 ;Ay/At 是 导数 dy/dt 在 离散 
时 间 情 况 下 的 对 应 物 。 但 回忆 一 下 可 知 , 上 现在 仅 取 整数 值 ,这 
样 , 当 我 们 将 两 个 连续 时 期 的 y 值 相 比较 时 ,必然 有 At =1。 因 
此 , 差 商 Ay/Azt 可 以 简化 为 Ay ,可 称 其 为 y 的 一 阶 差 分 。 符 号 A 
表示 差 , 可 以 作为 取 (y) 的 一 阶 差 分 的 指示 。 因 此 , 它 成 为 算 符 
d/dt 在 离散 时 间 情 况 下 的 对 应 物 。 
当然 ,表达 式 Ay 可 取 不 同 的 值 ,具体 取 值 视 取 差分 (或 差分 ) 
时 所 涉及 的 连续 时 期 而 定 。 为 免 于 模糊 ,我 们 给 y 加 上 时 间 下 
标 ,并 将 一 阶 差 分 更 具体 地 定义 如 下 
AN 三 yu1—Y, (16.1) 
其 中 y, 表示 t 期 y 值 , y, ;1 是 紧 接着 期 的 那个 时 期 的 y 值 。 运 
用 这 些 符号 ,我们 可 以 将 y 的 变化 模式 以 诸如 这 样 的 方程 
Ay = 2 (16.2) 
或 
Ay: = 一 0.1 yy, (16.3) 
来 表示 。 这 类 方程 称 作 差分 方程 。 读 者 一 方面 应 注意 上 面 两 个 方 
程 的 相似 之 处 , 男 一 方面 要 注意 上 面 两 个 方程 与 微分 方程 dy/dt = 
2 及 dy/dt = -0.1t 之 间 的 相似 性 。 
尽管 差分 方程 这 个 名 称 源 于 像 Ay, 这 样 的 差 式 ,但 仍 存 在 不 
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含 A 表 达 式 且 更 便于 使 用 的 其 它 方 程 形式 。 根 据 16.1, 我 们 可 将 
〈16.2) 改 写成 


Yr! ~ Y= 2 (16.2") 
或 
Yitrl = Yt +2 (16.2”) 
至 于 (16.3), 相 应 的 等 价 形式 为 551 
yr1 -0.9y,=0 (16.3 ) 
或 
Yl = 0.9 (16.3 ) 


当 由 已 知 的 上 一 期 的 y 值 计 算 本 期 y 值 时 ,(16.2”) 和 (16.3”) 那 
种 形式 是 方便 的 。 但 在 后 面 的 讨论 中 ,我 们 将 更 经 常 地 使 用 (16. 
2 ) 和 (16.3 ) 那 种 形式 。 

注意 到 在 差分 方程 中 ,时 间 下 标的 选择 和 多少 有 些 任意 的 是 重 
要 的 。 例 如 ,将 (16.2 ) 改 写成 % 一 y-1=2, 其 中 (z 一 1) 表 示 紧 接 
着 上 期 的 那个 时 期 ,这 丝 训 不 改变 方程 的 意义 。 或 者 ,我 们 可 以 将 
其 等 价 地 表示 成 -w+i=2。 

还 应 指出 的 是 ,尽管 我 们 一 致 地 使 用 带 下 标的 y 符号 ,但 使 
用 符号 y(t),y(t +1) 及 y(t 一 1) 等 ,也 是 可 以 的 。 但 是 为 避免 在 
连续 时 间 和 离散 时 间 两 种 情况 下 均 使 用 符号 y(i), 在 期 分 析 的 讨 
论 中 ,我 们 将 坚持 使 用 带 下 标的 符号 。 

与 微分 方程 类 似 , 差 分 方程 可 以 是 线性 的 ,也 可 以 是 非 线性 
的 ;可 以 是 齐 次 的 ,也 可 以 是 非 齐 次 的 ; 既 可 以 是 一 阶 的 ,也 可 以 是 
二 阶 或 更 高 阶 的 。 以 (16.2 ) 为 例 ,可 以 将 其 分 类 如 下 :(1) 它 是 线 


性 的 ,因为 没有 任意 一 期 的 y 项 自 乘 至 二 次 或 更 高 次 割 ,也 没有 》 
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项 与 另 一 期 的 y 项 相 乘 。(2) 它 是 非 齐 次 的 ,因为 方程 右边 (其 中 
不 含 y 项 ) 为 非 零 。(3) 它 是 一 阶 的 ,因为 仅 存 在 一 阶 差分 Ay,， 
仅 含 有 一 期 时 滞 。( 将 在 17 章 中 讨论 的 二 阶 差 分 方程 则 与 此 相 
反 , 它 包含 两 期 时 混 ,因而 含有 三 个 yy 项 ;y42,yi+t+i1 及 yo) 

实际 上 ,(16.2 ) 也 具有 含 常 系数 和 常数 项 的 特征 。 因 为 常 系 
数 是 我 们 要 考察 的 唯一 情况 ,所 以 这 个 特征 是 毫 无 疑问 的 。 常 数 
项 这 一 特征 也 将 贯穿 本 章 始终 ,而 处 理 可 变 项 情况 的 方法 则 在 17 
章 中 讨论 。 


16.2 解 一 阶 差分 方程 


在 解 微 分 方程 时 ,我 们 的 目标 是 求 出 时 间 路 径 >(z )。 正 如 我 
们 所 知道 的 那样 ,此 时 间 路 径 是 时 间 的 函数 , 它 不 含 任 何 导数 或 微 
552 分 表达 式 ,并 与 给 定 微分 方程 及 其 初始 条 件 完全 一 致 。 我 们 由 差 
分 方程 所 求 出 的 时 间 路 径 也 具有 类 似 的 性 质 。 它 也 应 是 1 的 函数 
一 一 一 个 在 每 个 时 期 中 定义 y 值 的 公式 一 一 它 与 给 定 的 差分 方 
程 及 其 初始 条 件 是 一 致 的 。 此 外 , 它 一 定 不 含 诸 如 Ay, (或 像 w+1 
-多 ) 等 的 任何 差分 表达 式 。 
在 最 终 分 析 中 , 解 微 分 方程 是 一 个 积分 问题 。 那 么 , 解 差分 
方程 呢 ? 


迭代 法 


在 提出 解 差 分 方程 的 -一般 方 法 之 前 ,我 们 首先 介绍 一 种 相对 
平淡 的 方法 ,迭代 法 ;尽管 这 种 方法 相对 粗糙 ,但 能 深刻 地 揭示 所 
谓 解 “的 实质 。 
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在 本 章 ,我 们 仅 涉 及 一 阶 差 分 方程 的 情况 。 因 此 ,差分 方程 公 
描述 两 个 连续 时 期 间 的 y 的 变化 模式 。 一 旦 这 样 的 变化 模式 给 
定 ,如 以 (16.2 ) 那 种 方式 给 定 ,一旦 初始 值 yo 给 定 , 则 由 方程 求 
出 yi 便 没 有 问题 。 类 似 地 ,一 - 旦 求 得 y1, 则 通过 重复 应 用 (迭代 ) 
差分 方程 所 设 定 的 变化 模式 ,马上 就 可 以 得 到 y, ,等 等 。 这 样 ,和 
代 的 结果 便 使 我 们 得 以 导出 时 间 路 径 。 

例 1 求 差分 方程 (16.2) 的 解 , 假 定 初始 值 wx = 15。 为 完成 
选 代 过 程 , 运 用 (16.2 ) 这 种 形式 的 差分 方程 , 即 y,,1= y,+ 2， 
yo 二 15 这 种 形式 ,要 更 方便 一 些 。 由 此 方程 ,我 们 可 一 步 步 导 出 

yi1= yo t+2 
y=yt2=(y+2)+2= yo +2(2) 
Y3=y2+2=|yo0+2(2)]+2= yo + 3(2) 
一 般 而 言 ,对 任意 时 期 ; 
ye = yott2)= 15+2t (16.4) 
上 面 的 方程 给 出 了 任意 时 期 的 y 值 ( 包 括 起 始 时 期 上 =0 的 y 
值 ); 因 此 , 它 构成 了 (16.2) 的 解 。 

和 迭代 过 程 是 粗糙 的 , 它 对 应 于 以 直接 积分 粗糙 地 解 简单 微分 
方程 的 方法 ,但 它 可 以 明确 指出 产生 时 间 路 径 的 方式 。 一 般 而 言 ， 
多 值 以 设 定 的 方式 依赖 于 紧邻 的 上 一 期 的 y 值 (y,_1)。 因 此 ,一 
个 已 知 的 初始 值 yo 可 通过 所 描述 的 变化 模式 ,依次 导致 yi，, yi， 

例 2 解 差 分 方程 (16.3)。 这 次 ,不 设 定 初始 值 , 仅 以 yo 表 
示 之 。 同 样 ,处 理 另 一 种 形式 (16.3” ) 即 y, ,| 一 0.9y 要 更 方便 一 
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553 些 。 通 过 和 迭代 ,我 们 有 
yi =0.9vyo 
y=0.9y1=0.9(0.9y0)= (0.9)’yo 
y3=0.9y,=0.9(0.9)* y= (0.9)° yo 
可 将 其 概括 成 解 
y = (0.9)'yo (16.5) 
为 提高 读者 的 兴趣 ,我们 可 以 给 此 例 赋 予 一 些 经 济 意义 。 在 
简单 的 乘 数 分 析 中 ,第 0 期 的 一 次 投资 会 导致 诸 轮 支出 ,这 依次 又 
会 在 随后 各 期 产生 不 同 的 收入 增 量 。 用 y 表示 收入 增 量 ,我们 有 
yo= 第 0 期 的 投资 量 ; 但 下 一 期 的 收入 增 量 将 取决 于 边际 消费 倾 
向 (MPC)。 在 MPC=0.9, 且 若 每 期 收入 仅 在 下 一 时 期 消费 , 则 
90% 的 yo 将 在 第 1 期 消费 ,导致 时 期 1 的 收入 增 量 w% =0.9yo。 
通过 类 似 推 理 ,可 求 得 y, =0.9vi, 等 等 。 我 们 可 以 看 到 ,这 恰好 
是 上 述 选 代 过 程 的 结果 。 换 言 之 ,产生 收入 的 乘 数 过 程 可 以 通过 
像 (16.3”) 这 样 的 差分 方程 来 描述 ,而 像 (16.5) 这 样 的 解 则 可 告诉 
我 们 在 任意 时 期 i ,收入 增 量 的 大 小 。 
例 3 解 齐 次 差分 方程 
myir1 my = 0 


通过 正规 化 并 移 项 ,此 方程 可 以 写成 
JW+1 一 (二 )y 


除了 以 n/m 代替 了 0.9 以 外 ,此 方程 与 例 2(16.3”) 基 本 相同 。 
因此 ,通过 类 比 可 知 , 解 应 为 
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考察 (一 ) 项 。 正 是 通过 这 项 ,不 同 的 t 值 将 产生 其 对 应 的 y 


值 。 因 此 , 它 对 应 于 微分 方程 解 中 的 表达 式 e”。 若 我 们 更 一 般 地 
将 其 写成 六 (2 为 底 ) 并 加 上 更 一 般 的 乘积 常数 A( 而 非 yw ) ,我们 
可 以 看 到 一 般 齐 次 差分 方程 例 3 的 解 的 形式 为 

y, = Ap 
我 们 将 发 现 , Ab' 式 在 差分 方程 中 所 起 的 作用 与 Ae” 式 在 微分 方 554 
程 中 所 起 的 作用 同样 重要 。 但 是 ,尽管 二 者 均 为 指数 表达 式 , 但 
前 者 的 底 为 ,后 者 的 底 为 e。 由 此 可 以 推断 ,正如 连续 时 间 路 径 
xb 的 类 型 极 大 地 依赖 于 > 值 一 样 ,离散 时 间 路 径 w 主要 依赖 
于 0 值 。 


一 般 方法 


读者 现在 对 微分 方程 和 差分 方程 间 的 各 种 相似 性 必然 留 有 深 
刻 的 印象 。 可 以 推测 ,现在 将 要 解释 的 差分 方程 的 一 般 解 法 与 微 
分 方程 的 一 般 解 法 也 将 有 很 多 的 相似 之 处 。 

假设 我 们 正在 试图 求解 一 阶 差分 方程 

Yilt+ay= ec (16.6) 
其 中 a 和 c 为 两 个 常数 。 其 通 解 将 由 两 部 分 的 和 构成 :特别 积分 


DD 读者 可 能 会 指出 例 1 的 解 (16.4) 并 不 包含 形式 为 Ab 项 ,因而 反对 这 一 观点 。 
但 事实 上 ,这 一 -结果 的 产生 只 是 由 于 在 例 1 中 ,我 们 有 p=nA/m 二 1A/1=1, 因 而 Ab' 项 
简化 为 常数 。 
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ys, [ 它 是 完备 非 齐 次 方程 (16.6) 的 任意 解 ,] 以 及 余 函 数 y.[ 它 
是 (16.6) 的 简化 方程 的 通 解 ]。(16.6) 的 简化 方程 为 : 

yl1+ay,=0 (16.7) 
yp 部 分 仍 表 示 y 的 瞬时 均衡 水 平 ,y. 部 分 表示 时 间 路 径 与 均衡 的 
偏差 。y 与 x 的 和 构成 了 差分 方程 的 通 解 ,是 由 于 存在 一 个 任意 
常数 。 同 以 前 一 样 ,要 得 到 定 解 , 则 需 知道 初始 条 件 。 

我 们 首先 讨论 余 函 数 。 解 例 3 的 经 验 表 明 ,我 们 可 以 试探 形 
式 为 y, 二 Ab'(Ab' 关 0, 否 则 y, 会 成 为 位 于 上 轴 上 的 一 条 水 平 线 ) 
的 解 ; 在 此 情况 下 ,我 们 也 有 y,;1= 40 。 如 果 y, 和 y, ;1 这 些 值 
成 立 , 则 齐 次 方程 (16.7) 变 成 


Ab''!'+ aAb:=0 
前 去 非 零 的 公共 因子 Ab ,产生 
b+a=0 或 b= 一 a 
这 意味 着 要 使 试探 解 成 立 , 我 们 必须 令 5 = a。 因此 余 函 数 可 以 写成 
y(= Ab')= A(- a)’ 
现在 我 们 来 求 与 完备 方程 (16.6) 相 联系 的 特别 积分 。 对 这 个 
问题 , 例 3 没有 任何 帮助 ,因为 它 仅 与 齐 次 方程 有关。 但 我 们 要 注 
意 ,对 于 y, ,我 们 可 以 选择 (16.6) 的 任何 解 ;因此 , 若 形式 最 为 简 
555 单 的 试探 解 w = &( 常 数 ) 成 立 , 则 我 们 便 不 会 遇 到 实质 的 困难 。 
现在 ,车 y =k, 则 y 会 在 不 同时 间 保 持 同样 的 常数 值 ,因此 我 们 
必然 有 y,+1 = 二 &。 将 这 些 值 代入 (16.6) 得 到 


@ ”尽管 这 里 并 不 涉及 “积分 ", 但 我 们 仍 从 微分 方程 中 借用 这 一 术语 。 也 有 一 些 
作者 称 其 为 特别 解 。 
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C 
1 + 


因为 此 特定 的 & 值 满足 方程 ,所 以 特别 积分 可 以 写成 





k++i+ak= ce 和 k= 


C 
| +a 





yp(= k) = (a 关 一 1) 


这 是 一 个 常数 ,所 以 在 这 种 情况 下 它 是 一 个 稳定 均衡 。 

但 是 ,各 像 例 上 中 那样 ,恰好 a = 一 1, 那 么 ,特别 积分 cA/(1+ 
a) 没 有 定义 ,这 样 必须 求 非 齐 次 方程 (16.6) 的 其 它 解 。 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 采用 现在 已 经 熟悉 了 的 形式 为 y, = kt 的 试探 解 。 当 
然 , 这 意 昧 着 y, 411 一 k(t+1)。 将 其 代入 (16.6), 求 得 


C 
t+1]+ar 


[因为 ae =-1] 因此 y,(= kt)= ct 
这 种 形式 的 特别 积分 是 1 的 非常 数 函 数 , 因 此 它 表 示 移 动 均 衡 。 
将 y. 与 yp 加 在 一 起 ,我 们 现在 可 将 通 解 写成 如 下 两 种 形式 
中 的 一 种 : 


k(t+1)+akt= ce 和 k 


一 © 





Yr 二 A(-a)’+ 了 二 一  【[ 通 解 ,a 冯 - 1 的 情况 ] (16.8) 


1+ 
yw=A4C-ca)i+c=A+c [ 通 解 ,a = 一 1 的 情况 ] 
(16.9) 
由 于 存在 任意 常数 A ,这 两 个 解 没有 一 个 是 完全 确定 的 。 为 消除 
任意 常数 ,我 们 借助 于 初始 条 件 当 t=0 时 ,y= yo, 令 (16.8) 中 的 
t 二 0, 我 们 有 





四 加 Cc 
ww AtTra WP AT%- Ta 


因而 ,(16.8) 的 确定 形式 为 
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y = (yo 一 一 )(- 4)' + 一 [ 定 解 ,a 并- 1 的 情况 ] 


1 十 
为 一 方面 , 令 (16.9) 中 的 1=0, 求 得 yo 一 A, 从 而 (16.9) 的 确定 形 
式 为 
yi 二 yo + at |[ 定 解 ,a = 一 1 的 情况 ] (16.9") 
556 藻 将 最 后 一 个 结果 应 用 于 前 面 例 1, 那 么 ,所 得 到 的 解 与 迭代 解 
(16.4) 是 完全 相同 的 。 
谈 者 可 以 通过 如 下 两 个 步骤 ,检验 上 述 每 个 解 的 正确 性 。 首 
先 , 令 (16.8 ) 中 的 上 =0, 可 以 看 到 此 方程 化 简 为 等 式 yo = yo, 表 
明 它 满足 初始 条 件 。 其 次 ,将 y, 公式 (16.8 ) 和 类 似 的 w+ 公式 
(通过 将 (16.8 ) 中 的 1 置换 成 :+1, 便 可 得 到 ) 代 入 (16.6), 可 以 
看 到 (16.6) 化 简 为 等 式 c=c, 表 明 时 间 路 径 与 给 定 差 分 方程 是 -- 
致 的 。 解 (16.9 ) 正 确 性 的 检验 ,也 是 类 似 的 。 
例 4 解 一 阶 差分 方程 


yt1 ~ I: = 1 (» = 中 
根据 推导 (16.8 ) 的 步骤 ,我 们 可 通过 试探 解 y, = Ab'( 它 意味 着 
y+1= Ab'”,) 可 求 得 y.。 将 这 些 值 代入 齐 次 形式 y, 41 一 5y,=0， 
并 取消 公共 因子 Ab' ,得 到 5 =5。 因 此 ， 
y= A(S) 
为 求 得 y, ,试探 解 y, =&, 这 意味 着 y,;1 = 上。 将 其 代入 完备 差分 
方程 , 求 得 &= -一 。 因 此 


由 此 可 知 , 通 解 为 
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这 里 令 1 一 0 并 运用 初始 条 件 yo= ,得 到 A =2。 因 此 ,最 终 定 


解 可 以 写成 


本 
4 


_ :_ 1 
y, = 2(5) 4 


因为 本 例 给 出 的 差分 方程 是 (16.6) 在 a= -5,c=1 及 yo= 
7/4 时 的 特例 ,又 因为 (16.8 ) 是 这 类 差分 方程 的 解 的 “公式 ,所 
以 ,我 们 也 可 以 在 (16.8 ) 中 加 入 具体 参数 值 而 求 得 我 们 要 求 的 
解 ,结果 为 


17 1 1 we L 
» = (3 1 5)(5)’ + Ts = 2(5) 4 


它 与 前 面 的 答案 完全 一 致 。 
注意 ,(16.6) 中 的 w+1 项 具有 单位 系数 。 若 已 知 差分 方程 中 的 这 
项 不 具有 单位 系数 ,在 运用 解 公式 (16.8 ) 前 必须 将 其 正规 化 。 








练习 16.2 


1 将 下 列 差分 方程 变换 为 (16.2 ) 的 形式 : 


(a) Ay =7 (6) Aw=0.3y (c)Ay,=2y,—9 557 
2 用 迭代 法 解 下 列 差分 方程 

(a) y+1= y+1 (yo = 10) 

(6b) yri= ay: (yo = 86) 

(c) yi=ay 一 AP (y= yo 当 t=0) 


3 按 (16.6) 式 改写 上 题 中 的 差分 方程 ,并 用 公式 (16.8 ) 或 (16.9') 解 
之 。( 哪 个 方便 , 便 用 哪个 ,) 答 案 与 用 连 代 法 求 得 的 答案 一 致 吗 ? 
4 ”对 于 下 列 每 个 差分 方程 ,运用 推导 (16.8 ) 和 (16.9') 所 描述 的 步骤 ， 
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求 y. 和 ,以 及 定 解 : 


(a) y+11 t+ 3y,=4 (yo = 4) 
(bp) 2y,11—- y=6 (yo =7) 
(c) y11=0.2y,14 (yo = 4) 


16.3 均衡 的 动态 稳定 性 


在 连续 时 间 情 况 下 ,均衡 的 动态 稳定 性 取决 于 余 函 数 中 的 
Ae" 项 。 在 期 分 析 中 , 余 函 数 中 的 Ab' 则 起 着 同样 的 作用 。 因 为 
Ab' 的 解释 要 比 Ae' 稍微 复杂 一 些 , 所 以 我 们 在 进行 下 一 步 之 前 
首先 澄清 其 含义 。 


的 意义 


均衡 是 否 是 动态 稳定 的 问题 也 就 是 当 上 一 co 时 余 函 数 是 否 趋 
于 零 的 问题 。 从 根本 上 看 ,我 们 必须 分 析 当 上 无 限 增 大 时 Al: 项 
的 路 径 。 显 然 ,6b 值 ( 指 数 项 的 底 ) 在 这 方面 具有 关键 作用 。 我 们 
首先 抛 开 系数 A( 假 设 A =1), 单 独 考察 5 的 含义 。 

为 分 析 之 目的 ,我 们 首先 将 b 的 可 能 的 值 域 分 成 七 个 不 同 的 
区 域 , 按 着 2 值 的 递减 顺序 , 列 在 表 16.1 的 前 两 列 中 。 这 些 区 域 
也 标 在 图 16.1 纵 轴 5 的 刻度 上 ,并 以 +1,0 和 一 1 作为 分 界 点 。 
事实 上 ,这 三 个 点 本 身 构 成 了 区 域 IIIV 和 VI。 而 区 域 II 和 V 
分 别 对 应 所 有 正 分 数 和 所 有 负 分 数 的 集合 。 余 下 的 两 个 区 域 I 和 
VII, 则 是 6 的 绝对 值 超过 1 的 区 域 。 

在 每 个 不 同 的 区 域 ,指数 式 包产 生 了 不 同 的 时 间 路 径 。 在 表 
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表 16.1 4b 人 和 值 的 分 类 


不 同时 期 的 5 值 








区 域 b 值 bv 的 值 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
1:=0 1:=1 1:=2 1=3 =4… 
I 6>1 (1i5|>>1) 例如 (2)* 1 2 4 8 16 
II =1 (|bi=1) (1)! 1 1 1 ] ] 
IT o<6<1 (6|<1) 例如 (二 ) 1 二 了 了 工 二 
0 2 2 4 8 16 
IV 6=0 (Il5|=0) (0): 0 0 0 0 0 
1 、， 1 1 1 1 
V -1<6b<0 (lbl<1) 例如 (-5) 1 了 可- 到 i 
VI 656=-—1 (Il5|=1) (— 1): 1 一 上 1 一 1! 1 
VIT 6<-1 (16|>1) 例如 (-2) 1 -2 4 -8 16 


16.1 和 图 16.1 中 已 分 别 举例 说 明 。 在 区 域 I( 其 中 总 >1) ,4 必 
然 随 t 以 递增 的 速度 增加 。 因 此 时 间 路 径 的 图 形 绘 成 图 16.1 最 
上 面 的 图 形 。 注 意 ,这 个 图 形 绘 成 阶梯 函数 而 非 平滑 曲线 ,这 是 因 
为 我 们 研究 的 是 期 分 析 问 题 。 在 区 域 II(=1) 中 ,对 所 有 的 
值 ,5 均 为 1。 因 此 其 图 形 为 一 条 水 平 直线 。 接 下 来 ,在 区 域 III559 
中 ,2 表示 正 分 数 自 乘 至 整数 寄 。 当 者 数 增加 时 ,尽管 六 仍然 为 
正 ,但 必然 递减 。 在 区 域 IV,b=0 的 情况 与 5=1 的 情况 极为 类 
似 ,但 这 里 我 们 有 妈 =0 而 非 5*=1, 因 而 其 图 形 与 横 轴 重合 。 但 
这 种 情况 仅 具 有 表面 意义 ,因为 前 面 我 们 已 采纳 了 Al 天 0 的 假 
设 , 这 意味 着 2 和 0。 

当 我 们 移 至 负 的 区 域 时 ,产生 了 一 种 有 趣 的 现象 :从 一 个 时 期 
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b 舍 区 域 2 ' 的 园 形 





十 1 二 一 一 | | 一 一 -> 


和 -一 一 川 一 一 -> 








~1 一 一 一 -V| 一 一 > 0 
< 一 一 VI 一 一 > 0 | | t 
Le 
图 16.1 
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到 下 个 时 期 , 关 的 值 交 蔡 变 换 正 负 号 。 这 一 事实 清楚 地 在 表 16.1 
的 后 三 行 和 图 16.1 中 下 面 的 六 个 图 形 中 给 出 。 在 区 域 V,8 为 负 
分 数 , 交 蔡 变换 的 时 间 路 径 越 来 越 趋 近 于 横 轴 (参见 区 域 III 中 的 
正 分 数 )。 相 反 , 当 46= -1( 区 域 V1) 时 , 则 会 产生 在 +1 和 一 1 间 
持久 变换 的 时 间 路 径 。 最 后 , 当 8< -1 时 ,( 区 域 VI1) ,交替 变换 
的 时 间 路 径 会 越 来 越 远 离 横 轴 。 

引 人 注 意 的 是 ,时 间 路 径 波动 的 现象 虽然 不 可 能 仅 由 Ae" 项 
产生 (二 阶 微分 方程 的 复 根 情况 要 求 一 对 复 根 ) ,但 是 ,波动 却 可 能 
仅 由 单个 的 5 ( 或 Ab') 产 生 。 但 要 注意 ,波动 的 特征 却 有 些 不 同 ; 
有 别 于 三 角 函 数 的 波动 模式 ,图 16.1 所 描述 的 波动 是 非 平 滑 的 。 
由 于 这 个 原因 ,我 们 将 使 用 振荡 一 词 来 表示 这 种 新 的 非 平滑 的 波 
动 形式 ,尽管 很 多 作者 确实 不 加 区 别 地 使 用 “波动 ”与 “ 振 划 ”这 两 
个 词 。 

上 面 讨论 的 实质 可 通过 如 下 一 般 陈 述 来 表达 : 560 
韭 振荡 的 
振荡 的 


12|>1 . 发 散 的 
奉 , 则 产 的 时 间 路 径 将 是 
Ip|<1 收 敏 的 


注意 到 这 一 点 是 重要 的 :虽然 e" 式 的 收 仇 性 取决 于 r 的 符号 ,但 
六 式 的 收敛 性 却 依赖 于 4 的 绝对 值 。 


b>0 
| , 则 已 的 时 间 路 答 将 是 
b<0 


A 的 作用 


迄今 为 止 ,我 们 一 直 遵 慎 地 将 乘积 常数 A 排除 在 外 。 但 其 影 
响 (共有 两 方面 ) 是 相对 易于 考虑 的 。 首 先 , A 的 大 小 用 于 “放大 ” 
(比如 A=3) 或 “收缩 "(比如 车 A = 175) 的 值 。 即 它 不 改变 时 
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间 路 径 的 基本 图 形 ,但 能 产生 标 度 效应 。 而 A 的 符号 确实 从 根本 
上 影响 时 间 路 径 的 图 形 , 因 为 车 b' 为 A = -1 相 乘 , 则 图 16.1 所 
示 的 时 间 路 径 将 为 其 自身 对 横 轴 的 镜像 所 冒 换 。 因 此 , 负 A 可 以 
产生 镜像 效应 及 标 度 效应 。 


收敛 于 均衡 


上 述 讨 论 对 余 函 数 中 的 Ap0: 项 进行 了 解释 , 即 它 表 示 与 某 均 
衡水 平 的 偏差 。 若 在 Ab' 项 上 加 上 一 项 ,比如 y, =5, 则 时 间 路 径 
必然 垂直 上 移 常 数 S。 这 丝毫 不 影响 时 间 路 径 的 敏 散 性 ,但 却 改 
变 了 测定 收敛 或 发 散 时 所 参照 的 水 平 。 图 16.1 所 描述 的 是 Ap 
式 收 敛 ( 或 不 收 伍 ) 于 零 。 但 当 包 含 y, 时 , 便 变 成 了 时 间 路 径 
y 二 Ye + yp 收 钱 于 均衡 水 平 y, 的 问题 。 

关于 这 一 问题 ,我 们 再 对 5b = 1 的 特殊 情况 (区 域 II) 多 做 一 
点 解释 。 下 面 的 时 间 路 径 

y= A(1) +yp=A+ty, 
给 人 一 种 收敛 的 印象 ,因为 乘积 项 (1):=1 不 产生 任何 发 散 的 效 
末 。 但 观察 一 下 ,y, 现在 取 值 (A + yw%), 而 非 均衡 值 y, ;实际 上 ， 
它 永 远 也 不 可 能 达到 y, ,除非 A =0。 作 为 对 这 种 情况 的 一 种 解 
释 ,我 们 引用 (16.9) 中 的 一 个 时 间 路 径 , 它 涉及 一 个 移动 均衡 
yp 二 co 这 个 时 间 路 径 是 一 个 发 散 的 路 径 ,但 原因 不 在 于 在 特别 积 
561 分 中 出 现 1 ,而 在 于 非 零 的 A ,与 移动 均衡 存在 一 个 固定 的 偏差 。 
因此 ,在 规定 时 间 路 径 y, 对 均衡 y, 的 收敛 条 件 时 ,必须 排除 b= 1 
的 情况 。 


总 之 , 当 且 仅 当 |51<1 时，, 解 
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Vi 一 AD + vp 


是 一 个 收敛 的 路 径 。 
例 1 y=2( 一半)'+9 表示 哪 类 时 间 路 径 ? 因为 6= - 47 


<0, 所 以 时 间 路 径 是 振荡 的 。 但 是 因为 151= 二 <1, 所 以 振 萝 是 
衰减 的 , 且 时 间 路 径 收敛 于 均衡 水 平 9。 

无 者 应 小 心 区 别 2( - 4/5)' 和 -2( 仿 )'。 它 们 表示 完全 不 同 
的 时 间 路 径 图 形 。 

例 2 如 何 描述 时 间 路 径 y, = 3(2)'+ 4 的 特征 ?因为 6 = 
2>>0, 所 以 不 会 产生 振荡 。 但 因 |16b| =2>1, 所 以 时 间 路 径 将 发 散 
于 均衡 水 平 4。 


练习 16.3 


1 讨论 下 列 时 间 路 径 的 性 质 : 
1 
(a) y,=3‘+1 (c) y=5(- 10) 13 
o/s ar 
(6) y,=2(3) (d) yw = 34 才 ) 十 之 


2 在 练习 16.2 一 4 中 求 得 的 每 个 差分 方程 的 时 间 路 径 具 有 何 种 性 质 ? 
3 求 下 列 方程 的 解 ,并 确定 时 间 路 径 是 否 是 振荡 且 收 敛 的 : 


(a) yi 一 本 y=6 (yo = 1) 
(b) yr1t+2y,=9 (yo =4) 
(c) yri+t y=5 (yo =2) 
(d) y+1— y=3 (yo =5) 
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16.4 蛛网 模型 


为 介绍 一 阶 差分 方程 在 经 济 分 析 中 的 应 用 ,我 们 将 引证 两 个 
单一 商品 市 场 模型 的 变形 。 第 一 个 变形 称 作 蛛 网 模型 , 它 与 我 们 
前 面 介绍 的 市 场 模型 的 不 同 之 处 在 于 : 它 不 将 Q, 作为 现 期 价格 
的 函数 ,而 作为 前 一 期 价格 的 函数 。 


模 型 


考察 这 样 一 种 情境 :生产 者 的 产 出 决策 必须 在 实际 销售 之 前 
562 做 出 一 一 比如 农业 生产 ,种 植 必须 比 收获 及 产 出 的 销售 早 一 个 适 
当 的 时 期 。 我 们 假设 期 的 产 出 决策 是 基于 当时 流行 价格 P,。 但 
因 产 出 直到 (: + 1) 期 方 能 销售 ,所 以 ,P, 不 能 确定 Q, ,只 能 确定 
Q, ,+1o。 因此 ,我 们 现在 有 了 一 个 "滞后 "供给 函数 中 
Q, 11 = S(P,) 
或 者 等 价 地 ,后 移 一 期 时 间 下 标 
Q, = S(P, 1) 
当 这 个 供给 函数 与 形式 为 
Qa = D(P,) 
的 需求 函数 相互 作用 时 ,使 会 产生 一 种 有 趣 的 动态 价格 模式 。 
取 线 性 形式 的 ( 涝 后 ) 供 给 函数 和 ( 非 洁 后 ) 的 需求 函数 ,并 假 


@ 我们 这 里 作 一 个 隐 含 的 假设 :一 个 时 期 的 产 出 将 全 部 投放 市 场 , 不 留存 货 。 当 
所 研究 商品 属 易 坏 商品 或 未 曾 有 存货 的 商品 时 , 作 此 假设 是 合适 的 。 含 有 存货 的 模型 
将 在 下 节 考 察 。 


734 


ne 


定 每 一 时 期 的 市 场 价格 均 处 于 市 场 出 清 时 的 价格 水 平 , 则 我 们 有 
含 如 下 三 个 方程 的 市 场 模型 


Qu = QQ, 
Qa =a— BP, (a,8B > 0) 
Qs = -7 +0P,1 (y,$ > 0) (16.10) 


但 是 ,将 后 两 个 方程 代入 第 一 个 方程 ,模型 可 以 化 为 一 个 一 阶 差分 
方程 

BP, +oP,I = a+y 
为 解 此 方程 ,应 首先 将 其 正规 化 ,并 将 时 间 下 标 向 前 移 一 期 [ 即 变 
t 为 (t+1) 等 ]。 结 果 有 








已 ，+ GP -< 3 (16.11) 
它 是 作 了 如 下 代 换 的 (16.6) 的 复制 品 : 
_ 0 _ a+y 
y= P a 8 和 C 8 


由 于 和 8B 均 为 正 , 所 以 a 了 一 1。 因 而 ,我 们 可 以 应 用 公式 (16. 
8 ) ,得 到 时 间 路 径 


P= Po- 和 |(- 后) + 全 全 (16.12) 








其 中 Po 表示 初始 价格 。 
蛛网 563 


关于 此 模型 ， 可 以 观测 到 以 下 三 点 : 首先 ，(a+Y (B+ 
6 ) 式 构成 了 差分 方程 的 特别 积分 ， 可 以 将 其 视 为 模型 的 瞬时 均 
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衡 价 格 : 


二 


Sl 





TD I 


: -6 
因为 它 是 一 个 常数 ,所 以 是 稳定 均衡 。 将 代入 解 中 ,可 将 时 间 
路 径 已 表示 成 另 一 种 形式 


Pp, = (Po - 五)(- 全 六 + 下 (16.12”) 


此 方程 引出 了 第 二 点 , 即 表达 式 (Pu- 乙 ) 的 意义 。 因 为 (Pu 一己) 
对 应 于 AB: 项 中 的 常数 A, 所 以 ,(Po -也 ) 的 符号 决定 时 间 路 径 是 
从 均衡 水 平 以 上 开始 还 是 从 以 下 开始 (镜像 效应 ), 而 其 大 小 则 决 
定 与 均衡 水 平 的 远近 ( 标 度 效应 )。 最 后 一 点 ,还 有 式 ( -5 /B), 它 
对 应 于 Ap* 中 的 5 部分。 根据 模型 的 设 定 的 8>0,5 >0, 我 们 可 
导出 一 个 振荡 的 时 间 路 径 。 正 是 这 一 事实 导致 了 我 们 即将 看 到 的 
蛛网 现象 。 当 然 ,此 模型 可 能 产生 三 种 可 能 类 型 的 振荡 。 根 据 表 
16.1 或 图 16.1 可 知 ， 

放大 振荡 
若 6 = -8 gl wa 


衰减 振 涉 
其 中 “单位 振荡 ” ,是 指 区 域 VI 的 路 径 类 型 。 


为 使 蛛网 直观 化 ,我们 将 模型 (16.10) 绘 在 图 16.2 中 。(16.10) 
中 的 第 二 个 方程 绘 成 了 一 条 向 下 倾斜 的 线性 需求 曲线 ,其 斜率 在 数 
量 上 等 于 8。 类 似 地 ,斜率 为 6 的 线性 供给 曲线 可 由 第 三 个 方 
程 绘 出 ,当然 ,这 时 Q 轴 要 表示 洁 后 的 供给 量 > 8(S 陡 于 DD) 





中 就 市 场 出 清 意义 的 均衡 而 言 ,在 欠 一 时 期 所 达到 的 价格 都 是 均衡 价格 ,因为 我 
们 已 假设 ,对 于 每 个 1,Qy = Qu。 
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和 5<B(S 比 万 平坦 ) 的 情况 分 别 绘 在 图 a 和 图 5 中 。 但 在 每 种 
情况 下 ,D 和 S 的 交点 都 将 产生 瞬时 均衡 价格 书 。 

如 图 a, 当 56 >>B 时 ,供求 的 相互 作用 将 会 产生 如 下 放大 振 
荡 。 给 定 初始 价格 Po( 这 里 假设 高 于 已 ) , 顺 着 箭头 ,我 们 可 在 S 
曲线 上 读 出 下 一 期 的 供给 量 (第 1 期 ) 将 为 Qi。 为 使 市 场 出 清 , 第 
1 期 的 需求 量 必 须 也 为 Qi ,而 这 当 且 仅 当 价格 确定 在 Pl 时 , 方 能 


> 昌 8S<8 
Q (S 陡 于 了 D) Q (S 比 DD 平 坦 ) 





图 16.2 
做 到 ( 见 向 下 的 箭头 )。 现 在 ,根据 S 曲线 ,价格 Pi 会 导致 在 第 2 


期 产生 Q: 的 供给 量 , 且 为 使 市 场 在 第 2 期 出 清 ,按照 需求 曲线 ， 
价格 必须 定 在 P 水 平 。 重 复 这 一 推理 , 顺 着 图 中 的 箭头 ,我 们 便 
可 以 依次 推出 以 后 各 期 的 价格 和 数量 ,围绕 着 供求 曲线 结 成 “ 蛛 
网 。 比 较 价格 水 平 Po, Pi,P;,…… ,我 们 不 仅 可 以 观察 到 振荡 
的 变化 模式 ,而 且 也 可 以 观测 到 , 随 着 时 光 流 逝 ,价格 与 均衡 的 偏 
离 不 断 扩大 的 倾向 。 具 有 这 种 由 内 向 外 结 成 的 蛛网 的 时 间 路 径 是 
发 散 的 , 振 落 是 放大 的 。 
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与 其 相对 照 的 是 ,在 图 5b 中 ,5 <B, 会 结 成 一 个 指 问 中 心 的 
网 。 若 我 们 顺 着 稍 头 从 Po 出 发 ,我 们 将 越 来 越 接 近 于 供求 曲线 
的 交点 , 即 价 格 水 平 为 的 位 置 。 价 格 路 径 虽 然 是 振荡 的 ,但 却 
是 收敛 的 。 
在 图 16.2 中 ,我 们 未 绘 出 第 三 种 可 能 性 , 即 9 =8 时 的 图 形 。 
但 它 所 涉及 的 图 形 分 析 方 法 与 前 两 种 情况 是 完全 类 似 的 。 因 此 ， 
我 们 把 它 留 给 读者 作为 练习 。 
上 述 讨 论 仅 涉及 P 的 时 间 路 径 。 但 在 求 得 已 后 , 稍 作 努力 ， 
便 可 得 到 Q 的 时 间 路 径 。(16.10) 的 第 二 个 方程 将 Qu 与 已 联系 
起 来 ,从 而 , 若 将 (12.12) 或 (12.12') 代 入 需求 方程 , 便 可 马上 得 到 
Quz 的 时 间 路 径 。 进 而 ,因为 在 每 一 时 期 ,Qu 必定 等 于 Q。( 市 场 出 
清 ) ,所 以 我 们 可 以 将 此 时 间 路 径 仅 称 作 Q, 而 非 Q,,。 在 图 16.2 
中 ,这 种 替代 的 合理 性 是 很 容易 看 出 的 。 曲线 上 的 每 一 个 点 将 
565P; 与 同期 的 Q; 联系 起 来 ,因而 需求 函数 能 够 将 价格 的 时 间 路 径 
映射 到 数量 的 时 间 路 径 上 去 。 
读者 应 注意 ,图 16.2 的 图 形 方 法 即便 在 D 曲线 和 S 曲线 为 
非 线 性 时 ,也 是 可 以 应 用 的 。 


练习 16.4 


1 在 (16.10) 的 基础 上 ,分析 Q 的 时 间 路 径 ,分 析 其 收敛 性 的 条 件 。 
2 绘 出 类 似 于 图 16.2 的 图 形 ,并 证 明 , 在 9 = 6 的 情况 下 ,价格 路 径 将 
是 既 不 衰减 也 不 放大 的 单位 振荡 。 
3 给 定 蛛 网 模型 的 如 下 需求 和 供给 函数 , 求 瞬 时 均衡 价格 ,并 确定 均衡 
是 否 稳 定 : 
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i era 二 


(a) Qu = 18— 3P, Q,= -3+4P,.i 
(5) Q, =22- 3P, Q,=—-2+P,, 
(c) Qu =19—6P, Q, =6P, 1 一 5$ 
4 在 模型 (16.10) 中 , 令 条 件 Qu = Q. 及 需求 函数 不 变 ,但 供给 函数 变 成 
Q, = -7 +éPr 
其 中 P* 表示 上 期 的 预期 价格 。 进 而 ,假定 卖 者 具有 “适应 性 "价格 预期 :% 
PP = Pri+t+y(P,- Pn) (0<y 人 1) 
其 中 7 (希腊 字母 eta ) 为 预期 调整 系数 。 
(a) 给 出 上 述 方程 的 经 济 解 释 。 它 与 适应 性 预期 方程 (15.34) 在 哪些 方 
面 类 似 ,哪些 方面 不 同 ? 
(6) 若 7 取 其 极 大 值 ,会 出 现 何 结果 ?我们 可 将 蛛网 模型 视 为 现在 模型 
一 个 特例 吗 ? 
(c) 证 明 : 这 个 新 的 模型 可 通过 一 阶 差分 方程 


8 p -7ZCe+y) 
P,+i — (1 1 aiP: 8 


来 表示 。[ 提 示 : 解 供给 函数 求 P; ,然后 再 运用 Q, = Qu = a 一 BP 这 一 信 
息 。] 

(d) 求 价 格 的 时 间 路 径 。 此 时 间 路 径 必然 是 振荡 的 吗 ?” 它 能 够 振荡 吗 ? 
在 什么 条 件 下 能 振荡 ? 

(e) 证 明 : 时 间 路 径 已 | 如 果 是 振荡 的 , 则 仅 当 1-2% < -6 /B 时 , 才 会 
是 收敛 的 。 

5 蛛网 模型 , 同 前 面 遇 到 的 动态 市 场 模型 一 样 ,实质 上 是 以 3.2 市 给 出 
的 静态 市 场 模型 为 基础 的 。 在 现在 的 模型 中 , 何 种 经 济 假 设 是 其 动态 化 的 关 
键 ? 请 解释 之 。 


@ 参见 麦克 : 纳 洛 夫 “ 适 应 性 预期 与 妹 网 现象 ", 载 4 经济 学 季刊 》,1958 年 5 月 ， 
227 一 240 页 。 
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566 16.5 一 个 具有 存货 的 市 场 模型 


在 前 一 个 模型 中 ,我 们 假设 价格 以 出 清 每 期 产 出 的 方式 来 确 
定 。 该 假设 的 含义 是 :该 商品 或 者 是 易 坏 、\ 不 能 储存 的 ,或 者 是 虽 
可 储存 ,但 未 曾 留 有 存货 。 现 在 我 们 来 构建 一 个 卖 者 保有 商品 存 
货 的 模型 。 


模 型 


我 们 作 如 下 假设 : 

1 需求 量 Qj, 和 现 期 产 出 量 Q, 均 是 价格 P, 的 非 滞 后 线性 范 
数 。 

2 价格 调整 不 是 通过 每 期 市 场 出 清 来 进行 的 ,而 是 通过 卖 者 
的 定价 过 程 来 实现 的 :在 每 期 的 开始 , 卖 者 在 考虑 到 存货 状 
况 以 后 为 该 期 确定 一 个 价格 。 如 果 上 期 价格 使 存货 积累 下 
来 , 则 确定 一 个 比 上 期 低 一 些 的 价格 ;但 若 存 货 告 瑞 , 则 确 
定 一 个 比 上 期 高 的 价格 。 

3 从 一 期 到 另 一 期 的 价格 调整 与 观测 到 的 存货 变化 成 反比 。 
根据 这 些 假 设 ,我 们 可 以 写 出 如 下 方程 


Qu =a-p， (wx ,8>0) 
Qs, = -yy +oP) (7 ) 作 >0) 
Pr:i=P,-o (Qs- Qa) C >0) (16.13) 


其 中 e 表示 存货 引致 的 价格 调整 系数 。 注 意 ,(16.13) 其 实 是 14.2 
节 市 场 模型 在 离散 时 间 条 件 下 的 对 应 物 ,只 不 过 现在 的 价格 调整 
过 程 是 按 存货 (Qs - Qu ) 而 非 按 超额 需求 (Qu - Qs ) 来 表示 的 。 
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但 分 析 结 果 已 有 很 大 不 同 ;因为 在 离散 时 间 情 次 下 ,我 们 可 能 遇 到 
振 落 现象。 下面 ,我 们 米 推 导 并 分 析 时 间 路 径 。 


时 间 路 径 


把 前 两 个 方程 代入 第 三 个 方程 ,模型 可 以 化 为 一 个 差分 方程 : 
Pi-ll-oe (8+6)|IP,=oec(a-y) (16.14) 
其 解 由 (16.8 ) 给 出 : 


C+y\r a+y 567 
is) lo (B+O)) + oS 
Bto 有 (16.15) 


P, = (Po - 
=(Po— P)[1 -so (B+ )]J :+P 
因此 ,模型 的 动态 稳定 性 显然 取决 于 1 -co (B+6 ) 式 。 为 简便 计 ， 
我 们 将 此 式 以 5 表示 。 
参照 表 16.1 ,我 们 看 到 ,在 分 析 指 数 式 b' 时 ,6 值 可 定义 为 七 
个 不 同 的 区 域 。 但 因为 模型 设 定 r ,8,6 >0, 这 实际 上 已 排除 了 前 
两 个 区 域 , 所 以 只 留 下 了 列 在 表 16.2 中 的 五 种 可 能 的 情况 。 对 于 
每 个 区 域 , 第 二 列 对 bb 值 的 设 定 可 以 等 价 地 转化 为 第 三 列 所 示 的 
对 z 值 的 设 定 。 例 如 ,在 区 域 HI,2 设 定 为 0<p<1, 因 此 ,可 以 写 
出 
0 <1-o(8+9)<1 
-1<-o(8+G)<0 [三 项 均 减 去 1] 


和 7 > >0 [以 一 (8B +6 ) 通 除 各 项 ] 


最 后 一 式 给 出 了 所 求 的 对 于 区 域 HI 的 关于 c 值 的 规定 。 对 于 其 
化 区 域 的 变换 也 可 按 类 似 步骤 完成 。 因 为 在 每 一 区 域 中 ,时 间 路 
径 的 类 型 早已 从 图 16.1 知 道 , 所 以 ,go 值 的 设 定 可 以 使 我 们 由 已 
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知 的 o,B 和 5 值 识 别 时 间 路 径 P, 的 一 般 性 质 , 如 表 16.2 的 最 后 
一 行 所 示 。 
表 16.2 时 间 路 径 的 类 型 


区 域 b 三 1 -og (8+6 ) 的 值 ca 值 时 间 路 径 P, 的 性 质 
III 0<6<1 0<o < 4 非 振 荡 与 收敛 

IV 4b=0 so = 保持 在 均衡 状态 
V -1<6<0 Fr < 具有 衰减 振 萝 

VI b=-1 o = 具有 均匀 振荡 

VII b<-1 o > 具有 发 散 振荡 


* 价格 在 此 情况 下 将 保持 在 均衡 状态 这 一 事实 ,也 可 以 直接 由 (16.14) 看 出 来 。v = 
1A(B8+6 ) 时 ,P, 的 系数 变 为 零 ,(16.14) 简 化 为 已 ,= (e+y )=(a+y )/(8B+8 )= 巨 。 

例 1 若 我 们 模型 中 的 卖 者 总 是 按照 存货 减少 (增加 ) 数 量 的 
10% 来 提 ( 降 ) 价 , 且 若 需求 曲线 斜率 为 -1 ,供给 曲线 斜率 为 15 
《斜率 均 是 相对 于 价格 轴 的 ) ,那么 ,我 们 将 会 求 出 何 种 时 间 路 径 ? 

这 里 ,我 们 有 c =0.1,8=19 =15。 因 为 1/(8+6 )= 1716， 
2A(B+6 )=1/84 (二 1A10) 的 值 位 于 上 面 两 个 值 之 间 , 因 此 , 它 属 
于 区 域 V 中 的 情况 。 时 间 路 径 具 有 衰减 振 划 的 特征 。 


结果 的 图 示 总 结 


表 16.2 包含 五 种 关于 cz 值 设 定 的 可 能 的 情况 ,如果 以 图 形 表 
示 这 些 结果 , 则 更 易于 把 握 。 由 于 o 值 的 设 定 实质 上 是 参数 7 和 (8 


+6 ) 相 对 大 小 的 比较 ,所 以 ,我 们 像 图 16.3 那样 ,对 (B+6 ) 绘 出 o 
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的 图 形 。 注 意 , 我 们 只 关心 正 的 象限 ,因为 根据 模型 的 设 定 ,so 和 
(B+6 ) 均 为 正 值 。 由 表 16.2 显然 可 以 知道 ,区 域 IV 和 VI 是 分 
别 由 方程 r =1A(8+5 ) 和 cz =2/A(B+6 ) 设 定 的 。 因 为 每 个 方程 都 569 
可 以 绘 成 一 个 等 轴 双 曲线 ,所 以 这 两 个 区 域 在 图 16.3 中 可 由 两 条 
双 曲 线 来 表示 。 而 且 一 旦 我 们 有 了 这 两 条 双 曲 线 ,其 它 三 个 区 域 
便 可 以 马上 确定 了 。 比 如 ,区 域 II 只 是 位 于 下 面 的 那 条 双 曲 线 
的 点 的 集合 ,在 此 区 域 中 gog <1A(B+6 )。 类 似 地 ,区 域 V 表示 位 


区 域 VH 







2 _, 
\ =- B+ [区 域 VI] 


_ 1 
~ B+6 
[区 域 IV] 


J 


J ee re lit ei em EE me me me 四 Le me me me Im 


B+8 


图 16.3 
于 两 条 双 曲 线 间 的 点 的 集合 , 而 位 于 上 面 那 条 双 曲 线 以 上 的 点 则 
属于 区 域 VII。 
例 2 若 r =122,8=1,6=3/2, 模 型 (16.3) 含 产生 收敛 的 时 
间 路 径 P, 吗 ? 给 定 的 参数 值 对 应 于 图 16.3 中 的 点 A。 因 为 它 位 
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于 区 域 V 中 ,所 以 路 径 是 振 功 收敛 的 。 

读者 应 注意 ,在 刚才 介绍 的 两 个 模型 中 ,我 们 的 分 析 结 朱 在 每 
一 情况 下 均 表 述 成 若干 可 供 选 择 的 可 能 情况 一 一 蛛网 模型 有 三 种 
振荡 路 径 , 和 存货 模型 中 则 有 五 种 时 间 路 径 。 当 然 , 这 种 分 析 结 果 的 
丰富 性 源 于 模型 的 参数 形成 。 而 且 ,我 们 的 分 析 结 果 不 能 用 单一 
的 明确 的 答案 来 描述 是 一 个 优点 ,而 非 缺陷 。 


练习 16.5 


1 在 解 (16.14) 时 ,为 什么 运用 公式 (16.8') 而 不 用 (16.9')? 
2 在 表 16.2 的 基础 上 ,检验 从 区 域 IV 至 区 域 VII, 由 6 值 设 定向 e 值 
设 定 转换 的 正确 性 。 
3 若 模 型 (16.13) 具 有 如 下 数值 形式 : 
Q, = 21—2P, 
Qs,= -3+6P， 
P,;:1= P,—0.3(Q, —- Qa) 
求 时 间 路 径 已 , ,并 确定 它 是 否 收敛 。 
4 假定 在 模型 (16.13) 中 ,假设 每 期 供给 是 一 个 固定 数量 ,比如 Q, = 
& ,而 非 价 格 的 函数 。 分 析 价 格 随 时 间 变 化 的 行为 。 要 使 解 具 有 经 济 意义 ， 
对 值 应 施加 何 种 限制 ? 


16.6 非 线 性 差分 方程 
一 一 定性 图 解法 


迄今 为 止 ,我 们 在 模型 中 仅 采 用 线性 差分 方程 的 形式 。 然 而 ， 
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现实 经 济 生 活 并 不 总 是 符合 这 种 方便 的 线性 形式 。 幸 运 的 是 , 当 
一 阶 差分 方程 中 出 现 非 线 性 情况 时 , 仍 存 在 一 种 在 非常 一 般 的 情 


3 +1i 六 二 
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图 16.4 
况 下 就 可 以 应 用 的 容易 的 分 析 方 法 。 这 种 具有 图 示 性 质 的 分 析 方 571 
法 与 14.6 节 介 绍 的 一 阶 微分 方程 的 定性 分 析 方 法 ,有 着 极 大 的 相 
似 之 处 。 
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相位 图 


仅 有 变量 w+ 和 yw 的 非 线 性 差分 方程 ,如 
yty = 二 5 或 yt+siny-lny,=3 
等 ,可 统一 以 方程 
yiri = fly) (16.16) 

来 表示 。 其 中 f 只 要 仅 是 y 的 函数 ,复杂 到 何 种 程度 都 无 所 谓 。 
把 两 个 变量 +: 和 yw 作为 两 轴 在 笛 卡 尔 坐 标 系 中 绘 出 ,所 产生 的 
图 形 构 成 了 相位 图 ,对 应 于 f 的 曲线 为 相位 线 。 由 此 图 便 可 以 通 
过 和 迭代 过 程 分 析 变 量 的 时 间 路 径 。 

这 里 使 用 的 相位 图 和 相位 线 这 两 个 术语 与 微分 方程 中 的 情况 
类 似 ,但 在 构图 时 有 一 点 不 相似 之 处 要 加 以 注意 。 在 微分 方程 情 
况 下 ,我 们 像 在 图 14.3 中 那样 ,将 dy/di 对 yy 绘 出 ,因而 ,为 使 现 
在 情况 与 之 完全 类 似 ,我 们 应 将 Ay, 标 在 纵 轴 上 ,将 y, 标 在 横 轴 
上 。 这 样 做 并 非 不 可 能 ,但 如 图 16.4 那样 ,将 w+1 置 于 纵 轴 上 要 
方便 得 多 。 注 意 ,在 图 16.4 中 的 每 个 图 中 都 绘 出 了 一 条 45" 线 ,我 
们 会 认识 到 这 条 线 对 我 们 进行 图 解 分 析 具 有 极 大 的 帮助 。 

我 们 现在 介绍 包含 于 图 16.4a 中 的 方法 ,在 图 16.4a 中 我 们 
已 绘 出 了 表示 特定 差分 方程 y ;|= fi(y,) 的 相位 线 ( 标 为 fj )。 若 
我 们 已 知 初始 值 yo( 绘 在 横 轴 上 ), 所 以 通过 迭代 ,我 们 可 以 求 出 
y 的 所 有 后 期 值 。 首 先 ,因为 相位 线 fi 按照 方程 

y1 = fi(yo0) 

将 初始 值 yo 映射 于 yie。 我 们 可 由 yo 直接 向 上 至 相位 线 ,与 之 交 


于 点 A ,并 在 纵 轴 上 读 出 其 高 度 为 yj。 其 次 ,我 们 设法 按 方程 
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y2 = fi(y1) 

将 yi 上 映射 于 y,。 为 此 ,我 们 必须 首先 将 yi 绘 在 横 轴 上 一 一 导 yo 
的 第 一 次 映射 过 程 类 似 。 和 欲 将 w 由 纵 轴 转 绘 至 横 轴 ,运用 43 线 
便 很 容易 完成 。45° 线 的 斜率 为 1 ,是 到 模 轴 和 纵 轴 距离 相等 的 点 
[如 (2,2) 及 (5,5) 等 ] 的 轨迹 。 因 此 ,要 从 纵 轴 转 绘 y% ,只 需 由 yi 
绘 水 平 线 与 45" 线 交 于 点 B, 然 后 直接 向 下 拐 至 模 轴 , 便 确定 了 点 
y1o。 重复 这 一 过 程 ,通过 相位 线 上 的 点 C, 我 们 可 将 yi 映射 至 
yz ,然后 再 通过 45" 线 转 绘 y, ,等 等 。 

现在 ,迭代 的 性 质 已 清楚 了 。 我 们 可 以 观察 到 ,和 迭代 过 程 只 
需 如 下 步骤 便 可 实现 : 顺 着 箭头 由 yo 到 A( 在 相位 线 上 ) ,到 B( 在 572 
45 线 上 ) ,再 到 C( 在 相位 线 上 ) 等 等 一 一 总 是 在 相位 线 和 45" 线 间 
交替 一 一 而 无 需 借 助 于 坐标 轴 。 


时 间 路 径 的 类 型 


当然 ,刚才 描述 的 图 形 迭 代 同 样 可 以 应 用 于 图 16.4 中 另外 三 
个 图 形 。 实 际 上 ,图 16.4 中 的 丁 个 图 描述 了 相位 线 的 四 种 基本 类 
型 ,每 条 相位 线 代 表 不 同 的 时 间 路 径 、 前 两 条 相位 线 f1 和 f。 具有 
斜率 为 正 的 特征 ,其 中 一 条 斜率 小 于 1 ,而 另 一 条 斜率 大 于 1: 

0O<fi(y)<1 和 fs(y)>1 
而 剩 下 的 两 条 相位 线 斜 率 为 负 。 具 体 地 ,我 们 有 
-1<fy(y)<0 和 yw)<-1 

在 图 16.4 中 ,y 的 姐 时 均衡 值 ( 即 y) 位 于 相位 线 与 45° 线 的 
交点 上 ,我们 将 其 标 为 上 。 瞬 时 均衡 值 之 所 以 位 于 交点 上 ,是 因 
为 相位 线 上 的 点 ,同时 为 45" 线 上 的 点 ,会 将 y, 映射 到 等 值 的 
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y+1; 根 据 定义 , 当 w+;= yw 时 ,y 必 处 于 瞬时 均衡 状态 。 我 们 的 
主要 任务 是 确定 ,给 定 初始 值 m 天 了 ,由 相位 线 所 隐 含 的 变化 模 
式 是 会 将 我 们 至 始 至 终 引 向 了 (收敛 ) ,还 是 会 引 向 背离 了 的 方向 
(发 散 )。 

对 于 相位 线 亡 , 和 迭代 过 程 在 一 个 稳定 的 路 径 中 由 yo 引 向 了 ， 
没有 振荡 。 读 者 可 以 验证 ,车 将 yo 置 于 了 的 右边 , 仍 会 稳定 地 移 
向 5 ,但 方向 是 向 左边 移动 。 这 些 时 间 路 径 收敛 于 均衡 , 且 其 一 
般 图 形 与 图 16.1 区 域 III 所 示 的 图 形 的 类 型 应 相同 。 

相位 线 f 的 斜率 大 于 工 ,会 出 现 离散 的 时 间 路 径 。 由 大 于 了 
的 初始 值 yo 出 发 ,箭头 总 是 指向 背离 均衡 的 越 来 越 高 的 y 值 。 
读者 可 以 验证 ,小 于 了 的 初始 值 也 会 产生 类 似 的 稳定 的 发 散 运 
动 ,但 方向 同上 面相 反 。 

当 相 位 线 像 f; 和 f 那样 ,斜率 为 负 时 , 振 葛 将 会 代替 稳定 运 
动 ,而 且 现在 会 出 现 相对 于 均衡 的 过 度 调 整 (over shooting ) 现 象 。 
在 图 c 中 ,yo 指向 yj ,yl 大 于 yj; 紧 接 着 yj 的 是 vy, 而 y, 又 小 于 
3》 ,如 此 等 等 。 在 这 种 情况 下 ,时 间 路 径 的 收敛 性 由 相位 线 斜 率 的 
绝对 值 小 于 1 所 决定 。 此 即 相 位 线 户 的 情况 ,这 里 过 度 调整 的 范 
围 在 依次 各 期 中 逐渐 递减 。 而 相位 线 f 的 绝对 值 大 于 1, 出现 相 

573 反 的 倾向 ,导致 离散 的 时 间 路 径 。 

由 相位 线 户 和 f4 所 生成 的 振荡 时 间 路 径 使 人 联想 起 图 16.2 
中 的 蛛网 。 但 在 图 16.4c 或 d 中 ,蛛网 是 围绕 着 相位 线 ( 它 包 含 时 
滞 ) 和 45" 线 结 成 的 ,而 不 是 围绕 着 需求 曲线 和 (滞后 ) 供 给 曲线 结 
成 的 。 在 这 里 ,45" 线 用 作 转 绘 y 值 的 辅助 机 制 ,而 在 图 16.2 中 ， 


D 曲线 (起 类 似 于 图 16.4 中 45" 线 的 作用 ) 是 模型 本 身 的 整体 部 
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分 。 上 有 具体 地 说 ,一 旦 Q, 在 供给 曲线 上 确定 了 ,我 们 便 让 箭头 交 于 
D 曲线 ,以 便 找 到 使 “市 场 出 清 ? 时 的 价格 ,这 是 蛛网 模型 的 博弈 
法 则 。 因 而 在 标 出 两 个 轴 时 存在 一 个 基本 不 同 : 在 图 16.2 中 , 存 
在 两 个 完全 不 同 的 变量 P 和 Q ,但 在 图 16.4 中 ,坐标 轴 表 示 同 一 
变量 y 在 两 个 紧邻 时 期 的 值 。 但 要 注意 ,车 我 们 分 析 差 分 方程 
(16.11) 的 图 形 ( 它 构成 了 蛛网 模型 ) ,而 非 (16. 10) 中 单独 的 需求 
晒 数 和 供给 函数 , 则 所 得 到 的 图 形 将 是 如 图 16.4 所 示 的 相位 线 。 
换言之 ,确实 存在 两 种 蛛网 模型 的 图 形 分 析 方 法 , 且 均 能 得 到 相等 
的 结果 。 

由 对 相位 线 的 上 述 考 察 ,可 得 出 这 样 一 个 基本 法 则 :相位 线 斜 
率 的 代数 符号 决定 是 否 存 在 振荡 ,而 其 斜率 的 绝对 值 则 决定 收敛 
性 问题 。 如 果 某 相位 线 即 包括 正 斜 率 的 部 分 ,也 包括 负 斜 率 的 部 
分 , 且 如 果 其 斜率 的 绝对 值 在 某 些 点 大 于 1 ,而 在 某 些 点 小 于 1 , 那 
么 ,时 间 路 径 自 然 会 变 得 非常 复杂 。 但 即使 在 这 种 情况 下 ,图形 迭 
代 分 析 仍 一 样 容易 应 用 。 当 然 ,在 迭代 过 程 开始 之 前 ,我 们 必须 得 
到 一 个 初始 值 。 实 际 上 ,在 那些 更 为 复杂 的 情况 下 ,不 同 的 初始 值 
可 能 引致 完全 不 同 的 时 间 路 径 ( 见 练习 16.6-2 和 16.6-3)。 





具有 价格 上 限 的 市 场 


我 们 现在 介绍 一 个 非 线 性 差分 方程 的 例子 。 在 图 16.4 中 ,四 
个 非 线 性 相位 线 恰好 都 是 平滑 的 。 在 现在 的 例子 中 ,我 们 将 给 出 
非 平滑 相位 线 的 例子 。 

首先 ,我 们 取 蛛 网 模型 的 线性 差分 方程 (16.11) ,并 将 其 写成 


cf+y _ 9p (2 >0) (16.17) 


P,+ = B B : B 
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此 方程 为 P, ;= f(P,) 形 式 , 有 f(P,) = -5 /B<0。 在 斜率 绝对 
值 大 于 1, 即 放大 振荡 的 假设 下 ,我 们 在 图 16.5 中 绘 出 了 这 个 线 
性 相位 线 。 

现在 ,假设 存在 一 个 法 定价 格 上 限 P。 它 在 图 16.5 中 表现 为 
一 条 水 平 直 线 , 因 为 无 论 P, 还 是 已 ， ,都 不 允许 超过 已 水 平 。 这 


已 ,+1 


> 


J) 





Pi 11 =f{(P) 


便 造 成 位 于 P 以 上 的 那 部 分 相位 线 失 效 , 或 者 从 另 一 个 角度 看 ， 
这 使 得 PP 以 上 的 相位 线 弯 折 至 PP 水 平 ,因而 产生 了 一 个 “ 弯 折 ” 相 
位 线 。? 考虑 到 这 个 弯 折 ,这 条 新 的 ( 粗 ) 的 相位 线 不 仅 是 非 线性 


@ ”严格 地 讲 , 我 们 也 应 “ 弯 折 "水平 轴 上 点 P 右边 的 那 部 分 相位 线 。 但 只 要 另 一 
边 已 被 弯 折 , 像 现在 这 样 也 没什么 不 妇 , 因 为 P, ,1 转 绘 至 横 轴 会 自动 地 将 上 限 PP 移 至 
P, 轴 。 
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的 ,而 且 是 非 平滑 的 。 像 阶梯 函数 一 样 ,这 个 弯 折 线 不 只 需要 一 个 
方程 来 表达 ? 
下 (对 于 已 过 &) 
1 7 - 5P (对 于 已 > &) 0 

其 中 表示 在 弯 折 处 的 值 。 

假设 初始 价格 为 Po ,我们 用 图 形 迭 代 来 求 出 价格 的 时 间 路 
径 。 在 迭代 的 第 一 阶段 , 当 相 位 线 向 下 倾斜 的 部 分 起 作用 时 , 必 人 然 
会 表现 出 放大 振 葛 的 倾向 。 但 在 几 个 时 期 以 后 ,箭头 开始 接触 价 
格 上 限 ,此 后 ,时 间 路 径 进 入 在 已 和 价格 下 限 巨 之 间 持 久 循 环 运 
动 。 因 此 ,由 于 价格 上 限 , 模 型 固有 的 放大 倾向 实际 上 仍 存在 ,而 
曾经 存在 的 放大 振荡 现在 则 驯化 成 一 种 均匀 振 范 (单位 振荡 )。 

这 个 结果 的 意义 在 于 :虽然 在 线性 相位 线 情况 下 , 当 且 仅 当 相 
位 线 斜 率 为 -1 时 , 才 会 产生 均匀 振动 ,但 现在 引入 非 线性 之 后 ， 
即使 相位 线 的 斜率 不 为 -1, 仍 能 产生 同样 的 分 析 结果 。 这 个 结论 


具有 非常 重要 的 经 济 含义 。 若 有 人 观测 到 一 个 变量 的 时 间 路 径 多 575 


少 有 些 均 匀 振 荡 , 并 试图 用 线性 模型 来 解释 它 ,那么 ,他 不 得 不 依 
赖 于 一 种 非常 特殊 的 一 一 且 难 以 置信 的 一 一 模型 设 定 , 即 相位 线 
斜率 恰好 为 - 1。 但 若 引 入 非 线 性 ,无 论 是 平滑 还 是 非 平 消 的 类 
型 ,那么 便 可 以 采用 许多 更 为 合理 的 假设 , 每 个 假设 都 可 给 观察 
到 的 均匀 振荡 以 合理 的 解释 。 
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练习 16.6 


1 在 差分 方程 模型 中 ,变量 上 仅 取 整数 值 。 这 是 否 意味 着 在 图 16.4 的 
相位 图 中 ,必须 将 变量 w 和 ,1 视 为 离散 变量 ? 

2 把 一 个 倒 U 形 曲 线 的 左 半 部 分 作为 一 条 相位 线 , 并 使 此 倒 U 形 曲 
线 与 45° 线 相交 于 两 点 L( 左 边 ) 和 尽 ( 右 边 )。 

(a) 这 种 情况 是 多 重 均衡 吗 ? 

(5) 车 初始 值 yo 位 于 工 的 左边 ,会 得 到 何 种 类 型 的 时 间 路 径 ? 

(c) 若 初 始 值 位 于 工 和 RR 之 间 呢 ? 

(d) 若 初始 值 位 于 尺 的 右边 呢 ? 

(e) 对 在 工 和 R 的 均衡 的 动态 稳定 性 ,分 别 可 以 得 出 什么 结论 ? 

3 使 用 倒 U 形 曲 线 作为 相位 线 。 令 其 向 上 倾斜 的 部 分 与 45" 线 交 于 点 
工 , 令 其 向 下 倾斜 的 部 分 与 45" 线 交 于 点 R。 回 答 上 题 提 出 的 五 个 问题 。( 注 
意 : 你 的 答案 取决 于 绘 出 相位 线 的 具体 方式 ;要 考虑 到 各 种 可 能 性 。) 

4 在 图 16.5 中 ,废除 法 定价 格 上 限 ,增加 最 低 价 格 P,。 

(a) 相位 线 会 产生 何 种 变化 ? 

(5) 它 还 会 是 弯 折 的 吗 ? 还 是 非 线 性 的 吗 ? 

(c) 还 会 产生 价格 的 均匀 振荡 运动 吗 ? 

$5 参考 (16.17 ) 和 图 16.5, 证 明 常 数 庆 可 以 表示 成 

4 = -EP 
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第 17 章 高 阶 差 分 方程 57 


上 一 章 的 经 济 模型 由 那些 将 P, 与 P,， 1 联系 起 来 的 差分 方程 
构成 。 因 为 一 个 时 期 的 已 值 可 唯一 地 确定 下 一 时 期 的 已 值 ,所 
以 ,一 旦 初始 值 Po 给 定 , 则 P 的 时 间 路 径 便 完全 确定 了 。 但 是 也 
可 能 出 现 这 种 情况 :上 期 的 经 济 变量 ,比如 yw ,不仅 取决 于 和 -1 ,而 
且 取 决 于 w. >。 这 样 便 引 出 了 二 阶 差分 方程 。 

严格 地 讲 ,二 阶 差分 方程 是 一 个 包含 表达 式 A yw ,但 不 含 高 
于 二 阶 差分 的 方程 。A* y, , 读 作 y 的 二 阶 差分 。 而 符号 A* 是 符 
号 d?/di? 在 离散 时 间 情 况 下 的 对 应 物 , 表 示 “ 取 二 阶 差 分 ”如 下 : 

A y, =A(Ay,)=A(y+1— y,) [由 (16.1)] 
= (y+2— y+1)— (yr1™ Yi) [ 仍 由 (16.1)]? 
= Yr2 Yt1t Ys 
因此 ,yw 的 二 阶 差分 可 以 转换 为 包含 两 期 时 滞 的 项 的 和 。 因 为 像 57? 
A*y, 和 Ay, 这 样 的 表达 式 写 起 来 很 麻烦 ,所 以 我 们 将 二 阶 差分 方 
程 重新 定义 为 包含 变量 的 两 期 时 沾 的 方程 。 类 似 地 ,三 阶 差分 方 
程 为 包含 三 期 时 滞 的 方程 ;等 等 。 


DD” 即 , 若 我 们 将 (y,41 一 3) 中 的 下 标 向 前 移 一 个 时 期 ,得 到 新 表达 式 (y,,，- 
y+1) ;然后 再 从 后 一 个 式 中 减 去 原 表 达 式 。 注 意 , 因 所 得 的 差分 可 以 写成 Ay,+1 - 
Ayw ,所 以 可 以 推出 如 下 运算 法 则 : 

Atyrl- yi) = Ayir! — Ay, 
它 使 我 们 联想 起 可 应 用 于 和 或 差 的 求 导 法 则 。 
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我 们 首先 集中 讨论 二 阶 差 分 方程 的 解法 ,然后 再 在 后 面 的 章 
节 中 将 其 推广 至 高 阶 差分 方程 。 为 控制 讨论 的 范围 ,在 本 章 ,我 们 
仅 讨 论 常 系数 线性 差分 方程 。 但 对 常数 项 和 可 变 项 两 种 形式 , 均 
作 考 察 。 


17.1 具有 和 党 系数 和 稼 数 项 
的 二 阶 线性 差分 方程 


一 类 简单 的 二 阶 差 分 方程 的 形式 为 
Yr2 +t AY t+ ary = 6 (17.1) 
读者 应 注意 到 ,此 方程 为 线性 、 非 齐 次 , 且 具 有 常 系数 (al，as) 和 和 
常数 项 c 的 差分 方程 。 


特别 积分 


同 以 前 一 样 ,可 以 预期 (17.1) 的 解 具 有 两 部 分 :表示 y 的 瞬 
时 均衡 水 平 的 特别 积分 y, ,表示 每 一 时 期 与 均衡 的 偏差 的 余 函 数 
ye。 特别 积分 定义 为 完备 方程 的 任意 解 , 有 时 通过 试探 形式 为 y 
二 的 解 便 可 以 求 出 。 将 y 的 这 个 党 数值 (17.1) ,我 们 得 到 


Cc 


E+alkti+ak= ce 和 R= Tiarta, 


因此 ,只 要 (1 + al+ a;) 半 0, 特 别 积 分 为 


yp (= k) = 一 一 一 一 (al + a 二 一 1 的 情况 ) 


】 十 dl 十 QD 
(17.2) 


例 1 求 y,-3wi+4y=6 的 特别 积分 。 这 里 我 们 有 ai = 
54 





-3,a=4,c=6。 因 为 ci+as 天 -1, 由 (17.2) 可 得 如 下 特别 积 
分 : 


_ 6  - 
11-3+4 


在 alj+az= 一 1 情况 下 ,试验 解 y, = 上 不成立, 所以, 必须 再 
试探 y, = kt。 将 = 及 代 人 (17.1), 并 记 住 我 们 现在 有 y,41 = 二 578 
(t+l),yw+r2=&+2), 我 们 求 得 

k(t +2)+alk(t +1)+ askti =e 


3 


和 Cc 蕊 


4 (1+a1ta)t+ait2 al+2 
| 因 为 CI 十 CC 一 一 | 
因此 ,我 们 可 将 特别 积分 写成 


C 
CQ1 十 了 





yp(= kt) = t (a1+ a 二 一 1;al 关 一 2 的 情况 ) 


(17.2 ) 

例 2 求 yi12+ ytl -2y,=12 的 特别 积分 。 这 里 ,ali=1， 

a = 一 2,c=12。 显 然 ,不 能 应 用 公式 (17.2) ,但 可 应 用 (17.2 )。 
因此 ， 


__12 
“? 1+2 


此 特别 积分 表示 移动 均衡 。 

若 al+a= 一 1, 但 同时 ali= 一 2( 即 车 41= 一 2,， a2=1), 则 
我 们 可 采用 形式 为 y, = kt? 的 试探 解 ,这 意味 着 yy 11=k(t +1)”， 
等 等 。 如 读者 可 以 验证 的 那样 ,在 此 情况 下 特别 积分 为 





:= 4t 


St (al = 二 一 2;as = 1 的 情况 )(17.2 ) 
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但 是 ,因为 此 公式 仅 能 应 用 于 差分 方程 为 Yt+2™ yr] 十 多 二 C 这 
种 情况 ,所 以 其 价格 是 非常 有 限 的 。 


余 函 数 


为 求 出 余 函 数 ,我 们 必须 集中 讨论 简化 方程 
yarz+ari+ay = 0 (17.3) 
解 一 阶 差分 方程 的 经 验 告诉 我 们 ,A42: 式 在 这 种 方程 的 通 解 中 起 
非常 重要 的 作用 。 因 此 ,我 们 先 试探 形式 为 y,= Ab! 的 解 , 它 自然 
意味 着 w+1= Ab''!, 等 等 。 我 们 的 任务 便 是 确定 A 和 6 的 值 。 
将 试探 解 代 入 (17.3), 方 程 变 成 
Ap +alAo +aAp = 0 
或 在 消去 ( 非 零 ) 共 同 因 子 A4 后 ,有 
52+aip+a =0 (17.3”) 
此 二 次 方程 一 一 (17.3) 或 (17.1) 的 特征 方程 一 一 与 (15.4 ) 具 有 
可 比 性 。 它 具有 两 个 特征 根 : 
一 41 十 Val ~ 4a2 


bi1,b> = 7 


(17.4) 


579 对 解 Ab' 中 的 而 言 ,上 述 每 个 根 都 是 可 接受 的 。 事 实 上 ,6b 和 


bs 均 应 在 齐 次 差分 方程 (17.3) 的 通 解 中 出 现 , 恰 如 在 微分 方程 中 
的 情况 一 样 ,此 通 解 必然 包括 两 个 线性 无 关 的 部 分 ,每 一 部 分 都 有 
自己 的 乘积 任意 常数 。 

关于 特征 根 , 视 平方 根 式 (17.4) 的 情况 ,可 能 遇 到 三 种 可 能 
的 情形 。 读 者 会 发 现 ,这 与 15.1 节 对 二 阶 微分 方程 的 分 析 极其 相 


似 。 
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第 一 种 情况 (不 同 的 实 根 ) 当 alt>4a 时 ,(17.4) 中 的 平方 
根 为 实数 ,2 和 65, 为 不 同 的 实 根 。 在 这 种 情况 下 ,bi 和 55 线性 
无 关 , 余 函数 可 以 简单 地 写成 bi 和 b5 的 线性 组 合 , 即 

y= AI 的 二 有 的 (17.5) 
读者 可 将 其 与 (15.7) 相 比较 。 

例 3 求 wa+ywri-2y=1l2 的 解 。 此 方程 的 系数 为 al = 
1,az= 一 2。 由 (17.4) ,可 求 得 特征 根 为 =1,2 = 一 2。 因 此 ， 
余 函 数 为 

多 三 4 六 +A(-2) = Al+A,(— 2)’ 
因为 在 例 2 中 ,给 定 差分 方程 的 特别 积分 已 求 得 为 mw =4+ ,所 以 ， 
我 们 可 将 通 解 写成 

y= y+y, = Alt+ A(-2) +4 

仍 有 两 个 任意 常数 A! 和 A, 有 待 于 确定 。 要 确定 这 两 个 值 ， 
必须 有 两 个 初始 条 件 。 假 设 我 们 有 yo=4 和 yi =5。 则 依次 令 通 
解 中 的 1:=0 和 z=1, 我 们 求 得 

yo 二 A1t+ A,(=4 由 第 一 个 初始 条 件 ) 

y1 二 A1-2A,+4(=5 由 第 二 个 初始 条 件 ) 
任意 常数 可 以 确定 为 Al =3, A,=1。 则 最 终 可 将 定 解 写成 

y=3+(—-2):+4t 

第 二 种 情况 ( 重 实 根 )” 当 ai = 4as 时 ,平方 根 (17.4) 为 零 ， 
特征 根 为 重 根 : 


dl 


2 


现在 , 若 我 们 将 余 函 数 表 示 为 (17.5) 的 形式 , 则 两 部 分 将 合并 为 一 580 
757 


b(= pi 一 pb ) = 一 





项 : 
Ai 的 Ab = (A1+ A,)b' SAO 

此 式 无 效 ,因为 现在 缺 一 个 常数 。 

为 补 上 缺失 的 部 分 (我 们 回顾 一 下 ,这 部 分 应 与 A36’ 项 线性 
无 关 ) ,还 需 重 施 以 变量 上 乘 久 这 个 故 技 。 这 样 这 个 新 的 项 可 取 
A4itb' 这 种 形式 。 它 与 A3b' 线性 无 关 应 是 很 明显 的 ,因为 我 们 永 
远 不 能 给 A3b' 加 上 一 个 常 系数 而 得 到 Asztb':。Astb' 像 As 一 
样 ,确实 可 以 作为 齐 次 方程 (17.3) 的 合格 解 这 一 事实 ,可 以 很 容易 
得 到 验证 :只 需 将 y, = A4stb【 和 yri= 44:C+1)0 等 ] 代 和 人 
(17.3)9 , 便 可 以 看 到 (17.3) 简 化 为 一 个 恒等式 0=0。 

因此 , 重 根 情况 下 的 余 函 数 为 

多 = Asb' AtB (17.6) 

读者 可 将 其 与 (15.9) 相 比较 。 

例 4 求 y;,+6y,11+9y,=4 的 余 函 数 。 系 数 为 al=6,a， 
=9, 可 求 得 特征 根 为 61 = 5s,= -3。 这 样 我 们 有 

y. = As(—3):+ Ast(— 3): 

车 我 们 再 进一步 ,可 很 容易 求 得 y, = 1/4, 则 给 定 差分 方程 的 

通 解 为 


y, = As(— 3) + Ast(— 3): + 下 


符 给 定 两 个 初始 条 件 , 便 可 以 确定 As 和 A 的 值 。 
第 三 种 情况 ( 复 根 ) 在 最 后 一 种 可 能 ,a1<4az 情况 下 ,特征 
根 为 共 绒 复 根 。 具 体 地 , 根 的 形式 为 


OD 代入 时 应 注意 ,此 时 有 ai 一 4a), 及 上 b= a1/2o 
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bi1,b» 二 及 圭 vi 


其 中 
/ 2 
六 = 人 和 = 人 (17.7) 


因此 , 余 函 数 变 成 
y= A + A2b? = Ah + vi) + A(h — vi)! 
上 式 表 明 ,解释 y. 并 不 容易 。 但 幸运 的 是 ,由 于 在 (15.23’) 中 给 
出 的 棣 莫 弗 定理 ,此 余 函 数 很 容易 化 为 三 角 范 数 ,而 三 角 函 数 我 们 
已 知道 如 何 解释 。 
根据 棣 莫 弗 定理 ,可 以 写 出 
(hh + vi)’ = R'(cosQt + i sin 0:) 581 

由 (15.10) 可 知 , 其 中 的 R 值 ( 总 取 正 值 ) 为 : 

R= Vhi+ vw = 42 二 4 = Va (17.8) 
其 中 6 为 (0,2r ) 内 的 角 ,以 弧度 度量 。 它 满足 条 件 


A . _ 
0 RT 2 和 sin8 = 
因此 , 余 函 数 可 以 变换 如 下 
y. = AlR’'(cost + i sinGt) + A, R’'(cosbt — isin0t) 
= RI(A!1+ As)costt +(A —- A,)isinO | 
= R'(AscosOt + AscsinObt) 


(17.10) 
其 中 我 们 采用 了 简写 符号 
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A; 生 A1+A， 和 A 三 (A1 ~ A,)i 

余 函 数 (17.10) 与 其 在 微分 方程 中 的 对 应 物 (15.24 ) 有 两 点 
重要 区 别 。 首 先 ,表达 式 cosbz 和 sing 已 取代 了 原来 使 用 的 
cosvt 和 sinzt。 其 次 ,乘积 因子 R'( 以 R 为 底 的 指数 ) 已 取代 了 自 
然 指 数 式 扩 。 总 之 ,我们 已 由 复 根 的 笛 卡 尔 坐 标 系 (六 和 zm) 转 换 
到 极 坐 标 系 (R 和 0)。 一 旦 及 和 wv 已 知 , 则 尺 和 9 的 值 可 由 
(17.8) 和 (17.9) 确 定 。 如 果 我 们 能 够 首先 确定 af 之 4as, 且 根 确 
实 为 复 根 , 则 也 有 可 能 通过 (17.8) 和 (17.9) ,直接 由 参数 a| 和 a， 
计算 尺 和 0 值 。 

例 5 求 y,;,+1/4y,=5 的 通 解 。 这 里 ,系数 cl=0 和 a,= 
1/4, 这 是 一 个 ai<4a? 的 复 根 的 例子 。 由 (17.7) 可 知 , 根 的 实 和 
虚 的 部 分 为 hh=0, v1/2。 由 (17.8) 可 得 


1 _ 1 
R= 0+ (53) = 刁 
因为 6 值 可 满足 两 个 方程 
cosg = 人 =0 和 sin9 = 名 =1 


582 由 表 15.1 可 得 出 结论 


一 邢 
(= 2 


因而 , 余 函 数 为 


2 2 2 
为 求 y, ,我 们 在 完全 方程 中 尝试 常数 解 y, =k。 这 产生 上 = 
4, 因 此 ,yy, =4, 且 通 解 可 以 写成 


vf 
y， 一 (z) (Ascos $1 + Aosin St)+4 (17.11) 


t 
y. 三 (z) (Ascos 夺 1 十 Aosin 于 + ] 


2 2 
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例 6 求 w%-4yr+l6w=0。 首 先 ,很 容易 求 得 特别 积 
分 为 y, =0。 这 意味 着 通 解 y,( = y+ y,) 将 与 y. 一 致 。 为 求 得 
y. ,我 们 注意 到 系数 a1 = 一 4 和 a, = 16, 确 实 能 够 产生 复 根 。 因 
此 ,我 们 可 直接 将 a 和 a, 的 值 代 入 (17.8) 和 (17.9) 以 得 到 

R= V16=4 

cosg = 了 7 = 六 和 sin9 = 1 -6 3- 

根据 后 两 个 方程 ,由 表 15.2 可 知 


4 


bl 


0= 


3 
由 此 可 知 , 余 函数 (这 里 也 是 通 解 ) 为 


元 


y( 人 = y,) = 4:( Aucos 3 


t+ Ascsin 3t) (17.12) 


时 间 路 径 的 收敛 性 


同 在 一 阶 差 分 方程 中 的 情况 一 样 ,时 间 路 径 y, 的 收敛 性 仅 取 
决 于 当 z 一 co 时 ,y 是 否 趋 近 于 零 。 因 此 ,我 们 在 图 16.1 中 所 了 
解 的 关于 bb 式 的 各 种 图 形 仍 可 应 用 ,尽管 在 这 里 我 们 必须 考察 两 
个 特征 根 , 而 非 一 个 特征 根 。 

首先 考察 不 同 实 根 的 情况 :5b1 关 5b,。 车 1651| >1,165,|>1, 则 
余 葡 数 (17.5) 中 的 两 项 A16bi 和 A,6b5 将 是 放大 的 ,因此 y. 必然 
古 发 散 的 。 相 反 , 若 161<1，|1b1<1, 当 上 无 限 增 大 时 ,y 中 的 
两 项 将 收敛 于 零 ,y 也 将 收敛 于 零 。 但 若 1651| >1 而 |b2|1<1 ,会 
如 何 呢 ? 在 这 种 中 间 情 况 下 ,很 明显 ,A; 的 项 将 会 “消失 ”, 而 另 一 
项 会 越 来 越 偏 离 零 值 。 由 此 可 知 , Aibi 最 终 必 将 控制 局 势 , 并 使 
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路 径 发 散 。 

我 们 将 绝对 值 较 大 的 那个 根 称 作 强 根 (dominant root )。 由 
此 看 来 ,实际 决定 时 间 路 径 的 特征 ,至少 是 关于 其 敛 散 性 这 一 特征 
的 是 强 根 。 实 际 情况 也 的 确 如 此 。 因 此 ,我 们 可 以 这 样 表 述 : 无 论 
初始 夭 件 如 何 , 当 且 仅 当 强 根 的 绝对 值 小 于 1 时 ,时 间 路 径 将 是 发 
散 的 。 读 者 可 以 验证 ,在 两 个 根 的 绝对 值 都 大 于 1 或 小 于 1 的 情 
况 下 (上 面 讨 论 过 ) ,以 及 在 一 个 根 的 绝对 值 恰 好 为 1 的 情况 下 (上 
面 未 曾 讨论 ) ,这 个 结论 都 是 成 立 的 。 但 要 注意 ,尽管 收敛 性 最 终 
仅 取 决 于 强 根 ,但 非 强 根 也 会 对 时 间 路 径 施加 一 定 的 影响 ,至 少 在 
起 始 阶 段 是 如 此 。 因 此 ,yw 的 确切 图 形 仍 取决 于 两 个 根 。 

其 次 考察 重 根 的 情况 ,我 们 发 现 如 (17.6) 所 示 , 余 函数 包含 
项 A3b: 和 Astb:。 前 者 我 们 早已 熟悉 ,但 对 后 者 ( 它 包 含 一 个 乘 
积 因 子 1 ) 仍 需 做 一 点 解释 。 如 果 |65|>>1,6。' 项 将 放大 ,而 乘积 项 
t 随 着 1 的 增加 ,会 进一步 增强 放大 性 。 另 一 方面 ,如 果 |b|<1， 
则 上 部 分 ( 当 上 增加 时 , 它 趋 于 零 ) 和 上 部 分 变化 方向 相反 , 即 z 
值 将 会 抵 销 而 非 强 化 5。 那 么 , 哪 种 力量 更 强 一 些 呢 ? 答案 是 ,b 
的 衰减 力量 总 是 会 超过 上 的 放大 力量 。 因 此 ,在 重 根 情 况 下 对 收 
敛 性 的 基本 要 求 仍 是 根 的 绝对 值 小 于 1。 

例 7 分 析 上 面 例 3 和 例 4 的 解 的 收敛 性 。 例 3 的 解 为 

y=3+(-2):+4t 

其 根 分 别 为 1 和 一 2,[3(1)‘= 3], 而 且 这 里 存在 一 个 移动 均衡 
4t。 强 根 为 -2, 时 间 路 径 是 发 散 的 。 

对 于 例 4, 其 解 为 


y, = As(— 3): + Ast(— 3):+ 广 
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其 中 12| =3, 时 间 路 径 也 是 发 散 的 。 

现在 我 们 考察 复 根 的 情况 。 由 余 函 数 的 一 般 形式 (17.10) ， 

y. = R'(AscosOt + Asingt ) 

显然 可 知 , 括 号 中 的 表达 式 , 像 (15.24') 中 的 表达 式 一 样 ,将 产生 
一 种 周期 性 波动 形式 。 但 因 在 这 里 ,变量 : 仅 取 整数 值 0,1,2， 
… ,我 们 仅 能 捕捉 并 利用 三 角 函数 图 形 中 点 的 子 集 。 在 每 个 这 样 
的 点 上 ,直到 达到 下 一 个 相关 的 点 以 前 ,> 值 在 一 个 完整 的 时 期 内 584 
都 是 有 效 的 。 如 图 17.1 所 描述 的 那样 ,所 产生 的 路 径 既 不 是 通常 
的 振荡 形式 (在 紧邻 的 时 期 中 ,不 在 y, 值 的 上 下 交替 ) ,也 不 是 通 
常 的 波动 形式 ( 非 平滑 ), 而 是 表现 出 一 种 阶梯 波动 。 就 收敛 性 而 
言 ,尽管 决定 性 的 因素 实际 上 是 R' 项 , 它 像 (15.24 ) 中 的 er 项 一 
样 ,将 确定 阶梯 波动 在 1 增加 时 是 得 到 强化 ,还 是 受到 削弱 。 在 现 
在 这 种 情况 下 , 当 且 仅 当 尺 <1 时 ,波动 才能 逐渐 缩减 。 因 为 根据 
定义 ,R 是 共 轿 复 根 (h + wi) 的 绝对 值 ,所 以 , 收敛 性 的 条 件 仍 是 
特征 根 的 绝对 值 小 于 1。 


[一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 dd 一 一 一 一 ~ 


概 言 之 ,对 于 特征 根 的 所 有 三 种 情况 ,无论 初始 条 件 为 如 何 ， 
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当 且 仅 当 每 个 根 的 绝对 值 小 于 1 时 ,时 间 路 径 将 会 收敛 于 (一 个 稳 
定 的 或 移动 的 ) 瞬 时 均衡 。 

例 8 时 间 路 径 (17.11) 和 (17.12) 收 敛 吗 ”在 (17.11) 中 ,我 
们 有 R=1 人 人 2, 所 以 时 间 路 径 将 收敛 于 一 个 稳定 均衡 (= 4)。 而 在 
(17.2) 中 ,我 们 有 R=4, 所 以 时 间 路 径 不 再 收敛 于 均衡 ( ==0)。 


练习 17.1 


1 号 出 下 列 每 个 方程 的 特征 方程 ,并 求 出 特征 根 : 


(a) yr yrit 广 y=2 (c) yt2+ 方 +1 一 方 加 =5 
(86) yr2— 4y+1+4y,=7 (d) y+2 ~ 2y+1+3y,=4 
2 对 于 上 题 中 的 每 个 差分 方程 ,根据 特征 根 判 定时 间 路 径 是 否 包 含 振 
荡 或 阶梯 波动 ,以 及 时 间 路 径 是 否 是 放大 的 。 
585 3 求 练习 17.1 一 1 中 的 方程 的 特别 积分 。 它 们 表示 平稳 均衡 或 移动 均 
衡 吗 ? 
4 解 下 列 差 分 方程 : 


(a) yrrt3yri1- 9 (yo=6;y1= 3) 

(b) yz 一 2yYrl+2yw=1 (yo=3;y1=4) 
1 

(c) ya Ytrit y=2 (yo=4;y1=7) 


5 分 析 上 题 所 得 到 的 时 间 路 径 。 


17.2 萨 纪 尔 森 乘 数 一 加 速 相互 作用 模型 


我 们 引用 萨 织 尔 森 教 授 的 经 典 的 相互 作用 模型 ,作为 描述 二 
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阶 差 分 方程 在 经 济 学 中 应 用 的 一 个 例子 。 此 模型 探索 当 加 速 原理 
与 凯恩斯 乘 数 一 起 发 生 作 用 时 ,收入 决定 的 动态 过 程 .d 此 外 ,此 
模型 还 证 明 ,仅仅 是 乘 数 和 加 速 数 的 相互 作用 ,就 能 够 产生 内 生 的 
周期 性 波动 。 


结 构 


假设 国民 收入 Y, 由 三 种 支出 流 组 成 :消费 C, ;投资 1; 政府 
支出 G,。C, 被 看 成 上 期 收入 Y,_ | 的 函数 ,而 非 本 期 收 和 人 的 函数 。 
为 简单 起 见 ,假设 C, 严格 地 与 Y,_ | 成 比例 。 作 为 一 个 “引致 ” 变 
量 , 投 资 是 消费 者 现行 支出 倾向 的 函数 。 当 然 , 正 是 通过 这 一 引致 
投资 ,加 速 原 理 才 得 以 进入 模型 。 具 体 地 ,我 们 假设 工 与 消费 增 
量 AC: =C-C 1 成 国定 比例 。 而 第 三 个 支出 流 G, , 则 可 视 为 
外 生变 量 。 事 实 上 ,我 们 将 假设 它 是 一 个 常数 ,并 以 Go 表示 之 。 


这 些 假 定 可 以 转换 成 如 下 方程 组 : 
Y,=C,+L,+ Go 
C, = Y,.1 (0<y<1) (17.13) 
1, =a(C,— C,) (a > 0) 


其 中 y (希腊 字母 gamma) 表 示 边 际 消费 倾向 ,a 表示 加 速 数 (加 速 
系数 的 简写 ) 。 注 意 , 如 果 从 模型 中 剔除 引致 投资 ,我 们 就 得 到 一 586 
个 描述 动态 乘 数 过 程 的 一 阶 差 分 方程 (参见 16.2 节 例 2)。 但 若 
模型 中 包含 引致 投资 ,我 们 便 得 到 一 个 描述 乘 数 与 加 速 数 相 互 作 





”保罗 - 萨 缪 尔 森 :“ 乘 数 分 析 与 加 速 原理 的 相互 作用 " , 载 《美国 经 济 评论 》,1939 
年 5 月 ,75 一 78 页 。 重 印 于 美国 经 济 协会 《经 济 周 期 理论 文摘 》, 里 查 德 . 艾 尔 文 主编 ， 
Homewood 出 版 公司 1944 年 版 ,261 一 269 页 。 
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用 的 二 阶 差分 方程 。 
利用 第 二 个 方程 ,我 们 可 用 收入 将 五 表示 如 下 : 

I,= ay -yo)=ar (Y,1— Y,.,) 
将 此 式 与 C, 代入 (17.13) 中 的 第 一 个 方程 并 整理 ,模型 可 以 化 简 
为 一 个 方程 

Y,-7y (ll+a)Y, +ay Y= Go 
或 者 等 价 地 (将 下 标 前 移 两 个 时 期 )， 
: Yi -7 (1+a)Y tayyY,= Go (17.14) 
由 于 它 是 一 个 其 有 常 系数 和 常数 项 的 二 阶 线性 差分 方程 ,所 以 可 
用 刚才 学 过 的 方法 解 之 。 


解 法 


作为 特别 积分 ,由 (17.2) ,我 们 有 


co co 
1=-7y(1l+a)+ay 1 一 my 





ry 


读者 也 许 注 意 到 ,表达 式 1A(1 -7 ) 只 是 一 个 乘 数 ,但 它 只 是 在 不 
存在 引致 投资 时 才 成 立 。 因 此 ,Go/(1 一 y )( 外 生 支 出 乘 以 乘 数 ) 
应 在 下 述 意 义 上 给 出 均衡 收入 :此 收入 水 平 满足 均衡 条 件 “ 国 民 收 
人 三 总 支出 【参见 (3.24)】。 然 而 ,作为 此 模型 的 特别 积分 , 它 也 
给 出 瞬时 均衡 收入 。 

关于 余 函 数 ,存在 三 种 可 能 的 情况 。 在 这 里 ,第 一 种 情况 (ai > 
4a2) 的 特征 为 

X73X31+a) >4o 或 7y(I+a) > 4a 
或 
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a 


4a 
> (J 十 a )* 


类 似 地 ,要 描述 第 二 、 三 种 情况 的 特征 ,我们 只 需 将 上 面 最 后 一 个 
不 等 式 中 的 > 号 分 别 变 成 = 号 和 芭 号 即 可 。 在 图 17.2 中 ,我 们 绘 
出 了 方程 y = 4a/ (1L+a) 的 图 形 。 根 据 上 面 的 讨论 ,恰好 位 于 此 
曲线 上 的 (a,y ) 数 偶 属于 第 二 种 情况 。 而 位 于 该 曲线 上 面 (包含 
较 大 的 7 值 ) 的 (a ,7 ) 数 偶 属 于 第 一 种 情况 ,位 于 该 曲线 下 面 的 
(a,y ) 数 偶 属 于 第 三 种 人 情况 。 


尹 





1C 国 稳定 ， 非 周期 | 不 稳定 ; 非 周 期 
2C 7 稳定; 非 周期 2D ~、 不 稳定 : 丰 周 期 
3C 国 旷 三 减 的 阶梯 波动 3D 熏 殉 放大 的 阶梯 波动 


3D “~ 均 所 的 阶梯 波动 


Y=1 y= da 
Ut+ar 


rad 


(可 冤 洪 切忌 邮 ) < 


mk 





0 1 2 3 4 


at 加 速 数 ) 


图 17.2 
这 种 具有 图 17.2 的 图 形 表 示 的 三 重 分 类 是 重要 的 ,因为 它 清 587 


楚 地 揭示 了 这 样 一 些 条 件 ,在 此 条 件 下 乘 数 与 加 速 数 的 相互 作用 
可 内 生地 产生 周期 性 波动 。 但 这 种 分 类 并 未 谈 及 Y 的 时 间 路 径 
的 敛 散 性 。 因 此 ,在 每 一 情况 下 ,我 们 还 需要 区 分 衰减 与 放大 两 种 
子 情况 。 当 然 ,我们 可 以 通过 引用 一 些 数字 例子 来 简单 地 说 明 这 


种 子 情况 ,这 是 处 理 这 一 问题 的 简单 方式 。 不 过 我 们 还 是 设法 求 
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出 收敛 性 和 发 散 性 的 一 般 条 件 ; 尽 管 这 很 麻烦 ,但 却 更 有 价值 。 
收敛 性 与 发 散 性 


差分 方程 (17.14) 具 有 特征 方程 
pp-7y(l1+au)p+ay = (0 
它 产 生 两 个 根 


YLL+ah 土 VX “<1+a) -4ay 
2 


因为 收敛 性 与 发 散 性 取决 于 5 和 6, 的 值 ,又 因为 5b! 和 5， 值 取 
决 于 参数 a 和 7 的 值 ,所 以 ,收敛 与 发 散 的 条 件 应 当 可 以 用 a 和 7 
588 值 表示 。 为 此 ,我 们 可 以 利用 这 一 事实 :由 (15.6), 两 个 特征 根 总 
可 以 通过 如 下 两 个 方程 联系 起 来 : 

bi1+b2=7y (1+a) (17.15) 
bib1=ay (17.15’) 

在 这 两 个 方程 的 基础 上 ,我 们 可 以 观察 到 

(1 -561)(1— 6) =1—- (b+ 62) + bi1by 


Diyp2 


=1]-y(l1l+a)t+ary=1-7y 

(17.16) 

鉴于 模型 设 定 0<y <1, 有 必要 对 这 两 个 根 施 加 条 件 
0O<(1—6)(1 6)<1 (17.17) 
现在 ,我们 来 考察 第 一 种 情况 下 的 收敛 性 问题 ,其 中 两 个 根 为 
不 同 的 实 根 。 因 为 根据 假设 ,a 和 7 均 为 正 ,(17.15 ) 表 明 b15,> 
0, 这 意味 着 5 和 6 具有 相同 的 代数 符号 。 进 而 ,因为 y (1 + a)> 
0, 所 以 ,(17.15) 表 明 5 和 6565, 必 为 正 。 因 此 ,在 第 一 种 情况 下 ,时 

间 路 径 Y, 不 会 产生 振 萝 。 
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尽管 已 知 bi 和 2 的 符号 ,但 在 第 一 种 情况 下 至 少 存 在 $ 种 
(65b1,6b2) 值 的 组 合 , 每 种 组 合 关 于 a 和 7y 的 对 应 值 如 下 : 


(i) 0<b<b<l1 = 
(127) 0<6b,<61=1] 之 
(iii) 0<b <1<b, 之 
(iv) 1 = bs,< bi 之 
(vv) 1< 6b,<b) 一 


0<7Y <l;ay <1 
YX =1 
7 ~>1 
7 =1 
OU<7Y <l;ay >1 


i 可 能 性 (其 中 51 和 6, 为 正 分 数 ) 完 全 满足 条 件 (17.17), 并 与 模 
型 设 定 0<y <1 一 致 。 在 此 可 能 性 下 ,两 根 之 积 必 然 也 为 正 分 
数 , 由 (17.15'), 这 意味 着 ay <1。 相 反 , 下 面 的 三 种 可 能 性 都 违 
背 条 件 (17.17), 并 产生 不 可 接受 的 y 值 (参见 练习 17.2 一 3), 因 


此 ,必须 将 它们 排除 掉 。 但 可 能 性 v 


是 可 接受 的 。 由 于 5b1 和 02 


均 大 于 1,(17.17) 仍 然 得 到 满足 ,但 这 次 ,由 (17.15 ) ,我 们 有 ay 
>1( 而 非 ay <1)。 结 果 在 第 一 种 情况 下 ,只 有 两 种 可 接受 的 子 
可 能 性 。 第 一 种 子 可 能 性 (可 能 性 ;) 包 含 分 数 根 bp 和 刀 2 ,因而 产 
生 了 Y 的 一 个 收敛 时 间 路 径 。 另 一 种 子 情况 (可 能 性 wv) 的 根 大 
于 1, 因 而 产生 一 个 发 散 的 时 间 路 径 。 但 就 a 和 y 的 值 而 言 ,收敛 
性 与 发 散 性 的 问题 仅 取 决 于 ay <1 还 是 ay >1。 这 个 结论 概括 589 
在 表 17.1 中 最 上 面 的 部 分 ,其 中 收敛 的 子 情况 标 为 1C, 发 散 的 子 


情况 标 为 1D。 


对 于 第 二 种 情况 一 一 重 根 情况 的 分 析 , 实 质 上 是 类 似 的 。 现 
在 根 为 b=y (1+ a)/2, 其 符号 为 正 , 因 为 a 和 y 均 为 正 。 因 此 仍 
然 不 存在 振荡 。 这 里 我 们 只 需 将 5 值 分 为 三 种 可 能 性 : 
(vi )0<b<1 = 7y<liay<1 
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(vii)b=1 一 y=1 

(viii) b>1l 和 > 7yY<1liay >1 
在 可 能 性 vi,6b(= bi 二 52) 为 正 分数 , 因 此 ,关于 a 和 yy 的 含义 与 
第 一 种 情况 下 可 能 性 i 的 情形 完全 一 致 。 与 此 类 似 , 可 能 性 vwiii 
(其 6(=61=6,) 大 于 1) 与 可 能 性 wv 的 结果 相同 。 而 可 能 性 wii 
违背 (17.17) ,必须 被 排除 。 所 以 只 有 两 种 可 接受 的 子 情况 。 第 一 
种 子 情况 (可 能 性 vi) 产生 一 个 收敛 的 时 间 路 径 , 而 另 一 种 子 情况 
(可 能 性 vwiii ) 则 产生 一 个 发 散 的 时 间 路 径 。 关 于 a 和 7 ,收敛 与 
发 散 的 子 情况 仍然 是 分 别 与 ay <1 和 ay >1 相 联系 的 。 这 些 结 
论 列 在 表 17.1 的 中 部 ,其 中 两 种 子 情况 分 别 标 为 2C( 收 敛 ? 和 2D 
(发 散 )。 

表 17.1 萨 缪 尔 森 模 型 的 各 种 可 能 情形 


情况 子 情况 a 和 y 的 值 ” 时间 路 径 Y, 
1 不 同 的 实 根 
、 ， IC:0<p<pI<1L ay <1 非 振荡 与 非 波 
y >— 4 
(1+a)’ 1D:1<6b,<b, ur >1 动 
2 重 实 根 
4 2C:0<b<1 or <1 非 振 葛 与 非 波 
7 = 一 一 一 
CL+a) 2D:b>1 ay >1 动 
3 复 根 
4 3C:R<I1 ay 之 1 | 
a) 3D;:Ry1 ay >1 


最 后 ,在 第 三 种 ( 复 根 ) 情 况 下 ,我 们 得 到 阶梯 波动 ,因而 具有 
内 生 的 商业 周期 。 在 此 情况 下 ,我 们 应 当 考 察 绝 对 值 R= Va; 
[ 见 (17.8)j 作 为 判定 收敛 性 与 发 散 性 的 线索 ,而 az 则 是 差分 方程 
(17.1) 中 y, 项 的 系数 。 在 本 模型 中 ,我 们 有 R= Vay , 它 产生 如 
590 下 三 种 可 能 性 : 
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(iX)R<1 = a<l 

(x)R=1 > ay=1 

(Xi)R>1 > ay >1 
尽管 上 述 几 种 可 能 性 都 是 可 接受 的 (参见 练习 17.2 一 4), 但 仅 有 
R<1 这 种 可 能 性 具有 收敛 的 时 间 路 径 ,在 表 17.1 中 列 为 子 情况 
3C。 而 另外 两 种 情况 在 表 17.1 中 一 并 标 为 子 情况 3D。 

总 之 ,由 表 17.1 我 们 可 以 得 出 结论 : 当 且 仅 当 ay <1 时 ,可 

以 得 到 收敛 的 时 间 路 径 。 


用 图 形 小 结 上 述 分 析 结 果 


上 述 分 析 采 用 了 较为 复杂 的 情况 与 子 情况 的 分 类 方式 。 如 果 
我 们 有 更 为 直观 的 分 类 图 形 表示 , 则 会 有 很 大 的 帮助 。 图 17.2 便 
提供 了 这 种 图 形 表 示 。 

在 图 17.2 中 ,模型 中 所 有 可 接受 的 有 序 偶 (e,y ) 的 集合 以 各 
种 不 同 的 阴影 矩形 面积 来 表示 。 因 为 要 排除 > =0 和 y =1 的 值 ， 
正如 要 排除 到 a=0 的 值 一 样 ,所 以 阴影 的 面积 是 一 种 无 边 的 抑 
形 。 我 们 已 绘 出 方程 y = 4a/(1+ a)? 的 图 形 ,以 区 分 表 17.1 中 
的 三 种 主要 情况 :在 曲线 上 的 点 属于 第 二 种 情况 ;位 于 曲线 北面 上 
的 点 (表示 较 大 的 y 值 ) 属 于 第 一 种 情况 ;位 于 曲线 南面 的 点 (表示 
较 小 的 y 值 ) 则 属于 第 三 种 情况 。 为 区 别 收 敛 与 发 散 的 子 情况 ,我 
们 现在 加 上 ay =1 的 图 形 (等 轴 双 曲线 ) ,作为 另 一 条 分 界线 。 位 
于 该 等 轴 双 曲线 北面 的 点 满足 不 等 式 ay >1, 而 位 于 该 曲线 下 面 
的 点 则 对 应 于 ay <1。 这 样 就 可 能 很 容易 区 分 子 情 况 了 。 在 第 
一 种 情况 下 ,位 于 双 曲 线 下 面 的 虚线 阴影 区 域 ,对 应 于 子 情况 1C， 
而 实 线 阴影 区 域 则 与 子 情况 1D 相 联系 。 在 第 二 种 情况 下 , 即 点 
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位 于 曲线 7 = 4a/(1 +a)* 的 情况 下 , 子 情 况 2C 包括 该 曲线 向 上 
倾斜 的 部 分 , 而 子 情况 2D 则 对 应 该 曲线 向 下 倾斜 的 部 分 。 最 后 ， 
对 于 第 三 种 情况 ,等 轴 双 曲线 用 于 区 分 小 点 阴影 区 域 ( 子 情况 3C) 
和 小 石子 阴影 区 域 ( 子 情况 3D)。 读 者 应 注意 到 ,后 者 也 包含 位 于 
等 轴 双 曲线 上 的 点 本 身 ,因为 设 定 的 是 弱 不 等 式 ay 之 1。 

因为 图 17.2 包含 了 模型 中 所 有 定性 的 结论 ,所 以 如 果 给 定 任 
意 有 序 偶 (ca ,> ) ,通过 在 图 形 中 绘 出 该 有 序 偶 ,我们 总 可 以 在 图 形 
上 找到 正确 的 子 情况 。 

例 1 若 加 速 数 为 0.8, 边 际 消费 倾向 为 0.7, 会 产生 何 种 相 
互 作用 的 时 间 路 径 ? 有 序 偶 (0.8,0.7) 位 于 小 点 阴影 区 域内 ,属于 
子 情况 3C, 因 此 时 间 路 径 以 衰减 的 阶梯 波动 为 特征 。 

591 例 2 a=2 和 和 y =0.5 表明 哪 类 相互 作用 的 时 间 路 径 ? 有 序 
偶 (2,0.S) 恰 好 位 于 等 轴 双 曲线 上 ,属于 子 情 况 3D。Y 的 时 间 路 
径 仍 表现 出 阶梯 波动 ,但 它 既 非 放 大 , 亦 非 训 减 。 将 其 与 均匀 振 苏 
和 均匀 波动 的 情形 相 比 较 ,我 们 可 以 将 这 种 情形 称 之 为 “均匀 阶梯 
波动 "。 但 是 ,后 一 种 情况 下 的 均匀 特征 一 般 不 能 期 望 它 是 完美 
的 ,因为 类 似 于 图 17.1 中 的 图 形 ,我 们 只 能 采纳 那些 对 应 于 z 的 
整数 值 的 在 正弦 或 余弦 曲线 上 的 点 ,但 在 每 一 波动 周期 中 ,这 些 1 
值 可 能 会 碰 到 曲线 上 完全 不 同 的 点 。 


练习 17 .2 





1 参见 图 17.2, 求 下 列 每 组 a 和 7 值 所属 的 子 情况 ,并 定性 地 描述 相互 
作用 的 时 间 路 径 
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(a) a=3.5;7 =0.8 (c) a=0.2;7y =0.9 
(6)a=2;7 =0.7 (qdq) =1.S; 7 =0.6 

2 由 上 题 (c) 和 (c) 部 分 所 给 出 的 a 和 yy 值 , 求 每 一 情况 下 特征 根 的 数 
值 ,并 分 析 时 间 路 径 的 性 质 。 你 的 结果 与 前 面 获 得 的 结果 一 致 吗 ? 


4 证 明 在 第 三 种 情况 下 ,我 们 不 会 遇 到 y 之 1 的 情形 。 


17.3 离散 时 间 条 件 下 的 通 贫 膨胀 与 失业 


前 面 在 连续 时 间 框 架 下 讨论 的 通货 膨胀 与 失业 的 相互 作用 ， 
也 可 以 在 离散 时 间 条 件 下 加 以 表达 。 在 本 节 , 我 们 将 使 用 基本 相 
同 的 假设 ,描述 如 何 将 模型 重 构 为 差分 方程 模型 。 


模 型 


前 面 的 连续 时 间 公 式 (15.5 节 ) 由 三 个 微分 方程 构成 
p=a 一 了- BU+ hr [预期 增加 的 菲 力 普 斯 关系 ] 


(15. 33) 
2 =j(p-x) [适应 性 预期 ] (15.34) 
= kh(m-p) [货币 政策 ] (15.35) 


三 个 内 生变 量 均 为 现 值 :p (实际 通货 膨胀 率 ),x (预期 通货 膨胀 592 
率 ) ,U( 失 业 率 )。 在 模型 中 出 现 6 个 参数 ,参数 mx( 名 义 货币 增 
长 率 ,或 者 货币 扩张 率 ) 与 其 它 参 数 的 不 同 之 处 在 于 其 大 小 是 由 政 
策 决定 的 。 
当 把 上 述 方程 纳入 时 期 分 析 模 式 时 ,菲利普 斯 关系 (15.33) 变 
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成 
p=a—T-BU,+hx, (a,B>0;0<h1) (17.18) 
在 适应 性 预期 方程 中 ,导数 必然 为 差分 方程 所 取代 : 
Xi AxA= (px) (0O<j1) (17.19) 
同 理 ,货币 政策 也 将 变 成 
Ui U,=-k(m—-p) (k>0) (17.20) 


这 三 个 方程 构成 了 通货 膨胀 一 一 失业 模型 的 新 形式 。 
以 p 为 变量 的 差分 方程 


作为 分 析 新 模型 的 第 一 步 , 我 们 仍 设 法 将 模型 化 简 为 一 个 具 
有 单一 变量 的 方程 。 令 该 变量 为 p。 相 应 地 ,我 们 把 注意 力 集中 
于 (17.18)。 但 是 ,因为 (17.18) 不 同 于 其 它 两 个 方程 , 它 本 身 不 能 
描述 一 种 变化 模式 ,因而 需要 我 们 来 创造 这 样 一 种 模式 。 我 们 可 
以 通过 对 p, 取 差 分 , 即 取 p, 的 一 阶 差分 来 做 到 这 一 点 。 根 据 定 
义 

Ap: = prr1 — ps 
取 一 阶 差分 需要 两 个 步骤 :首先 ,将 (17.18) 中 的 时 间 下 标 前 移 一 
个 时 期 ,得 到 
piri=a—-T- BU + (17.18’) 

然后 从 (17.18 ) 中 减 去 (17.18) ,以 得 到 p, 的 一 阶 差分 , 它 能 够 措 
述 所 和 需 的 变化 模式 : 


中 ”我 们 曾 假 定 ,U, 的 变化 取决 于 (1 + 1) 期 的 实际 货币 增长 率 。 另 一 种 选择 是 ， 
有 可 能 使 其 取决 于 1 期 的 实际 货币 增长 率 (zm - p,)( 参 见 练习 17.3 一 4)。 
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pir1— p: =~— BU U)+ h(x nA,) 
=B(m— piri)+hi(p, -Ax) [由 (17.20) 和 (17.19)] 
(17.21) 
注意 ,在 (17.21) 的 第 二 行 ,(17.19) 和 (17.20) 给 出 的 另外 两 个 变 
量 的 变化 模式 已 被 纳入 到 变量 的 变化 模式 中 去 了 。 因 此 ， 
(17.21) 现 在 包容 了 本 模型 的 所 有 信息 。 
但 是 ,x ,项 对 户 的 研究 无 关 紧 要 , 需 将 其 从 上 述 方程 中 剔除 。593 
为 此 ,我 们 利用 这 一 事实 
hr = p,— (a ~ T)+ BU, [由 (17.18)] (17.22) 
将 其 代入 (17.21) ,合并 同类 项 ,得 到 
(1 + BR)piri - [1 -ji(1- hh)jp,+ jBU, = Bem + j(a — T) 
(17.23) 
但 现在 又 出 现 了 一 个 有 待 于 删除 的 U, 项 。 为 此 ,差分 (17.23) 以 
得 到 (U,:;- LU) 项 ,然后 再 利用 (17.20) 消 去 (LT- U,)。 只 有 
经 过 这 样 一 个 宛 长 的 代 换 过 程 ,我 们 才能 得 到 所 求 的 仅 含 p 变量 
的 差分 方程 ,经 过 正规 化 后 ,其 形式 为 


1l+hj+(l-7)(l+fx) 1-j7(1-h). _ jm 
Pi+2 一 工 十 名 Puil + 1 士 胸 pr = 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ” 


1 虹 


1 十 
~ vv 
2 Ca 


p 的 时 间 路 径 


由 (17.24) 的 特别 积分 给 出 的 p 的 瞬时 均衡 值 为 


B= -iMm 
l+alt+a, I 


因此 , 同 连续 时 间 模 型 中 的 情况 一 样 ,均衡 的 通货 膨胀 率 恰好 等 于 
货币 扩张 率 。 


= m [由 (17.2)j 
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至 于 余 函 数 , 依 af 和 4a, 的 相对 大 小 而 定 , 会 产生 不 同 的 实 
根 (第 一 种 情况 ) , 重 根 ( 第 二 种 情况 ) ,或 者 复 根 (第 三 种 情况 )。 在 
本 模型 中 
alf 窜 4a2if [ll+hij+t(l- ji)(l+ A 
莹 41 一 j(l 一 h)](1+ Bk) (17.25) 


2 
比如 ,如 果 及 = 172,j=1/3, Bk =5, 则 a2= (5 ,而 4a2 = 20， 


那么 便 会 出 现 第 一 种 情况 。 但 若 h=j)=1, 则 af=4, 而 4a, =4(1 
+ 如) 二 4, 那 么 便 会 产生 第 三 种 情况 。 然 而 ,考虑 到 本 模型 中 包 
含 较 多 的 参数 ,不 可 能 像 萨 缪 尔 森 模型 中 那样 ,构建 一 个 如 17.2 
那样 的 分 类 图 形 。 

不 过 ,收敛 性 的 分 析 仍 可 按 上 一 节 的 路 线 来 进行 。 具 体 地 ,由 
(15.6) 可 知 , 两 个 特征 根 6 和 6, 必定 满足 下 列 两 种 关系 


btb2= a=iT 人 +1-j>0 [ 见 (17.24)] (17. 26) 


bb -a= LE (0,1) 
(17.26’) 
594 进 而 ,在 本 模型 中 我 们 有 
(1 -bo)=1T (6 +6)+ bb = 1 >0 
(17.27) 


现在 考察 两 个 根 b, .5, 为 不 同 实 根 的 情况 。 因 为 积 5165, 为 
正 , 所 以 0 与 5b, 必 取 相同 的 符号 。 进 而 ,因为 5b1 与 5, 的 和 为 
正 , 所 以 它们 必然 均 为 正 ,这 意味 着 不 会 产生 振荡 。 由 (17.27) 我 
们 可 以 推断 6; 与 5, 均 不 等 于 1, 否则 (1 一 51)(1 一 5,) 将 会 等 于 


0, 与 不 等 式 所 表明 的 含义 相 违 。 这 表明 ,按照 在 萨 织 尔 森 模型 中 
776 





所 列举 的 关于 (bi ,22) 组 合 的 各 种 可 能 性 ,这 里 不 会 出 现 可 能 性 宗 
和 iv。 一 个 根 大 于 1, 另 一 个 根 小 于 ! 的 情形 也 是 不 可 接受 的 , 否 
则 ,(1 一 51)(1 一 52) 将 为 负 。 因 此 可 能 性 iii 也 被 排除 了 。 由 此 
可 知 ,b1 与 bs 或 者 二 者 均 大 于 1, 或 者 均 小 于 1。 然而 ,着 b1>>1， 
2 >1( 可 能 性 wv), 将 违背 (17.26'), 结 果 , 最 终 只 有 可 能 性 i, 即 
b1、b2 均 为 正 分 数 , 从 而 p 的 时 间 路 经 为 收敛 的 情况 能 够 存在 。 

对 第 二 种 情况 的 分 析 并 没有 什么 根本 的 不 同 。 通 过 同样 的 推 
理 ,我 们 可 以 断定 重 根 5 在 本 模型 中 只 能 为 正 分 数 ; 即 可 能 性 wi 
是 可 接受 的 ,但 可 能 性 vii 和 wiii 则 不 成 立 。 在 第 二 种 情况 下 ,p 
的 时 间 路 径 依 然 是 非 振 葛 且 收敛 的 。 

至 于 第 三 种 情况 ,收敛 性 要 求 R( 复 根 的 绝对 值 ) 小 于 1。 根 
据 (17.8),R= Va，。 由 于 ca; 为 正 分 数 [ 见 (17.26)] ,所 以 确实 
有 R<1。 因 此 ,在 第 三 种 情况 下 ,上 p 的 时 间 路 径 也 是 收 钙 的 , 尽 
管 这 次 会 出 现 阶梯 波动 。 


关于 UU 的 分 析 


如 果 要 分 析 失 业 率 的 时 间 路 径 , 我 们 可 以 以 (17.20) 为 出 发 
点 。 为 排除 方程 中 的 p 项 ,我 们 首先 代 (17.18 ) 以 得 到 
(1+BE)U, I- U=k(a—-T-m)t+hkhr ,1 (17.28) 
其 次 ,为 代 换 另 一 个 方程 作 准 备 ,我 们 对 (17.28) 取 差分 以 求 得 
(1+ BE)U, ,2 — (2+BE)U, it U,= kh(r,rs +1)) 
: (17.29) 
鉴于 方程 右边 存在 x 的 差分 表达 式 , 我 们 可 以 用 一 个 前 移 形式 的 
适应 性 预期 方程 来 代替 它 。 结 果 
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(1+ 原 )DU-(2+ 胸 )DL+ 了 
= Rhi(b — x,,1) (17. 30) 
本 模型 中 的 所 有 信息 均 包含 在 此 方程 中 。 
595 然而 ,在 适当 的 关于 U 的 差分 方程 产生 以 前 ,我 们 必须 先 剔 
除 p 和 x 变量 。 为 此 ,由 (17.20) 我 们 注意 到 


Rb 三 U1 ~ U, + km (17.31) 
进而 ,以 (- 好 ) 通 乘 (17.22) ,并 前 移 时 间 下 标 ,我 们 可 以 写成 
一 Rhzrirl = — kjpiri + kj(a ~- T)— BRI Ur 


= j(Ur- Ur+t km)+ ki(a—- T)— BeiU,,i 
[由 (17.31)] 
=—j(l+BR)UN +jU,+ki(a—-T-m) 
(17.32) 
这 两 个 结果 以 U 变量 来 表示 p, ;1 和 x, ,1, 可 以 使 我 们 将 其 代入 
(17.30) ,最 终 得 到 仅 有 U 变量 的 差分 方程 : 
1+h+ DU+A) + 工 一 71L = hy) 
l1+ Ap ' 


1 十 欣 
jia 一 T-(1- 产 )zz] 
= 1 二 启 (17.33) 


值得 注意 的 是 ,方程 左边 的 两 个 常 系数 与 p 的 差分 方程 [ 比 
如 (17.24)] 中 的 常 系数 是 一 致 的 。 因 此 ,前 面 关 于 p 路 径 余 函 数 
的 分 析 同 样 可 以 应 用 到 这 里 。 但 (17.33) 右 边 的 常数 项 确实 有 别 
于 (17.24) 中 的 常数 项 。 结 果 两 种 情况 下 的 特别 积分 便 不 相同 。 
这 也 应 当 如 此 ,除了 巧合 因素 外 ,并 无 内 在 的 原因 可 以 预期 瞬时 的 
均衡 失业 率 与 均衡 通货 膨胀 率 相同 。 
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长 期 菲利普 斯 关系 

我 们 已 经 验证 ,瞬时 均衡 失业 率 为 
Sle -TT-(1—--h)ml| 
但 因 已 求 得 均衡 通货 膨胀 率 为 p = mm ,我 们 可 以 通过 如 下 方程 将 


U 与 5 联系 起 来 

UD = Glo- T- (1 -4)8) (17.34) 
因为 此 方程 仅 与 均衡 的 失业 率 和 通货 膨胀 率 有 关 , 所 以 我 们 认为 
它 描述 了 长 期 的 非 利 普 斯 关系 。 

(17.34) 的 一 个 特例 引起 了 经 济 学 家 的 广泛 关注 : 即 h=1 的 
情况 。 告 hh=1, 则 p 项 的 系数 为 零 , 因 而 会 从 方程 中 消失 。 换 言 
之 ,UU 将 变 成 五 的 常 函数 。 在 标准 的 菲利普 斯 图 形 中 (失业 率 被 给 
成 横 轴 ) ,这 个 结果 产生 了 一 个 垂直 的 菲利普 斯 曲线 。 在 此 情况 下 596 
的 口 值 , 被 称 为 自然 失业 率 , 它 与 均衡 的 通货 膨胀 率 是 一 至 的 。 
这 个 结论 具有 明显 的 政策 含义 ;在 长 期 中 ,通货 膨胀 与 失业 这 对 这 
生 魔 鬼 并 不 存在 像 短 期 中 所 存在 的 那 种 替代 关系 。 

但 次 有 <1 会 如 何 呢 ? 在 此 情况 下 ,(17.34) 中 卢 的 系数 为 
负 ,长 期 的 菲利普 斯 曲线 将 加 下 倾斜 ,因而 通货 膨胀 与 失业 之 间 存 
在 蔡 代 关系 。 因 此 长 期 菲利普 斯 曲线 是 垂直 的 ,还 是 斜率 为 负 , 关 
键 取 决 于 参数 h 的 值 。 按 预期 增加 的 菲利普 斯 关系 ,hh 度量 预期 
的 通货 膨胀 率 与 工资 结构 和 实际 通货 膨胀 率 相 一 致 的 程度 。 所 有 
这 些 读 者 应 当 是 非常 熟悉 的 ,因为 在 15.5 节 例 1 中 我 们 曾 讨论 过 


这 一 问题 ,而且 读者 在 练习 15.5 一 4 中 也 曾 处 理 过 这 类 问题 。 
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练习 17.3 


1 给 出 由 (17.23) 推 导出 (17.24) 的 中 间 步 骤 。 

2 证 明 若 本 节 所 讨论 的 模型 化 为 变量 r 的 差分 方程 ,除了 以 x 替代 pp 
外 ,结果 与 (17.24) 将 会 是 相同 的 。 

3 在 本 节 讨 论 的 模型 中 , 户 和 LU 的 时 间 路 径 总 是 收敛 的 。 如 果 我 们 抛 
掉 疡 和 1 的 假设 ,能 产生 发 散 的 时 间 路 径 吗 ? 如 果 管 案 是 肯定 的 ,那么 ,在 第 
一 二 .三 种 情况 下 , 哪 种 发 散 的 “可 能 性 "是 可 行 的 ? 

4 保留 方程 (17.18) 和 (17.19) ,但 将 (17.20) 变 为 

Ui U,=- kl(m— p,) 

(a) 导出 变量 p 的 新 的 差分 方程 。 

(5) 新 的 差分 方程 能 产生 不 同 的 五 吗 ? 

(c) 假定 7= 户 =1。 求 特征 根 分 别 属 于 第 一 、 二、 三 种 情况 的 条 件 。 

(da) 令 JJ==t。 当 砍 =3,4 和 5 时, 分别 描述 户 的 时 间 路 径 ( 包 括 收 
敛 性 或 发 散 性 )。 


17.4 推广 到 可 变 项 和 高 阶 方程 


现在 ,我 们 准备 将 我 们 的 方法 向 两 个 方向 推广 :一 是 向 可 变 项 
方向 推广 ,二 是 向 高 阶 差分 方程 方向 推广 。 


597 形式 为 cm 的 可 变 项 


当 (17.1) 中 的 常数 项 为 一 个 可 变 项 ( 某 个 上 的 函数 ?代替 时 ， 


仅仅 会 对 特别 积分 产生 影响 。( 为 什么 ?) 为 求 出 新 的 特别 积分 ,我 
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们 仍 可 以 应 用 待定 系数 法 。 在 有 关 微 分 方程 的 内 容 中 (15.6 节 )， 
待定 系数 法 要 求 可 变 项 及 其 逐 阶 导数 一 起 ( 除 乘 积 常数 外 ) 仅 取 有 
限 个 不 同类 型 的 表达 式 。 将 其 应 用 于 差分 方程 ,这 个 要 求 应 修改 
为 “可 变 项 及 其 逐次 差分 一 起 ( 除 乘 积 常 数 外 ) 仅 取 有 限 个 不 同类 
型 的 表达 式 ”。 我 们 通过 一 个 具体 的 例子 , 先 取 形式 为 cm* 的 可 
变 项 ,其 中 c 和 mm 为 常数 ,来 介绍 这 种 方法 。 

例 1 求 下 列 方程 的 特别 积分 

Yr2t yl 3y =7 1 
这 里 ,我 们 有 c=1 和 m=7。 首 先 , 我 们 来 确定 可 变 项 7: 在 逐次 
差分 时 是 耕 会 产生 有 限 的 表达 式 类 型 。 按 照 差分 法 则 (Ay, = y,+1 
一 入) 7 的 一 阶 差分 为 
A7: =7 -7 = (7-1)7’ = 6(7)’ 
类 似 地 ,二 阶 差分 ,A“(7') ,可 以 表示 成 
A(A7’) = A6(7’) = 6(7) -6(7) = 6(7 ~ 1)7’ = 36(7)’ 

而 且 可 以 验证 ,所 有 各 阶 差 分 像 一 阶 和 二 阶 差分 一 样 , 均 为 7 的 
倍数 。 因 为 仅 有 一 种 表达 式 类 型 ,所 以 我 们 可 以 试探 y, = B(7)’ 
作为 特别 积分 ,其 中 B 为 待定 系数 。 

将 试探 解 及 (1 +1) 期 (z+ 2) 期 的 对 应 形式 带 入 给 定 的 差分 
方程 ,得 到 
B(7)** + B(7)! -3B(7)' = 7 或 B(72+7-3)(7)*=7: 
因此 ， 


_ 1 1 
B= i733 


可 将 特别 积分 写成 
yp = B(7)' = (7)’ 
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当然 , 它 表示 移动 均衡 。 读 者 可 以 这 样 验 证 解 的 正确 性 :将 其 代入 
差分 方程 ,从 而 看 到 产生 恒等式 7'=7!'。 

598 例 1 中 所 得 到 的 结果 很 容易 由 可 变 项 7' 推广 至 cz。 根据 
经 验 ,我 们 可 以 预期 cm* 所 有 各 阶 差分 的 表达 式 具 有 相同 的 形 
式 : 即 Bxm' ,其 中 局 为 某 一 乘积 常数 。 因 此 , 当 给 定 差 分 方程 

ya +t aayalt + asy, = co (17.35) 
我 们 可 以 试探 解 y, = Bm' 作为 特别 积分 。 运 用 试探 解 y, = Bm’， 
这 意味 着 y,+1 = Bo ,等 等 ,我 们 可 以 将 (17.35) 重 写成 
Bm + alBm’''! + a Bm’: = ecm’ 
或 Bl(m’ + aim + a)m’ = cm: 
因此 ,试探 解 中 的 系数 B 应 当 为 


| 
2 
Mm 十 Cl70 十 C> 


而 且 所 求 的 (17.35) 的 特别 积分 可 以 写成 


C 


t 
m+aim + CQ2 


y» = Bm’' = m (m* +aim+a, 0) 


z (17.36) 
注意 ,B 的 分 母 不 允许 等 于 零 。 如 果 它 恰好 为 零 , 那么 ,我 
们 必须 使 用 试探 解 y, = Btm’ ,如 果 这 个 试探 解 也 不 行 , 则 试探 y 


= Bim'!, 


DD 与 15.6 节 中 例 3 的 情形 类 似 , 当 常数 m 恰好 等 于 差分 方程 的 特征 根 时 ,这 种 
可 能 性 就 会 成 为 现实 。 上 述 差分 方程 的 特征 根 为 满足 方程 6?+a16+a,=0 的 5 值 。 
如 果 一 个 特征 根 恰好 等 于 mm;, 则 必然 可 以 导出 mi:+aim+a,=0, 
782 





形式 为 ct1" 的 可 变 项 


现在 我 们 考察 形式 为 ct” 的 可 变 项 ,其 中 c 是 任意 常数 ,n 为 
正 整数 。 
例 2 求 方 程 
y+ Syrt+2y = 7 
的 特别 积分 。 求 出 i‘(cr" 当 c=1 和 n=2 时 的 特例 ) 的 前 三 阶 差 
分 如 下 :0 
At* =(t1+1) 一 上 =24+1 
A’t” =A(At’) = A(21: + 1) = A2t + Al 
=2(t+1)-2r+0=2[A 常 数 =0] 
Ai =A(A’1’) = A2=0 
因为 进一步 差分 只 能 得 到 零 , 所 以 共有 三 种 不 同类 型 的 表达 式 :1?599 
( 源 于 可 变 项 本 身 ),t 和 常数 ( 源 于 可 变 项 的 各 阶 差 分 ) 。 
因此 ,我 们 试用 解 
y= Bo+ Bit+ Bt’ 
作为 特别 积分 ,待定 系数 为 Bu,B, 和 B,。 注 意 , 此 解 意味 着 
y=Bo+B(t+1)+B,(t+1) 
=(Bot+ Bi+ B;)+ (BI! + 2B,)t + B,t” 


yr =Bo+B(t +2)+ B,(t + 2)° 


@ ”这 些 结果 可 与 1? 的 前 三 阶 导 数 相 比较 : 
2 3 
E12 = 21 2 和 St 
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=(Bo +2B: +4B;) + (Bi1 + 4B,)t + B,7? 
将 其 代入 差分 方程 时 ,得 到 
(8Bo +7B +9B,)+ (8B, + 14B)t + 8Bt* = £7 
使 方程 两 边 逐 项 相等 ,我 们 看 到 所 求 待定 系数 满足 如 下 联 立 方 
程 : 
8Bo + 7B! + 9B, =0 
8B, + 14B, =0 
8B, =1 
因此 ,待定 系数 值 为 Bo =13/256, Bl = -7/32,，B,=1/8, 给 出 特 
别 积分 


我 们 可 以 把 处 理 可 变 项 :1” 的 方法 推广 至 ct? 的 情况 。 在 新 
的 试探 解 中 ,显然 应 有 一 项 B,z" ,与 给 定 的 可 变 项 相对 应 。 进 而 ， 
因 该 项 的 逐 阶 差分 产生 不 同 的 表达 式 刀 1! ,1”“,…，,， +t，Bo( 常 
数 ), 所 以 可 变 项 ct" 情况 下 的 新 的 试探 解 应 写成 

y= Bot+ Bit+ Byt*+ .+ B,r 

但 其 余 的 步骤 是 完全 相同 的 。 

必须 补充 的 是 ,这 样 的 试探 解 也 可 能 不 成 立 。 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 还 需要 采用 前 面 经 常 使 用 的 技巧 , 即 以 上 的 更 高 的 朝 数 乘 以 
原 试 探 解 。 也 就 是 说 ,我 们 可 以 试探 y,=t(Bo+ Bit + B,t?2+…: 
+ 了 如 ) 等 等 。 


500 高 阶 线性 差分 方程 


差分 方程 中 的 阶 表示 方程 中 差分 的 最 高 阶 数 ,但 它 也 表明 所 
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包含 的 滞后 期 的 最 大 数量 。 因 此 ,一 个 具有 常 系数 和 常数 项 的 n 
阶 线性 差分 方程 一 般 可 以 写成 : 
yu 二 ay 二 anyr+a = ec (17.37) 
求 此 特别 积分 的 方法 与 前 面 的 方法 并 无 本 质 区 别 。 首 先 , 我 
们 仍 可 试用 y, = 有 (静态 瞬时 均衡 的 情况 )。 如 果 此 试探 解 不 成 
立 , 则 依次 试探 y= kt ，y, = kt? 等 等 。 
但 在 求 余 蚂 数 时 ,我 们 会 遇 到 n 次 多 项 式 的 特征 方程 
b+alb ++aib+a,=0 (17.38) 
这 样 会 有 个 特征 根 5,(i=1,2,…,n), 所 有 的 特征 根 都 将 进入 
余 函 数 : 


> = Daw (17.39) 
当然 ,这 要 假设 所 有 根 为 不 同 实 根 。 在 存在 重 实 根 (比如 6 = 0 
= 53) 时 , 则 和 (17.39) 中 的 前 三 项 应 修正 为 

Aibi + Asibi + Ast26bi [参见 (17.6)] 
进而 ,如 来 存在 一 对 共 罗 复 根 , 比 如 5, .1,5,, 那 么 ,和 (17.39) 中 
的 最 后 两 项 应 合并 为 表达 式 
R’'(A, icosOt + Asingt ) 
对 其 他 任意 一 对 共 轿 复 根 ,也 可 以 给 出 类 似 的 表达 式 。 但 在 存在 
两 对 重 根 的 情况 下 ,必须 将 其 中 的 一 对 重 根 给 予 乘积 因子 tR', 而 
不 是 R'。 
在 求 出 y。 和 > 以 后 ,将 :者 相 加 , 便 可 以 得 到 完全 差分 方程 

(17.37) 的 通 解 ; 即 

Yr yp Ye 
但 因为 在 此 解 中 含有 ?2 个 任意 常数 ,确定 这 个 解 至 少 需要 2” 个 初 

785 





始 条 件 。 
601 例 3 求 三 阶 差 分 方程 


7 l 1 
Vt3 8 12 十 1 十 32 2 一 9 
的 通 解 。 通 过 试探 解 ”= & ,可 以 很 容易 求 得 y, = 32。 


至 于 余 函 数 ,因为 三 次 特征 方程 


3 7 2 1 了 工 
b 8g? tae+3=0 


可 以 分 解 成 如 下 形式 : 


Gl 


bs; 三 1/2 和 63= 一 1/8。 我 们 可 以 写 出 


A) 
注意 ,上 式 第 二 项 包含 -- 个 乘积 因子 上 ,这 是 由 于 存在 重 根 的 缘 
故 。 这 样 ,给 定 差 分 方程 的 通 解 不 过 是 Ve 与 yp 的 和 而已。 
在 本 例 中 ,三 个 特征 根 的 绝对 值 恰好 都 小 于 ! ,因此 我 们 可 以 
推断 ,得 到 的 解 表 示 收 钙 于 静态 均衡 水 平 32 的 时 间 路 径 。 


| 


所 以 其 根 为 bl 


收敛 性 与 舒 尔 (Schur) 定 理 


当 我 们 有 一 个 难 解 的 高 阶 差分 方程 时 ,不 必 努 力求 其 实际 定 
量 解 ,我 们 仍 可 能 确定 有 关 时 间 路 径 的 收敛 性 。 读 者 可 以 回忆 一 
下 , 当 且 仅 当 特征 方程 的 每 个 根 的 绝对 值 均 小 于 1 时 ,时 间 路 径 才 
是 收敛 的 。 鉴 于 这 一 点 ,可 直接 应 用 如 下 定理 ( 舒 尔 定理 )2: 


@ 关于 此 定理 及 其 历史 的 讨论 ,请 参阅 约 章 : 回 普 蝇 :《 部 门 间 货 币 流动 与 收入 形 
成 的 理论 》,119- 一 120 页 。 约 输 ' 霍 普 金 斯 出 版 社 , 巴 尔 的 摩 ,1951 年 。 
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n 次 多 项 式 方 程 


CQC02 十 Q&1p7 ”| 十 


所 有 根 的 绝对 值 小 于 1, 当 有 自 仪 当下 列 个 行列 式 














0 0 Qn 
C0 , Un ul a0 : 0 
Al — | A> 一 
Cn «0 Cn 0 :40 
dn-l Uy 0 
ao 0 0 :a, a, I 
Q 1 QI0 0 :0 a 
NR pe 
dn.} dn 2 ao: 0 0 
A， 二 
an 0 0 :ao al 
GT al 0 : 0 Q0 
1 7 Un : 0 0 
均 为 正 。 


| 

wn 

他 1 

C0 
1 
2 
Uy 
Un—l 
Cn-2 
nD 


注意 ,因为 定理 中 的 条 件 是 在 “ 当 且 仅 当 的 基础 上 给 出 的 ,所 
以 它 是 充分 必要 条 件 。 因 此 ,完全 差分 方程 中 的 舒 尔 定理 与 前 面 


在 微分 方程 中 所 介绍 的 罗斯 定理 是 完全 一 致 的 。 


这 些 行列 式 的 构建 并 不 复杂 。 利 用 虚线 把 行列 式 分 成 四 个 区 
域 , 就 可 以 对 其 进行 解释 。k 阶 行列 式 Ak 的 每 个 区 域 ,总 是 由 
X 玉 子 行列 式 构成 。 左 上 方 区 域 的 对 角 元 素 均 为 co, 对 角 线 上 方 
的 元 素 均 为 零 , 对 角 元 素 下 方 , 每 列 中 各 元 素 的 下 标 依次 逐步 增 
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大 。 转 置 左 上 方 区 域 中 的 元 素 ,就 可 以 得 到 右 下 方 区 域 。 现 在 再 
考察 右上 方 区 域 ,对 角 元 素 仅 由 a, 构成 ,对 角 线 以 下 的 元 素 均 为 
零 , 当 我 们 自 对 角 元 素 沿 每 列 向 上 时 ,各 系数 的 下 标 依次 变 小 。 将 
此 区 域 中 的 元 素 转 置 , 便 得 到 左下 方 区 域 。 

可 以 直接 应 用 此 定理 。 因 为 特征 方程 的 系数 与 出 现在 原 差 分 
方程 左边 的 系数 是 相同 的 ,所 以 ,可 直接 将 其 引 和 人 上 面 所 提 及 的 行 
列 式 。 

注意 ,在 这 里 ,我 们 总 有 ao=1。 

例 4 方程 

Yrs2 + 3y,,1 + 2y, = 12 
的 时 间 路 径 收 敛 吗 ? 这 里 我 们 有 n =2, 系 数 为 ao0=1, al=3, a， 
=2。 因 此 有 
1 
2 








2 
= 一 3<0 


Uy uo 
603 因为 它 已 违背 了 收敛 性 的 条 件 , 所 以 不 必 再 推导 A,。 
实际 上 ,此 差分 方程 的 特征 根 很 容易 求 得 为 b:，b2 = -1， 
-2, 它 确实 意味 着 发 散 的 时 间 路 径 。 


例 5 运用 和 舒 尔 定理 ,验证 w+?+ 二 w+t 一 全 多 =2 的 时 间 路 


径 是 收 皱 的 。 这 里 的 系数 为 0 l,ai= 1/6,4a, = 一 1/6(n 一 2)。 
因此 有 











1 1 

1 0 6 6 
un 0 他 2 ul] | | 
aa dao 0 aa 6 | 0 6 1176 

A, 一 二 一 1296 > 0 

a 0 ao ai 1 0 1 1 

6 6 
Ql dd2 0 uo 

1 1 

6 -6 ?" | 


它们 确实 满足 收 钙 性 的 充分 必要 条 件 。 
练习 17.4 


1 应 用 差分 符号 A 的 定义 , 求 = 
(a) Ar (pb) Ai (c) Ar 
并 将 这 些 差分 的 结果 与 微分 的 结果 相 比 较 。 
2 求 下 列 方程 的 特别 积分 : 
(a) yr2 tyrit y= 3 
(b) yr2 Syr1™ by,=2(6)! 
(c) 3y,4+2+ 9y,= 3(4)’ 
3 求 下 列 方程 的 特别 积分 : 
(a) y+12 2yr1t+ Sy,=t 
(60) yr2 -2yr1+ Sy,=41+27 
(c) yr2rt Syrit+2y,=18+6r:+877? 
4 当 可 变 项 取 m'+ 1" 形式 时 ,你 能 断定 试探 解 的 形式 为 B(m):+ (Bo 
+ Bit +… 二 Bt" ) 吗 ? 为 什么 ? 
5 求 下 列 方程 的 特征 根 和 余 明 数 : 


1 | 

(a) Vt3 FY+2 Ytl + 
$ 1 

(65) Yt+3™ 2Y+2+ 4 Yl! ~ 4-1 
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604 


| 提示 :在 每 个 特征 方程 提取 公 因子 (b- 二 )。| 


6 用 舒 尔 定理 检验 下 列 差分 方程 的 解 的 收 全 性 : 
(a) yrst Ty Ty 
(6) yr2 -Hy 

7 在 三 阶 差分 方程 


Vet3 tt GIs2 tt Qayt1 +t C33 二 上 


情况 下 ,什么 是 舒 尔 定理 所 要 求 的 行列 式 的 确切 形式 ? 
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第 18 章 联 立 微分 方程 0 
本 差 分 方程 


迄今 为 止 ,我 们 对 经 济 动态 学 的 讨论 还 只 限定 于 对 单个 动态 
(微分 或 差分 ) 方 程 的 分 析 。 在 本 章 , 我 们 将 介绍 分 析 联 立 动态 方 
程 组 的 方法 。 因 为 解 联 立 方程 组 需要 同时 处 理 多 个 变量 ,所 以 读 
者 可 能 估计 会 遇 到 更 为 复杂 的 情况 。 但 毫 无 疑问 ,我 们 已 经 苔 担 
的 关于 单一 动态 方程 的 方法 完全 可 以 拓展 到 联 立 动 态 方程 组 中 。 
例如 ,动态 方程 组 的 解 仍然 由 一 组 特别 积分 (各 变量 的 瞬时 均衡 
值 ) 和 余 函 数 ( 与 均衡 的 偏离 ) 构 成 。 余 函数 仍 以 简化 方程 , 即 方程 
组 中 的 齐 次 方程 为 基础 。 方 程 组 的 动态 稳定 性 仍 取决 于 余 函 数 中 
的 特征 根 的 符号 (如 果 是 微分 方程 组 ) 或 者 绝对 值 (如 果 是 差分 方 
程 组 )。 因 此 , 动态 方程 组 的 问题 只 不 过 比 单个 动态 方程 组 稍微 
复 末 一 点 而 已 。 


18.1 动态 方程 组 的 起 源 
有 两 种 产生 动态 方程 组 的 一 般 方式 。 一 种 可 能 源 于 一 组 给 定 


的 相互 作用 变化 模式 。 男 一 种 可 能 源 于 某 一 给 定 的 变化 模式 ,如 606 
果 这 种 变化 模式 包含 一 个 二 阶 或 更 高 阶 动态 方程 的 话 。 
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相互 作用 的 变化 模式 


最 常见 的 一 组 给 定 的 相互 作用 变化 模式 是 多 部 门 模型 。 模 型 
中 的 每 个 部 门 ,正如 动态 方程 所 描述 的 那样 ,至 少 与 另外 一 个 部 门 
紧密 联系 。 例 如 ,动态 的 投入 产 出 模型 可 能 包含 几 个 产业 ,一 个 产 
业 产 出 的 变化 会 对 其 它 产业 产生 动态 的 影响 。 因 此 , 它 便 构 成 了 
一 个 动态 方程 组 。 类 似 地 ,一 个 动态 均衡 市 场 模型 可 能 包括 几 种 
在 价格 调整 方面 相互 联系 的 商品 。 因 此 , 它 也 构成 了 一 个 动态 方 
程 组 。 

然而 ,也 可 能 在 单一 部 门 模型 中 找到 相互 作用 变化 模式 。 在 
此 模型 中 的 各 个 变量 不 再 表示 不 同 的 部 门 或 不 同 的 商品 ,而 是 表 
未 一 个 经 济 体 的 不 同方 面 。 不 过 ,在 其 动态 行为 中 ,这 些 不 同 的 方 
面 能 够 互相 影响 ,从 而 产生 一 种 相互 作用 的 网 络 。 了 ?了 这 种 情况 的 
具体 例子 实际 上 在 17 章 中 我 们 已 经 遇 到 过 。 在 通货 膨胀 一 一 失 
业 模 型 中 ,预期 的 通货 膨胀 + 所 遵从 的 变化 模式 (17.19) 不 仅 依 赖 
于 x ,而 且 也 依赖 于 失业 率 U( 通 过 实际 通货 膨胀 率 p)。 反 过 来 
看 ,U 的 变化 模式 (17.20) 则 取决 于 x (也 通过 p)。 因 此 ,x 和 
的 动态 过 程 必定 为 联合 决定 的 。 因 此 , 回 过 头 来 看 ,通货 膨胀 失业 
模型 可 以 被 视 为 联 立方 程 动 态 模 型 。 而 且 这 样 还 可 以 免 去 代入 和 
消 元 以 将 方程 化 为 单个 变量 的 方程 的 宛 长 过 程 。 在 后 面 18.4 节 
中 ,我 们 还 将 再 研究 这 一 模型 ,不 过 这 次 是 将 其 作为 动态 方程 组 。 


D 注意 ,如 果 我 们 有 两 个 关于 变量 y, 和 y? 的 动态 方程 ,使 得 yi 的 变化 模式 完 
全 取决 于 yi 本 身 ,y, 的 变化 模式 仅 取决 于 ys 自身 ,那么 ,我 们 实际 上 并 没有 得 到 一 个 
联 立 方程 组 ,所 得 到 的 只 不 过 是 两 个 独立 的 动态 方程 ,每 一 个 均 可 独立 进行 分 析 ,没有 
必要 将 其 " 联 立 起 来 。 
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同时 ,同样 一 个 模型 既 可 以 按照 单一 方程 来 分 析 ,也 可 以 作为 方程 
组 来 分 析 ,为 我 们 讨论 得 到 动态 方程 组 的 第 二 种 方法 提供 一 个 目 
然 线 索 。 


高 阶 动态 方程 的 变换 


假定 我 们 有 一 个 ” 阶 单 变量 微分 (或 差分 ) 方 程 。 那 么 ,正如 
将 要 证 明 的 那样 ,总 可 能 将 此 方程 变换 为 在 数学 上 等 价 的 包含 n 
个 变量 的 个 联 立 一 阶 微分 (或 差分 ) 方 程 组 。 特 别 地 ,一 个 二 阶 
差分 方程 可 重 写 为 两 个 双 变 晤 联 立 一 阶 差分 方程 组 2 因此 , 即 
使 我 们 恰好 仅 由 一 个 (高 阶 ) 动 态 方 程 起 步 ,我 们 还 是 可 以 通过 数 607 
学 变换 的 方法 推导 出 一 个 动态 方程 组 。 顺 便 指 出 ,这 一 事实 具有 
非常 重要 的 意义 :在 后 面 对 动 态 方程 组 的 讨论 中 ,我们 只 需 关 注 一 
阶 方程 组 。 因 为 车 存在 高 阶 方程 ,我 们 总 可 以 首先 将 其 变换 为 一 
组 一 阶 方程 。 这 会 导致 方程 组 中 方程 的 数量 增加 ,但 却 可 把 阶 数 
降 至 最 低 。 : 
为 介绍 变换 方法 ,我 们 考察 一 个 差分 方程 : 
yis2 + ayrl+a2 = ec (18.1) 
若 我 们 创造 -一 个 新 的 人 工 变 量 ,定义 为 
2 = yet (意味 着 zl 三 +2) 
则 我 们 可 以 用 两 个 一 阶 联 立 ( 一 期 时 滞 ) 方 程 将 原 二 阶 方程 表示 如 
下 : 
zi +ar, + ay, =e 


(18.1’) 
yl — Xx, =0 


@ 反之 ,两 个 双 变 量 一 阶 微分 (或 差分 ) 方 程 组 也 可 以 化 为 一 个 单 变量 二 阶 方程 。 
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容易 看 出 ,只 要 定义 变量 zx, 的 第 二 个 方程 得 到 满足 ,那么 ,第 一 个 
方程 与 原 给 定 方程 是 一 致 的 。 通 过 类 似 的 方法 并 运用 更 多 的 人 工 
变量 ,我 们 可 以 将 一 个 更 高 阶 数 的 方程 变换 为 一 个 等 价 的 一 阶 联 
立方 程 组 。 例 如 ,读者 可 以 验证 ,三 阶 方程 


yr3+yr2 一 3yrl+2y = 0 (18.2) 
可 以 表示 成 

Witl +rw ~ 37x,: +2y, =0 

Titl Ww =0 (18.2°) 

Ye+l ZX, =0 


其 中 xz, 二 yy41( 从 而 zy1 三 142), wi 三 Xi41《( 从 而 wj41 二 ZX; 42 三 
Yi+3)o 
通过 完全 类 似 的 步骤 ， 我 们 还 可 以 将 一 个 几 阶 微分 方程 变换 
为 一 个 由 x 个 一 阶 方程 组 成 的 方程 组 。 例 如 ,给 定 二 阶 微 分 方 
程 
yt)+ay (it)+ ay(t)=0 (18.3) 
我 们 可 以 引入 一 个 新 的 变量 x(i), 定 义 为 
X(t) 三 y (1) [意味 着 x (i) 三 y (1)] 
则 (18.3) 可 以 重 写 为 由 两 个 一 阶 方程 组 成 的 方程 组 
z(t) +axzzt)+ayC) =0 
(18.3’) 
y(t) 一 x(t) =0 
读者 可 能 会 注意 到 , 同 (18.1 ) 中 的 第 二 个 方程 一 样 ,(18.3 ) 中 的 
608 第 二 个 方程 起 着 定义 新 引入 的 变量 x 的 作用 。 还 可 以 用 同样 的 
步骤 来 变换 更 高 阶 的 微分 方程 ,唯一 需要 修正 的 是 ,在 变换 过 程 中 
需要 相应 地 引进 更 多 的 新 变量 。 
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18.2 解 联 立 动态 方程 


解 联 立 微分 方程 和 联 立 差分 方程 的 方法 是 极为 相似 的 ,所 以 
我 们 在 本 节 将 一 起 对 其 进行 讨论 。 为 此 ,我 们 将 讨论 仅 限 定 在 具 
有 常 系数 的 线性 方程 。 


联 立 差分 方程 


假设 我 们 有 如 下 线性 差分 方程 组 : 
Zi 十 06z 十 9y =4 
yy _0 (18.4) 
我 们 如 何 求 x 和 y 的 时 间 路 径 , 从 而 使 得 方程 组 中 的 两 个 方程 均 
能 得 到 满足 呢 ? 实质 上 ,我 们 的 任务 就 是 求 出 特别 积分 和 余 函 数 ， 
将 二 者 相 加 使 可 以 得 到 所 要 求 的 两 个 变量 的 时 间 路 径 。 
因为 特别 积分 表示 瞬时 均衡 值 , 所 以 我 们 以 < 和 y 表示 之 。 
同 前 面 一 样 ,首先 试探 常数 解 , 即 zi=z = 和 ywr=w=y 是 
明智 的 。 在 本 例 中 ,这 种 作法 确实 有 效 , 因 为 将 那些 试探 解 代 人 
(18.4) ,得 到 


7z+9y 二 41 1 
庆 T= y= (18.5) 
_ z+5=0) 


(但 在 这 种 常数 解 不 成 立时 ,我 们 则 需 试 探 形式 为 zi = kit，,y, = 
kst 的 解 ,等 等 。) 
根据 以 往 的 经 验 , 对 于 余 函 数 ,我 们 应 采用 形式 为 
Zr = mo 和 = nv (18.6) 
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的 试探 解 ,其 中 mx 和 为 任意 常数 , 底 8 代表 特征 根 。 则 它 自 然 
意味 着 
To = mb 和 yr= no (18.7) 
注意 ,为 使 问题 简化 ,对 两 个 变量 我 们 使 用 相同 的 底 5 关 0, 但 允许 
其 系数 有 所 不 同 。 我 们 的 上 且 的 就 是 求 出 5,m 和 nn 的 值 ,使 试探 
解 (18.6) 满 足 (18.4) 的 简化 ( 齐 次 ) 形 式 。 
609 将 这 些 试探 解 代入 (18.4) 的 简化 形式 ,并 消去 共同 因子 b' 关 
0 ,我 们 可 以 得 到 两 个 方程 
(b+6)m+9n =0 
py 0 (18.8) 
可 以 将 其 视 为 两 变量 mx 入 的 线性 齐 次 方程 组 一 一 如 果 我 们 愿意 
将 6b 暂时 视 为 参数 的 话 。 因 为 方程 组 (18.8) 是 齐 次 的 ,所 以 如 果 其 
系数 矩阵 是 非 奇 异 的 (参见 5.5 节 表 5.1), 那 么 它 将 仅 能 产生 试探 
解 m = n ==0。 在 此 情况 下 ,(18.6) 中 的 余 函 数 均 将 等 于 零 , 表 明 x 
和 y 与 其 瞬时 均衡 值 z 和 y 不 会 出 现 偏离 。 因 为 这 是 一 个 没有 什 
么 意义 的 特例 ,我 们 应 通过 要 求 方程 组 的 系数 矩阵 为 奇异 的 ,以 设 
法 排除 那 种 试探 解 。 即 ,我 们 将 要 求 撼 阵 的 行列 式 为 零 : 
bp+6 9 
-1 
由 此 二 次 方程 ,我们 发 现 6(= 651= 65,)= 一 3 是 使 (18.8) 中 的 滩 
”和 均 免 于 同时 为 零 的 唯一 值 ,因此 我 们 将 仅 使 用 这 个 5 值 。 方 
程 (18.9) 被 称 作 给 定 联 立 差分 方程 组 的 特征 方程 ,其 根 被 称 作 给 
定 联 立 差分 方程 组 的 特征 根 。 
一 旦 我 们 得 到 8 的 具体 值 ,(18.8) 便 会 给 出 对 应 的 mr 和 nn 的 


解 值 。 然 而 ,作为 一 个 齐 次 方程 组 ,实际 上 将 会 出 现 无 穷 多 个 (nm， 
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=6*+66+9=0 (18.9) 








2 ) 的 解 ,可 用 方程 m = kn 表示 之 ,其 中 有 为 常数 。 事 实 上 ,对 于 
每 一 个 根 b; ,一 般 总 会 有 不 同 解 的 方程 m; = kn。 但 在 本 例 5 = 
-3 的 重 根 的 情况 下 ,我 们 仅 会 得 到 单一 方程 mw = 一 3n。 
如 果 我 们 现在 令 n =A;3(A; 为 任意 常数 ), 从 而 m= 一 3A;,， 
则 回忆 一 下 5= -3, 试 探 解 (18.6) 将 会 取 具 体形 式 
z=-3A3(-3) 和 yy, = A;(- 3)! 
且 余 函数 将 会 写成 
Ze =—- 3A3(- 3) -3As(t + 1)(- 3 [由 (17.6)] 
y = As3(— 3) + Ast(— 3): 
(18.10) 
其 中 为 满足 (18.4) 中 的 条 件 x, = y+1, 使 用 了 乘积 项 (1 +1) 以 代 
蔡 z. 的 第 二 项 中 的 上 。 则 将 (18.5$) 中 的 特别 积分 与 刚 求 得 的 余 函 
数 合并 便 可 得 到 通 解 。 
上 述 解 的 一 个 显著 特征 是 ,因为 两 个 时 间 路 径 中 具有 一 致 的 
b' 表达 式 , 所 以 它们 必然 同时 收敛 或 者 发 散 。 在 一 个 具有 动态 的 
相互 作用 的 变量 的 模型 中 ,这 具有 特殊 的 意义 ,因为 除非 在 方程 组 
中 不 存在 任何 动态 运动 ,否则 不 可 能 获得 一 般 瞬时 均衡 。 本 例 具 610 
有 重 根 5= -3,z 和 y 的 时 间 路 径 均 表 现 为 放大 振荡， 


矩阵 符号 


为 揭示 单个 方程 与 方程 组 解法 之 间 的 相似 性 ,我 们 前 面 进行 
描述 时 没有 使 用 和 窍 阵 符号 。 现 在 我 们 来 看 如 何 应 用 这 些 符号 。 虽 
然 把 矩阵 符号 应 用 到 仅 含 两 个 方程 的 简单 方程 组 似乎 没有 多 大 意 
义 ,但 由 于 存在 将 其 推广 至 含 ”个 方程 的 情况 的 可 能 性 ,所 以 这 
是 一 个 值得 做 的 练习 。 
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首先 ,已 知 方程 (18.4) 可 以 表示 成 
0 +r 6 9 Xs 4 
od db 
0 1 Vitl [一 1 0 Yy, 0 


Iu+ Kv = 4d (18.4 ) 
其 中 工 为 2x2 单位 矩阵 ;天 为 x, 和 yw 项 的 2x2 系数 矩阵 ;wu 、wv 
和 4 为 定义 如 下 的 列 向 量 :中 


ri z 4 
“= | lo 
读者 可 能 发 现 一 个 令 人 迷惑 的 特征 ;因为 我 们 已 知道 Iu=w, 那 
为 什么 不 去 掉 工 呢 ? 原因 是 ,虽然 1 现在 看 起 来 是 多 余 的 ,但 在 
后 面 的 运算 中 仍 需 使 用 单位 矩阵 ,因此 我 们 仍 像 在 (18.4”) 中 那样 
保留 它 。 
当 我 们 试探 常数 解 z, ;= 过 = 和 w+i=y=y 作 为 特别 积 


或 更 简洁 地 


分 时 ,实际 上 我 们 是 在 令 w= 二 v= 





”|; 这 将 使 (18.4") 简 化 为 
YY 


(I+K)|l™ I=4a 
加 
如 果 道 (I+ K ) ! 存 在 ,我 们 可 以 将 这 一 特别 积分 表述 为 : 
|= (T+ KK)!a (18.5’) 
JJ 


当然 这 是 一 般 的 公式 ,因为 只 要 (1+ KK) 存在 , 它 对 任意 矩阵 天 


QD 这 里 符号 v 表示 向 量 。 不 要 将 其 与 复数 符号 有 + wv 中 的 v 相 混 淆 。 复 数 符 
号 中 的 wv 表示 标量 。 
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一 Pa 


和 癌 量 < 都 成 立 。 将 其 应 用 于 我 们 的 数字 例子 ,我 们 有 
4 











- 9 1 

(I+K) d = 7” ?| -5 1 -| 4 
L111 | ll 了 1 

16 16 JJL0 4 


因此 ,x =y =1/4, 它 与 (18.5) 一 致 。 
转 到 余 函 数 , 我 们 看 到 试探 解 (18.6) 和 (18.7) 给 出 ww 和 w 向 611 


量 的 具体 形式 


p+! 
"| | 
n np’ 


| np’*! 


当 将 其 代入 简化 方程 Iu + Kv =0 时 ,这 些 试探 解 将 后 者 变 成 


ww |= [ob 


I 
或 者 以 6 “(一 个 标量 ) 通 乘 并 提取 公 因 子 后 ,得 到 
(I+K)|™ |=0 (18.8”) 


其 中 0 为 零 向 量 。 正 是 由 此 齐 次 方程 组 ,我 们 要 求 出 将 在 试探 解 
中 使 用 的 ,mm ,? 的 合适 的 值 ,从 而 使 试探 解 明确 下 来 。 


为 避免 m 和 7 的 平凡 解 ,需要 
1bI+-K|=0 (18.9”) 
这 是 将 会 给 出 特征 根 5, 的 特征 方程 。 读 者 可 以 验证 ,如 果 我 们 将 
p 0 6 | 
bI = 和 K = 
0 1 


代入 方程 ,结果 便 是 能 够 产生 重 根 b= -3 的 方程 (18.9)。 
一 般 而 言 ,每 个 根 6b; 将 由 (18.8') 无 数 mx 和 解 值 中 的 特定 


的 一 组 给 出 ,m 入 的 解 值 由 方程 m; = hn, 联系 起 来 。 因 此 ,对 


每 个 b; 值 可 能 写 出 
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mi 一 4 和 m; = kA; 
其 中 A; 为 有 待 于 确定 的 任意 常数 。 将 其 代入 试探 解 ,这 些 n; 和 
m; 的 表达 式 及 6b; 值 会 引出 一 个 特殊 形式 的 余 函 数 。 若 所 有 的 根 
均 为 不 同 的 实数 , 则 我 们 可 应 用 (17.5) 并 写成 


x。 DS mb 2 kAw! 
[7 = no’ |- 民间 
但 在 重 根 情 况 下 ,我 们 则 必须 应 用 (17.6) ,结果 对 我 们 现在 的 数字 例 
子 , 同 (18.10) 中 的 结果 一 样 , 余 函 数 将 含有 像 As# 和 A, + 6 这 样 的 


项 。 最 后 ,在 复 根 情况 下 ,应 按 其 原型 (17.10) 那 样 写 出 余 函 数 。 
最 后 ,为 得 到 通 解 , 只 需求 和 


十; 村 + 
时 |- 国 | | 
则 余下 的 工作 只 是 确定 任意 常数 A;。 

612 将 此 方法 推广 至 n 元 方程 组 应 是 不 言 自明 的 。 但 当 nn 较 大 
时 ,不 容易 定量 解 出 特征 方程 (n 次 多 项 式 方程 )。 在 此 情况 下 ,我 
们 仍 需 借助 于 舒 尔 定理 ,来 得 出 方程 组 中 变量 的 时 间 路 径 的 定性 
结论 。 我 们 记得 ,在 试探 解 中 ,所 有 变量 都 被 赋予 同样 的 底 和, 所 
以 最 后 在 余 函 数 中 有 相同 的 b;' 式 , 且 具有 同样 的 收敛 性 。 这 样 ， 


只 需 一 次 应 用 每 尔 定 理 , 就 可 以 确定 方程 组 中 每 个 变量 的 时 间 路 
径 的 人 敏 散 性 。 


联 立 微分 方程 


刚才 介绍 的 解法 也 可 以 应 用 于 一 阶 线性 微分 方程 组 。 所 需 进 


行 的 唯一 重要 的 修正 是 将 试探 解 变 成 
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zt)= me” 和 y(t) = ne” (18.11) 
Ti) = rme” 和 y(t) = rne” (18.12) 
与 我 们 原来 使 用 符号 习惯 相 一 致 , 特 征 根 现在 以 + 而 非 以 5 表示 。 
假设 我 们 有 如 下 方程 组 
x (1)+2y (1)+27r(t) + Sy(t) =77 
y(t)+ xr(t)+4y(i) =61 
首先 ,我们 将 其 改写 为 矩阵 形式 

Jz + Am = g (18.13 ) 


-= 
“= 4 0 [0] sl[a) 
注意 ,鉴于 (18.13) 第 一 个 方程 中 存在 2y (i) 项 ,我 们 必须 使 用 和 矩 
阵 丁 代替 (18.4 ) 中 的 单位 矩阵 [。 当 然 ,车 /为 非 奇异 的 (从 而 
J 存在 ) , 则 我 们 可 以 J : 左 乘 (18.13) 各 项 ,使 其 在 某 种 意义 上 
正规 化 ,以 得 到 
J 'Ju+J Mvu=Jig 或 Ilu+Kv=4d 
(K=J"'M;d 三 J ''g) (18.13”) 
这 个 新 的 形式 与 (18.4 ) 完 全 一 致 ,但 必须 记 住 向 量 x 和 zw 在 两 种 
情况 下 具有 完全 不 同 的 意义 。 在 后 面 的 推导 中 ,我 们 将 始终 使 用 
(18.13 ) 中 给 出 的 公式 /+Mm=go。 
为 求 出 特别 积分 ,我 们 试探 常数 解 zt)= 工 和 y(Ct)=613 
y 一 一 这 意味 着 rz (1)=y (1)=0。 若 这 两 个 解 成 立 , 则 向 量 x 
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(18.13) 


其 中 矩阵 为 


各 将 变 成 =| “| iv = | 0], 且 (18.13') 会 化 简 为 Mu=g。 因 
yy 

此 ,多 和 ;的 解 可 以 写成 

= v=M'!g (18.14) 


> 
读者 可 将 其 与 (18.5 ) 相 比较 。 用 数字 表示 ,本题 得 到 如 下 特别 积 


bd ll 2 


其 次 ,我 们 来 求 余 函 数 。 运 用 (18.11 
试探 解 ,向 量 xw 和 ww 变 成 


oe 


nn n 


和 (18.12) 中 所 提示 的 


将 其 代入 简化 方程 
Juat Mv=0 
产生 结果 
1 +M" =0 
或 在 以 标量 e ? 通 乘 并 提取 公 因 子 后 ， 
(+M)| 7 |=0 (18.15) 
n 


读者 可 将 其 与 (18.8') 相 比较 。 因 为 我 们 的 目的 是 求 出 m 和 nn 的 
非 平 凡 解 (因而 我 们 的 试探 解 也 将 是 非 平 凡 的 ), 所 以 必须 


| z+M|=0 (18.16) 
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最 后 这 个 方程 (已 知 方程 组 的 特征 方程 ) 将 会 产生 我 们 要 求 的 根 
r;; 则 我 们 可 以 求 出 相应 的 ( 非 平 几 的 )m; 和 nn; 值 。 
在 本 例 中 ,特征 方程 为 


r++2 2r+5 








Ili-+M|= =ri+4r+3=0 
1 六 十 4 
(18.16 ) 
其 根 为 ri1= 一 1,7r,= -3。 将 其 代入 (18.15), 得 到 
1 31|7211 | 加 
| | "|=0 (对 于 r = -了 ) 
一 工 一 1 nt 
| | :| =0 (对 于 r， = 一 3) 
1 1 上 ?2 
由 此 得 到 721 二 一 3721,722 三 一 n2, 它 们 也 可 表示 成 614 


m1 二 3A! 和 和 m2; = A, 
n=-A: n=- A; 
现在 x; ,m;,n; 均 已 求 出 , 则 余 函 数 可 以 写成 如 下 指数 式 的 线 
性 组 合 : 
RE 


| [不 同 的 实 根 ] 


且 通 解 的 形式 为 


RS 


Se 


0 
在 本 例 中 , 解 为 


| | 3Ale ‘+ Ase 3+1 

y(t) | -Ale ‘:— Ae **+15 

进而 ,如 果 已 知 初始 条 件 x(0)=6,y(0)=12, 则 可 求 得 任意 常数 
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为 A1=1,A2=2。 可 用 它们 来 确定 上 面 的 解 。 

我 们 可 以 再 一 次 观测 到 , 因 ce"? 式 为 时 间 路 径 zx(t) 和 y(z) 所 
共有 ,所 以 z(z) 和 y(z) 必 然 或 者 均 为 收敛 或 者 均 为 发 散 。 本 例 
中 的 根 为 ~ 1 和 一 3, 所 以 两 个 时 间 路 径 分 别 收敛 于 其 均衡 值 , 即 
T=1 和 y=15。 

尽管 本 例 仅 是 一 个 由 两 个 方程 组 成 的 方程 组 ,但 处 理 此 方程 
组 的 方法 无 疑 可 以 推广 到 含 n 个 方程 的 一 般 方 程 组 。 虽 然 很 
大 时 ,很 难 求 出 定量 解 ,但 一 旦 求 出 特征 方程 , 便 可 以 利用 罗斯 定 
理 进行 定性 分 析 。 


对 特征 方程 的 进一步 说 明 


“特征 方程 “这 个 术语 我 们 现在 已 在 三 种 不 同 场合 中 遇 到 过 : 
在 11.3 节 ,我 们 谈 到 矩阵 的 特征 方程 ;在 15$.1 节 和 17.1 节 ,这 一 
术语 又 被 应 用 于 单个 的 线性 微分 方程 和 差分 方程 ;现在 在 本 节 ,我 
们 已 介绍 了 线性 差分 或 微分 方程 组 的 特征 方程 ,这 三 者 之 间 存 在 
某 种 联系 吗 ? 

这 三 者 之 间 确 有 联系 ,而 且 联 系 密 切 。 首 先 ,给 定 的 单个 方程 
和 等 价 的 方程 组 [以 方程 (18.1) 和 方程 组 (18.1 ) ,或 方程 (18.3) 
和 方程 组 (18.3 ) 为 例 ] 的 特征 方程 必然 是 一 致 的 。 为 便于 说 明 ， 
考察 差分 方程 (18.1),y,;;+ aly+i1+ azys 二 co。 我 们 前 面 已 学 

615 过 ,直接 将 其 常 系数 移植 到 二 次 方程 中 便 可 写 出 特征 方程 : 
b*+aib+a,=0 


那么 ,等 价 的 (18.1 ) 又 如 何 呢 ? 如 在 (18.4 ) 中 那样 , 取 方 程 组 的 


形式 为 lu + Ko = d ,我 们 有 挎 阵 K= [“， “*]。 从 而 特征 方程 
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a -一 rm . 


+cl a 
一 了 6 





+tKI= 


=6°+aibt+as = 0 [由 (18.9’)] (18.17) 
它 志 单个 方程 的 特征 方程 是 完全 一 臻 的。 自然 ,在 微分 方程 框架 
中 ,同样 的 结果 也 是 成 立 的 ,唯一 的 差别 是 ,根据 习惯 在 后 一 种 框 
架 中 我 们 要 以 符号 x 代替 符号 5。 
将 差分 (或 微分 ) 方 程 组 的 特征 方程 与 特殊 方 阵 ( 称 之 为 D) 
的 特征 方程 联系 起 来 也 是 可 能 的 。 参 照 (11.14) 中 的 定义 ,但 在 差 
分 方程 框架 中 使 用 符号 5b( 而 非 >) ,我 们 可 写 出 矩阵 万 的 特征 方 
程 如 下 : 
ID-6bIl=0 (18.18) 
一 般 而 言 , 若 以 -1 乘 行 列 式 |D -pb| 中 的 每 一 元 素 ,如 果 和 矩阵 DD 
包含 偶数 行 (或 列 ), 则 行列 式 的 值 不 变 ; 如 果 和 矩阵 D 包含 奇数 行 
或 列 , 则 行列 式 改变 符号 。 但 在 这 里 ,因为 1D - 561 等于零 ,以 -1 
乘 以 每 个 元 素 没 有 什么 意义 ,与 矩阵 DD 的 维 数 无 关 。 但 以 -1 乘 
行列 式 |D - 6bI| 的 每 一 元 素 相当 于 在 取 和 矩阵 (DD 一 57) 的 行列 式 以 
前 乘 以 一 1( 参 见 5.3 节 例 6)。 因 此 ,(18.18) 可 以 重 写 为 
|bI-DI=0 (18.18’) 
使 之 与 (18.17) 相 等 时 , 若 我 们 选择 矩阵 DD= -天 , 则 其 特征 方程 
将 与 方程 组 (18.1') 的 特征 方程 恒 等 。 此 和 矩阵 一 KK 具有 特殊 意义 : 
车 我 们 取 方 程 组 的 简化 型 fu + Kv =0, 并 将 其 表示 为 ia = - Kw， 
或 简单 地 u = - Kwv, 则 我 们 看 到 -kK 在 这 个 特殊 方程 中 是 一 个 
可 将 向 量 上 = | 了 | 转化 为 向 量 z = | 的 矩阵 。 


805 





同样 的 推理 也 适用 于 微分 方程 组 (18.3'’)。 但 是 在 方程 组 
(18.13 )Ju+ Mwv=g 情况 下 [不 同 于 方程 组 (18.3 ), 其 第 一 项 为 
Ju 而 非 Iu1, 我 们 不 应 取 D= -- M。 相 反 , 我 们 必须 首先 将 方程 
Jut+ Mv =g 正规 化 为 (18. 13”) 的 形式 ,然后 再 取 忆 = -天 = 
-J M。 

总 之 ， 给 定 〈1) 单个 差分 或 微分 方程 ， 及 (2) 一 个 等 价 
的 方程 组 ， 由 此 方程 组 我 们 也 可 得 到 (3) 一 个 适当 的 矩阵 DD， 

616 如 果 我 们 设法 求 出 三 种 情况 的 特征 方程 ， 那 么 ， 其 结果 必然 是 完 
全 一 致 的 。 


练习 18 .2 


1 验证 差分 方程 组 (18.4) 与 单个 方程 y,;,+6y,+11+ 9y, 二 4 等 价 , 此 方 
程 已 在 17.1 节 例 4 中 解 出 。 如 何 比较 用 两 种 不 同方 法 所 得 到 的 解 ” 
2 证明 差分 方程 (18.2) 的 特征 方程 与 等 价 方程 组 (18.2 ) 的 特征 方程 
是 完全 一 致 的 。 
3 解 下 列 差分 方程 组 : 
(a) Ti+1 +x: +2y,= 24 
yrl +2xt -2y=9 (其 中 xo=10 和 yo=9) 


1 
(5) Xit+1 Ti 本 


zfytrEYw=8 订 (其 中 mo=5 和 yo=4) 
4 解 下 列 差 分 方程 组 : 
(a) x (tt) — zx(t)-12y(:)= -60 
y(t)+ z(t)+ 6y(2)= 36 [其 中 x(0)= 13 和 y(0)=4) 
(8) Tt) 一 2zti)+3yt) = 10 
y(t) 一 z(t) +2y(t) = 9 【其 中 x(0)=8 和 y(0)=5] 
806 
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$ 以 微分 方程 组 (18.13) 为 基础 , 求 与 该 方程 组 有 相同 特征 方程 的 矩阵 
D。 验 证 这 两 个 特征 方程 确实 相同 。 


18.3 动态 投入 产 出 模型 


投入 产 出 分 析 首 先 遇 到 的 问题 是 :每 个 产业 究竟 生产 多 少 产 
品 ,才能 恰好 满足 所 有 产业 的 投入 需求 ,以 及 (开放 系统 ) 的 最 终 需 
求 ? 这 是 一 个 静态 的 解 联 立方 程 组 以 求 所 有 产业 的 均衡 产 出 水 平 
的 问题 。 当 把 某 些 额 外 的 经 济 条 件 纳入 模型 时 ,投入 产 出 系统 会 
表现 出 动态 特征 ,从 而 产生 上 节 讨 论 过 的 差分 或 微分 方程 组 。 

这 里 需要 考察 三 种 动态 条 件 。 但 为 使 表述 简洁 ,我们 将 仅 说 
明 两 个 部 门 的 开放 系统 。 然 而 因为 我 们 将 使 用 和 矩阵 符号 ,所 以 将 
其 推广 到 n 产业 部 门 的 情况 并 不 会 产生 困难 ,只 需 适 当 改 变 和 矩阵 
的 维 数 便 可 以 做 到 这 一 点 。 为 便于 推广 ,使 用 符号 zl,: 和 Za 而 
非 z, 和 yw 要 更 明智 一 些 ,因为 当 需 要 时 ,我 们 便 可 以 将 符号 推广 


至 x,.1o 读者 可 以 回顾 一 下 ,在 投入 一 产 出 分 析 的 有 关内 容 中 ,zi 617 


表示 第 i 个 产业 部 门 的 产 出 (以 美元 度量 ); 而 现在 新 的 下 标 上 则 
把 时 间 因 素 加 到 相应 的 产业 部 门 。 投 入 系数 符号 a; 仍 表示 生产 
一 美元 的 第 7 种 商品 所 需要 的 第 i 种 商品 的 美元 数 ,di 仍 表 示 第 i 
种 商品 的 最 终 需 求 。 


生产 中 的 时 渍 
在 静态 的 两 产业 开放 系统 中 ,产业 I 的 产业 应 确定 在 如 下 需 
求 水 平 : 


Tl1 一 QZlI+a2z2 二 Ci 
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re epee rh a 


现在 假设 生产 时 灌 为 一 个 时 期 ,因而 时 期 1 的 需要 量 不 是 决定 现 
期 产 出 ,而 是 (上 +1) 期 的 产 出 。 为 描述 这 种 新 的 情况 ,我 们 必须 将 
上 述 方程 修正 为 这 种 形式 


Tit 三 Qt 十 QZz2e 二 di (18.19) 
类 似 地 ,我 们 可 以 写 出 产业 II 的 方程 
之 2,t+1 一 W221X1,: 十 a Tr2.1 + Q2 ， (18.19 ) 


这 样 我 们 现在 有 了 一 个 联 立 差分 方程 组 。 它 构成 了 投入 产 出 模型 
的 动态 形式 。 
用 矩阵 符号 ,方程 组 由 下 列 方程 构成 : 


X41 — Azx, = d, (18.20) 
其 中 zx, = i zx, = | 
这 2,r+l 2,1 


dll Q12 di,, 

人 A= I | d, = | 
显然 , (18.20) 与 (18.4 ) 形 式 一 致 ,但 有 两 点 例外 。 首 先 , 不 同 于 
向 量 w ,向 量 x, ;1 并 没有 单位 矩阵 作为 其 “系数 ”, 但 正如 前 面 
所 解释 的 那样 ,这 并 无 分 析 上 的 差别 。 其 次 ,也 是 更 为 实质 的 一 点 
是 ,具有 时 间 下 标的 向 量 d, 意味 着 最 终 需 求 向 量 被 视 为 时 间 的 函 
数 。 如 果 此 函数 不 为 常数 , 则 求 特别 积分 的 方法 需要 修正 ,尽管 余 

负数 不 受 影响 。 下 面 的 例子 可 说 明 修 正 的 步骤 。 

例 1 已 知 指数 式 最 终 需 求 向 量 


2 = > |= ,| 3 (8= 一 个 正 标量 ) 


求 动态 投入 一 产 出 模型 (18.20) 的 特别 积分 。 根 据 17.4 节 介 绍 的 
待定 系数 法 ,我 们 将 试探 形式 为 X11 = B16 入， = p26’ 的 解 ,其 
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中 8; 和 82: 为 待定 系数 。 即 ,我们 应 试探 618 


BIG | 
TX, = ,| = 人 18.21 
| 四 
它 意味 着 


m= [= [= es 
如 果 所 提出 的 试探 解 成 立 , 那 么 (18.20) 将 变 成 
oo ole -Le “(sl = i] 


或 者 消去 标量 公 因 子 8% 天 0， 


| 一 QI 一 412 网 四 

一 (18.22 ) 
”CQC21 6 一 422 Lp ] 
假定 最 左边 的 系数 矩阵 为 非 奇 异 的 ,我 们 可 以 根据 克 革 姆 法 则 求 


出 Bl 和 Bo 为 


9-az +atz _ 6- a+ azl 


Bi 一 A 和 Bp2 = A 
(18.22 ) 


其 中 A=(8 一 ail)(S-- a22) 一 aiza2lo 因 为 en 和 B> 现在 完全 以 
已 知 参数 表示 ,我 们 仅 需 将 其 代入 试探 解 (18.21), 以 得 到 特别 积 


B16 
B26 


Bi Bi 1 01f81 fr8 01T8 

a a ola] w oy 1] [a]= [3 2)[e) 
这 里 我 们 选择 第 三 种 形式 ,因为 下 - 步 筑 要 把 | 0 2 | 加 到 易 一 个 2 x2 的 矩阵 中 去 。 
前 两 种 可 供 选 择 的 形式 要 求 问题 满足 维 数 可 相 乘 条 件 。 


0 次 者 应 注意 到 向 量 | | 可 以 重 写 成 好 几 种 等 价 的 形式 
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分 的 确定 表达 式 。 

这 里 讨论 的 最 终 需 求 向 量 的 更 一 般 的 形式 将 在 练习 18.3 一 1 
中 给 出 。 

求 (18.20) 余 函数 的 步骤 与 上 一 节 所 介绍 的 方法 没有 什么 不 
同 。 因 方程 组 的 齐 次 形式 为 zi+i- Az,=0, 所 以 特征 方程 应 为 


b 一 a 12 , 
1 bI—-Al= = 0 [参见 (18.9 ) 


-a b-a» 


由 此 我 们 可 以 求 出 特征 根 gb; 和 6: ,并 继续 求解 过 程 剩 下 的 步 又。 








619 超额 需求 与 产 出 调整 


(18.20) 中 的 模型 表达 式 也 可 产生 于 不 同 的 经 济 假设 。 考 察 
这 样 一 种 情况 :对 每 一 产品 的 超额 需求 会 引致 产 出 增 量 等 于 超额 
需求 。 因 为 在 时 期 上 对 第 一 种 产品 的 超额 需求 等 于 
4112Z1， 十 Qi2x2 + di, X11 


(需求 的 ) {供给 的 ) 


必 使 产 出 调整 ( 增 量 )Azi 恰好 等 于 该 水 平 : 
AXi,i( X11 ~ X11) = atziy +Ta2z yi + ci， 一 1， 
但 知 我 们 在 方程 两 边 同 时 加 上 zl,, 其 结果 将 与 (18.19) 相 同 。 类 
似 地 ， 对 第 二 个 产业 部 门 ,我 们 的 产 出 调整 假设 将 给 出 一 个 与 
(18.19 ) 相 同 的 方程 。 
至 此 ,我 们 一 直 在 离散 时 间 框 架 下 考察 投入 一 产 出 系统 。 为 
了 比较 ,我 们 现在 在 连续 时 间 模 式 下 考察 产 出 调整 过 程 。 
在 连续 时 间 框 架 下 ,要 求 使 用 符号 zi(t) 以 代替 zi ,, 使 用 导 
数 Zi) 以 代替 Aziie 根据 这 些 变化 , 产 出 调整 假设 可 以 表示 成 
如 下 两 个 微分 方程 : 
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rr ii 


T1(t) = axri(t)+ arr(t)+ di(t)— ri(t) 

TXT2(2) = azizt)+ qwrt) + ds(t) 一 or) 
在 任意 时 间 t= to, 符 号 x;(to) 表 示 在 该 时 刻 的 单位 时 间 的 产 出 
流量 率 ,d;(to) 表 示 那 一 时 刻 每 月 的 最 终 需 求 。 因 此 每 个 方程 等 
号 右边 的 和 表示 在 1 = io 度量 的 每 月 的 超额 需求 率 。 而 左边 的 导 
数 z; (zo) 表示 在 t= io 的 超额 需求 所 引起 的 月 产 出 调整 率 。 只 
有 在 超额 需求 和 产 出 调整 均 保持 在 现在 的 比率 时 ,这 个 调整 过 程 
才 会 在 一 个 月 的 时 间 内 消除 超额 需求 并 导致 均衡 。 实 际 上 ,超额 
需求 像 引 致 的 产 出 调整 一 样 ,将 随时 间 的 变化 而 变化 ,从 而 产生 
“ 猫 追 老鼠 ”的 游戏 。 方 程 组 的 解构 成 产 出 x; 的 时 间 路 径 ,成 为 这 
场 “ 追 逐 " 的 记录 者 。 如 果 解 是 收敛 的 ,那么 ,“ 猫 "( 产 出 调整 ) 最 终 

会 逐渐 追 上 “ 鼠 (超额 需求 )( 当 上 一 co 时 )。 

经 过 适当 重 排 ,此 微分 方程 组 可 按 (18.13 ) 的 形式 表示 如 下 : 
lx +(I—- A)zx=4d (18.23) 


六 ZI) 
0 = 网 网 

aa 1(z) 
= 


(符号 ” 表示 导数 ,而 非 转 置 )。 余 函数 可 以 通过 前 面 讨 论 的 方法 620 
求 出 。 特 别 地 ,特征 根 可 由 如 下 方程 求 出 


其 中 


六 十 下 一 Qil 一 a12 


EE = 0 





U1 六 十 1 一 Co?> 


[参见 (18.16)] 
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至 于 特别 积分 ,如 果 最 终 需 求 回 量 包 含 时 间 的 非常 数 画 数 
di(t)、d2(t ) 作 为 其 元 素 , 则 求解 方法 必须 作 调 整 和 修正 。 下 面 
我 们 介 述 一 个 简单 的 例子 。 

例 2 已 知 最 终 需 求 向 量 

2 = [ye 
其 中 4; 和 6 为 常数 , 求 动 态 模型 (18.23) 的 特别 积分 。 运 用 待定 系 
数 法 ,我 们 可 以 试探 形式 为 zi(i) = Bie* (当然 ,这 意味 着 zi (2)= 
opzec ) 的 解 。 用 和 矩阵 符号 ,可 将 其 写成 


网 
二 er (18.24) 
Bb2 


mop 0a) [参见 


代 和 人 (18.23) 并 消去 公共 ( 非 零 ) 标 量 乘 子 en ,得 到 
lo al 一 a B 
A 


Ct+1l~ a 一 a12 8 
™ 一 Q21 | 人- 略 
(18.25) 


如 果 最 左边 的 矩阵 为 非 奇 异 的 , 则 可 应 用 克 莱 姆 法 则 并 确定 系数 
B; 的 值 为 


_ A(p+1- a2)+ ha 


Bb1 一 入 
12(p 二 1 一 十 艺 
B, = 人 2 a 1C21 (18.25’) 
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其 中 4 三 (po 十 上 一 1] ) (p+ 1 — a22 ) i124d2]0 这 样 ,待定 系数 确 
定 以 后 ,我 们 便 可 以 将 其 值 代入 试探 解 (18.24) 以 得 到 所 求 的 特别 
积分 。 


资本 形成 


产 出 动态 投入 产 出 系统 的 另 一 个 经 济 考虑 是 资本 形成 ,其 中 
包括 存货 积累 。 

在 静态 的 讨论 中 ,我 们 仅 考虑 用 于 满足 现实 需求 的 每 种 产品 
的 产 出 水 平 ,对 存货 积累 或 资本 形成 的 需要 或 者 被 忽视 了 ,或 者 被 
归 入 最 终 需 求 向 量 。 为 揭 开 资本 形成 的 奥秘 ,我 们 现在 考察 投入 
系数 矩阵 A = [a;] 和 资本 系数 矩阵 

C = [ce ] = 及 | 
C21 C22 

其 中 c; 表 示 第 j 个 产业 部 门 由 于 产 出 增加 1 美元 而 需要 的 第 i 种 
商品 的 美元 数 ; 这 种 对 第 i 种 商品 的 需要 是 作为 新 的 资本 (或 者 是 
设备 ,或 者 是 存货 , 视 商 品 的 性 质 而 定 )。 例 如 ,如 果 软 饮料 产业 
(第 j 个 产业 ) 产 出 增加 1 美元 ,导致 装 瓶 设备 第 i 种 产品 增加 2 
美元 , 则 cj=2。 因 此 ,这 种 资本 系数 表示 某 种 边际 资本 产 出 比 ， 
此 比率 仅 限定 为 一 类 资本 (第 i 种 商品 )。 像 投入 系数 a 一样, 假 
定 资本 系数 也 是 固定 的 。 对 于 一 个 经 济 体 , 它 生产 的 每 一 产品 的 
产量 不 仅 要 满足 投入 需求 加 最 终 需 求 ,而 且 要 满足 资本 形成 对 它 
的 需求 ， 

如 果 时 间 是 连续 的 , 则 产 出 增 量 以 导数 zx (i) 表示 ;这样 每 个 
产业 的 产 出 应 确定 为 

Zi = act) +aizzz(t)+clz (tt) +c2z2(t)+aI(Ct) 
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zx2(1) 一 a Tt1(1) 十 a22.52(£) 十 c511 (tt) 十 c(t) 十 ad2(t) 
投 人 需求 资本 需求 最 终 融 求 


用 和 矩阵 符号 ,可 以 表示 成 方程 
Ix = Ar+Czr +d 
或 
Cr +(A— 1)zr=-— (18.26) 
如 条 时 间 是 离散 的 ,z 期 的 资本 需求 则 会 建立 在 产 出 增 量 xi; ,， 
一 Xi,1-1( 三 Ai,,-1) 的 基础 之 上 。 产 出 水 平 应 确定 为 


2 2,¢ 
Oy 


ad21 422 
投入 需求 
C1 “121TZzly 一 il di 
十 十 
C21 C22 X21 一 过 2 一 1 d2,1 
OQ 和 
资本 需 来 最 终 需 求 


或 者 
lx, = Azx, + C(x — x1)+d, 
但 是 ,将 时 间 下 标 前 移 一 期 ,合并 同类 项 ,我 们 可 将 此 方程 写 
622 成 这 种 形式 : 
(一 AAA-C)z+Cr = di (18.27) 
当然 ,微分 方程 (18.26) 和 差分 方程 (18.27) 均 可 由 上 节 提 出 
的 方法 来 解 。 毫 无 疑问 ,将 矩阵 重新 定义 并 相应 改变 矩阵 维 数 ,就 
可 以 将 这 两 个 矩阵 方程 推广 至 个 产业 的 情况 。 
上 市 ,我 们 已 经 讨论 了 对 时 滞 和 调节 机 制 的 考虑 是 如 何 引 出 
动态 投入 产 出 模型 的 。 把 同样 的 考虑 应 用 于 一 般 均 衡 市 场 模型 
时 , 它 也 会 以 极为 相同 的 方式 变 成 动态 模型 。 但 因 这 种 模型 的 形 


成 与 投入 产 出 模型 实质 上 是 相似 的 ,所 以 我 们 免 去 形式 上 的 讨论 ， 
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读者 可 以 参考 练习 18.3-6 和 18.3-7 所 介绍 的 例子 。 


练习 18 .3 


1 


在 例 1 中 , 若 最 终 需 求 向 量变 为 d, = | 2 人 | ,那么 ,特别 积分 会 如 
2 


何 变化 ?得 出 答案 后 ,请 证 明 例 1 中 的 答案 仅 是 在 41= 4，= 1 时 的 一 个 特 


例 。 
2 


(a) 证 明 (18.22) 可 更 简洁 地 写成 
(81 — A)B= & 

(8) 在 上 面 使 用 的 $ 个 符 导 中 ,哪个 是 标量 ? 向量? 和 矩阵? 
(c) 假 设 (51 - A) 为 非 奇 异 的 ,以 矩阵 形式 写 出 8 的 解 。 
(a) 证 明 (18.25) 可 更 简洁 地 写成 

(pI+1I-A)B8=/ 
(5) 这 5 个 符号 中 ,哪些 符号 分 别 表示 标量 、 向 量 或 者 矩阵 ? 
(c) 假 设 (pI+ 1 一 A) 为 韭 奇异 的 ,以 矩阵 形式 写 出 8 的 解 。 
对 于 离散 时 间 的 生产 滞后 投入 产 出 模型 (18. 20), 已 知 A = 


3 4 12 、， 
, | 1 ae 
10 1 10) 

初始 产 出 为 z1.0 = 0 ,x2.0= 总 , 求 确定 的 时 间 路 径 。( 在 所 有 计 
算 中 均 使 用 分 数 ,不 要 使 用 小 数 。) 

对 于 离散 时 间 的 生产 滞后 投入 产 出 模型 (18. 23) ,已 知 A -= 


3 4 

10 10 1/10 
3 2 | 和 d= 2a0 | , 求 :(a) 特 别 积分 ;(6) 余 函数 ;(c) 假 设 
10 10 


初始 条 件 为 zi(0)=5376 和 zaz(0) =2546, 求 确定 的 时 间 路 径 。( 在 
所 有 计算 中 均 使 用 分 数 而 不 使 用 小 数 。) 
在 一 个 ?种 商品 的 市 场 中 ,所 有 的 Qu 和 Qus(z=1,2,…z) 均 可 视 为 
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n 种 价格 PP ，,…,P; 的 函数 ,从 而 对 每 一 商品 的 超额 需求 三 Qj 一 Q, 也 是 
这 些 价 格 的 函数 。 假 定 函 数 为 线性 的 ,我 们 可 以 写 出 
El1= aw+ anPr+ aoPs+…+aP， 


Ey = a + a Pi + ci 已 十 … + a,P, 


E, = Cn0 + aa 了 PT awzP2t + amP, 
或 以 矩阵 形式 
EF=u+AP 

(a) 最 后 这 4 个 符号 代表 什么 ?” 标量? 向 量 ? 还 是 矩阵 ? 

《2 将 所 有 价格 视 为 时 间 的 函数 ,并 假定 dP; /dz = ajE;(i=1,2,…,n)， 
那么 ,上 面 这 组 方程 的 经 济 解释 是 什么 ? 

(c) 写 出 表明 每 个 4P;/di 为 n 种 价格 的 线性 函数 的 微分 方程 。 

(qd) 证 明 , 若 令 P 表示 导数 4PivLdx 的 n x1 列 向 量 ,车 a 表示 nn xn 对 角 
矩阵, 主 对 角 线 上 的 元 素 依次 为 a1,a;,…,a, ,其 余 元 素 为 零 , 那 么 ,我 们 可 
以 将 上 述 微分 方程 组 用 和 矩阵 符号 写成 PP -aAP= aa。 

7 对 于 上 题 中 的 n 商品 市 场 ,其 离散 时 间 形 式 由 一 组 差分 方程 AP, ， 
= ci (1 =1,2,…,n) 构 成 ,其 中 EF; ,= aio + a Pl,+ ai2 P2t + + 
GinPn ,zo 

(a) 写 出 超额 需求 方程 组 ,并 证 明 它 可 以 用 和 矩阵 符号 表示 成 EE =at+ 
AP.,。 

《2) 证 明 价 格调 整 方程 可 以 写成 P,,1 - P, = ak,, 其 中 4 为 上 题 所 定义 
的 nxn 对 角 和 矩阵 。 

(c) 证 明 离散 时 间 模 型 的 差分 方程 组 可 以 以 P,,i- (TI+a4)P,=aa 的 
形式 表示 。 





18.4 对 通货 膨胀 一 失业 模型 
的 进一步 讨论 


在 介绍 了 多 部 门 投入 产 出 模型 的 动态 方程 组 以 后 ,我们 现在 
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来 介绍 一 个 单 部 门 联 立 动态 方程 的 经 济 例 子 。 为 此 ,我 们 把 已 在 
不 同 题目 下 遇 到 过 两 次 的 通货 膨胀 失业 模型 再 一 次 召回 。 


联 立 微分 方程 


在 15.5 节 , 通 货 膨 胀 失 业 模 型 是 在 连续 时 间 框 架 下 通过 如 下 
三 个 方程 给 出 的 : 
p=a—-T-BUth (a,8B>0;0 <h1) (15.33) 


Sr =-j(p-x) (0<j 达 1) (15.34) 
一 一 有 (7 一 户 ) (k > 0) (15.35) 


那 时 我 们 还 不 具备 处 理 联 立 动态 方程 的 能 力 ,我 们 是 通过 将 模型 624 
化 为 一 个 单 变量 方程 来 解决 这 一 问题 的 ,这 需要 元 繁 的 代 换 与 消 
元 过 程 。 现 在 ,考虑 到 在 模型 中 共存 x 和 U 的 两 个 已 知 的 变化 模 
式 ,我 们 将 其 作为 一 个 由 两 个 联 立 微分 方程 构成 的 模型 。 

把 (15.33) 代 入 另 两 个 方程 并 把 导数 dr /dt 三 x “(t) 和 dU/ 
dt 三 U'(z) 更 简洁 地 写成 x 和 LI 后 ,模型 的 形式 为 

x +j(l-h)rt+jBU =j(a—- TT) 
U’ -khr + kBU =k(a—-T-m) 


(18.28) 
或 者 用 矩阵 符号 
1 01; (lh) 57061177 Co _ 
| [5 5]- 7, 
| TN 
(18.28 ) 


由 此 方程 组 ,可 立即 求 得 r 和 U 的 时 间 路 径 。 而 且 , 如 果 需 要 的 
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话 ,我 们 还 可 以 通过 (15.33) 导 出 p 的 路 径 。 
解 的 路 径 


为 求 得 特别 积分 ,我 们 可 令 (18.28 ) 中 的 rz = U =0( 使 x 和 
U 对 时 间 稳 定 ) 并 解 出 r 和 U。 在 前 面 (18.14) 的 讨论 中 ,这 样 的 
解 是 通过 矩阵 求 逆 的 方法 求 出 的 ,当然 殉 菜 姆 法 则 必然 是 要 用 到 
的 。 运 用 这 两 种 方法 中 的 哪 一 种 ,我 们 都 能 求 得 


区 =m 和 和 DU= Sle ~ T- (1 h)m] 


(18.29) 
r 二 m( 预 期 的 均衡 通货 膨胀 率 等 于 货币 扩张 率 ) 这 个 结果 与 15. 
5 节 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 至 于 失业 率 口 ,我 们 在 本 节 并 不 淮 
备 求 出 其 均衡 水 平 。 但 如 果 我 们 作 这 种 尝试 的 话 (在 练习 15.5-2 
给 出 的 U 的 微分 方程 的 基础 上 ) ,答案 与 (18.29) 中 的 解 U 没 什 
么 差别 。 
现在 转 到 余 函 数 ,这 些 余 函 数 是 以 试探 解 me" 和 ne” 为 基础 
的 ,由 下 列 简化 矩阵 方程 我 们 可 以 确定 mx 、n 和 >: 


(J + M)| ”|= 0 [ 源 于 (18.15)] 


在 这 里 , 它 取 如 下 形式 
~ 十 7(L 一 六 ) yn 
sa0 
625 为 避免 m 和 的 试探 解 偏离 此 齐 次 方程 组 ,系数 矩阵 的 行列 式 必 
定 为 零 。 即 我 们 要 求 
[r+M|I= r+[kB+j(l-h)jr+ kB= 0 
(18.31) 
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此 二 次 方程 是 特征 方程 一 +air+as=0 的 一 个 特殊 形式 ,其 系 

数 为 
al1 = kB+j(l-h) 和 a, = kB 
而 且 正 如 我 们 预期 的 那样 ,这 两 个 系数 恰好 是 (15.37 ) 中 的 al 和 
a; 值 。 而 (15. 37”) 是 我 们 现在 模型 的 以 x 为 变量 的 单一 方程 形 
式 。 因 此 ,我 们 以 前 关于 特征 根 三 种 情况 的 分 析 应 用 到 这 里 应 当 
是 同样 成 立 的 。 在 其 它 的 结论 中 ,我 们 还 记得 ,无论 根 恰好 是 实 根 
还 是 复 根 ,在 现在 的 模型 中 根 的 实 的 部 分 将 总 是 负 的 。 因 此 解 的 
路 径 总 是 收敛 的 。 
例 1 已 知 参数 值 


_ 工 _ _ 3 1 
Q 一 -6 B=3 A=1 j=7 k= 


求 x 和 U 的 时 间 路 径 。 因 为 这 些 参 数值 与 15.5 节 中 例 1 的 参数 
值 相同 ,所 以 现在 的 分 析 结 果 可 以 用 于 验证 15.5 节 的 结果 。 
首先 ,容易 确定 特别 积分 为 


l 1 


- 7-11、_ 1 
XT 二 mm 和 UU= 3 (6) = 18 [由 (18.29)|] 
(18.32) 
特征 方程 为 
/2 二 jr + = 0 [由 (18.31)] 
两 个 根 为 复 根 


上 | 


_ 工 3 9 9 |=- 池 
mr 
(18.33) 

(其 中 =- 闻 和 w= 闻 ) 
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将 两 个 根 与 参数 值 一 道 代 和 人 (18. 30) ,分 别 得 到 矩阵 方程 


-于 (1 下 3 | 7 1 0 、 
-1 3(1+;) 人 
2 4 7 1 0 
(18.34) 
- 计 (1+ i) 也 的 - 3 
1 3 ieee 
2 4 711 0 
(18.34”) 


626 因 为 通过 (18.31),rl 和 7, 定 设 计 成 使 系数 矩阵 为 奇异 算 阵 ,所 以 ,上 
述 两 个 矩阵 方程 中 的 每 一 个 方程 实际 上 只 包含 一 个 独立 方程 , 它 可 以 
在 任意 常数 m; 和 7m; 之 间 确 定 一 种 比例 关系 。 具 体 地 ,我 们 有 


二 (1 一 i) mi 一 NR 和 二 (1 十 1 ) 72 一 好 2 
相应 地 , 余 晤 数 可 以 表示 成 


U. nie't 十 1722 EC 2 


| mie™ + me 


-wt 


[由 (15.11)] 


nie™ 十 re 
| + m2)cos vt + (m1 一 m2)i Sin ”| 
(ni1+ n2)cos wt + (ni ~ n2)i sin w 
[由 (15.24)] 
为 使 记 法 简单 ,如 果 我 们 定义 新 的 任意 常数 
As mi + m9 和 As = (m1 一 7112 ) 7 
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则 由 此 可 得 2 
nl 十 n> 一 (hs 一 Ac) (ni 一 no)i — 二 (4 十 Asc) 


运用 这 些 结 果 , 并 将 (18.33) 的 hh 和 w 值 纳入 余 函 数 , 从 而 得 到 


Ne 
一 e324 
U. 
(18.35) 


最 后 ,将 特别 积分 (18.32) 与 上 述 余 函数 合并 ,我 们 可 以 得 到 r 和 
U 的 解 路 径 。 正 如 所 预期 的 那样 ,这些 路 径 与 15.5 节 中 的 路 径 (15. 
43) 和 (15.45) 完 全 相同 。 


3 3 
二 二 Aosingt 


1 .3 
十 本 (As 十 Ac)sin 4! 


Ascos 





l 3 
本 (As 一 Ai)cos a! 


627 


联 立 差分 方程 


离散 时 间 条 件 下 通货 膨胀 一 失业 模型 的 处 理 与 上 一 节 在 连续 时 
间 情 况 下 的 讨论 是 大 致 相似 的 。 因 此 ,我们 这 里 仅 给 出 其 要 点 。 
如 17.3 节 给 出 的 那样 ,要 研究 的 模型 由 三 个 方程 组 成 ,其 中 


中 ”此 结论 可 由 于 式 看 出 : 


n+ 好》 = (1 1 一 m+ (+ i)m 


1 
3 
1 
= [Cm + m2) — (m1 一 m2)i] 
了 Tv4 
3 


(45 ~ 46) 


(mm 0 -Dm -本 (+ ma |i 


= [Cm, 一 m2) 一 (ms 十 她 ?3 2)2]i 


中 
“| 
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的 两 个 方程 分 别 描述 zx 和 LU 的 变化 模式 : 


pr=a— I- BU,+hx, (17.18) 
Xr — A= j(p—x,) (17.19) 
UU km p,) (17.20) 


消去 p ,合并 同类 项 ,我们 可 以 将 模型 重 写 成 差分 方程 组 : 


(leh ME 


了 K 


| Ja 一 下 ) 
= (18. 36) 
kl(a—-T-m) 


解 的 路 径 


如 有 果 和 存在 静态 均衡 ,(18.36) 的 特别 积分 可 以 表示 成 x =x, =x ,41 


和 器 = U,= U,,1。 将 zt 各 代入 (18.36), 并 通过 和 矩阵 求 逆 或 克 莱 姆 
法 则 解 方程 组 ,得 到 


二 加 和 如 = Ble -T- (1 hm] (18.37) 


U 值 与 我 们 在 17.3 节 所 求 到 的 值 是 相同 的 。 尽 管 我 们 在 17.3 节 中 
没有 求 出 x 值 ,但 练习 17.3 一 2 中 的 信息 表明 x = mm, 这 与 (18.37) 是 
一 致 的 。 读 者 或 许 注意 到 ,结果 (18.37) 与 在 连续 时 间 框 架 (18.29) 中 
得 到 的 瞬时 均衡 值 也 是 一 致 的 。 
求 以 试探 解 mb: 和 zx: 为 基础 的 余 函 数 小 及 简化 矩阵 方程 
(b+ K)| > | =0 
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或 考虑 到 (18.36) 
b—-(1—-j+jh) jp 的 
— bkh b(1+R)-1 
为 避免 试探 解 偏离 此 齐 次 方程 组 ,我 们 要 求 
[1 好 + 民 1= (+ 1+h+(li-j)(l+R)]b 
+ (1~j+ 认 )=0 (18. 39) 
此 二 次 方程 的 正规 化 形式 是 特征 方程 2* + a15+ as=0, 系 数 cl 和 a, 628 
与 17.3 节 中 (17.24) 及 (17.33) 的 系数 相同 。 因 而 ,17.3 节 对 特征 根 三 
种 情况 的 分 析 应 同样 适用 于 这 里 。 
对 于 每 个 根 5; ,(18.38) 为 我 们 提供 了 任意 常数 mm; 与 之 间 的 
一 个 特定 的 比例 关系 ,而 且 它 们 可 以 使 我 们 将 UU 的 余 函 数 中 的 任意 
带 数 与 4 的 余 函 数 中 的 任意 常数 联系 起 来 。 进 而 ,把 余 函 数 和 特别 积 
分 合并 , 便 可 以 得 到 x 和 U 的 时 间 路 径 。 


= 四 (18. 38) 


天 


练习 18.4 





1 运用 克 莱 姆 法 则 验证 (18.29)。 

2 验证 :在 方程 组 (18.34) 中 ,无 论 我 们 使 用 一 阶 方程 还 是 二 阶 方程 ,mm 和 
m2 之 间 都 会 存在 同样 的 比例 关系 。 

3 求 r 和 U 的 时 间 路 径 ( 通 解 ) ,已 知 


(a) p= 于 -2U+x (68) p= -2U+ Sn 
r =(p -x ) r = (pr) 
U'=-(m-p) U'= -Cm-p) 


4 求 r 和 UU 的 时 间 路 径 ( 通 解 ), 已 知 : 
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(a) p= 方 -3U,+ (6) p= 请-4U, tx 


1 
rrr = px) Tur R= (Pr) 
Uy UU= (nm- pr1) Ur U=-(m~ p+i) 


18.5 双 变 量 相 位 图 


上 和 节 我 们 研究 了 如 何 获 得 线性 动态 方程 组 的 定量 解 。 在 本 节 ,我 
们 将 讨论 非 线 性 微分 方程 组 的 定性 图 解 ( 相 位 图 ) 分 析 。 更 确切 地 ,我 
们 将 把 注意 力 集 中 于 双 变 量 一 阶 微分 方程 组 ,其 一 般 形 式 为 

z(t) = f(r,y) 

y(t) = g(x,y) 

注意 ,时 间 导 数 x (t) 和 y (zt) 仅 取决 于 x 和 >, 变量 上 并 不 作为 独立 
变数 进入 f 和 g 郑 数 。 这 一 特征 使 方程 组 成 为 一 个 自控 系统 。 它 是 
应 用 相位 图 分 析 方 法 的 前 提 条 件 。 

629 同 14.6 节 介 绍 的 单 变量 相位 图 一 样 , 双 变 量 相位 图 的 局 限 性 在 
于 , 它 只 能 回答 定性 的 问题 , 即 那些 关于 瞬时 均衡 的 位 置 及 动态 稳定 
性 的 问题 。 但 是 ,依旧 同 单 变 量 相 位 图 一 样 , 它 也 具有 一 个 补偿 性 的 
优势 , 即 它 可 以 像 处 理 线性 问题 一 样 方便 地 处 理 非 线 性 方程 组 ,而 且 ， 
能 够 像 用 具体 函数 形式 一 样 容易 地 用 一 般 函 数 形式 表达 问题 。 


相 空 间 


当 构 建 一 个 (自控 ) 微 分 方程 dy/dz = f(y) 的 单 变量 相位 图 时 ,我 


们 只 需 在 两 维 空间 中 的 两 轴 上 对 y 绘 出 dy/dt 即 可 。 但 现在 变量 数 
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加 倍 了 ,我 们 如 何 安排 ,才能 满足 对 更 多 坐标 轴 的 明显 需要 呢 ? 幸运 
的 是 ,二 维 空间 已 经 完全 能 够 满足 这 种 需要 。 

为 了 解 为 什么 二 维 空 间 是 可 行 的 ,需要 认识 到 构建 相位 图 的 最 重 
要 的 任务 ,是 确定 变量 随时 间 而 运动 的 方向 。 正 如 图 14.3 的 箭头 所 
表示 的 那样 , 正 是 运动 方向 这 一 信息 ,使 我 们 得 以 推断 出 最 终 的 定性 
结论 。 因 为 绘 出 所 说 的 箭头 ,只 需要 两 个 条 件 :(1) 一 条 分 界线 , 称 之 
为 “dy/dt =0" 线 , 它 为 任何 预期 的 均衡 提供 一 个 发 生 的 地 点 ;更 重要 
的 是 , 它 把 相 空 间 分 成 两 个 区 域 , 一 个 为 dy/di >0 的 区 域 , 另 一 个 为 
dy/dt <0 的 区 域 ;(2) 一 条 实 线 。 在 此 线 上 ,由 dy/adt 的 任意 非 零 值 
所 反映 的 y 的 递增 和 递减 可 以 标示 出 来 。 在 图 14.3 中 ,上 面 第 一 项 
所 说 的 分 界线 是 横 轴 ,但 实际 上 横 轴 也 是 上 面 第 二 点 所 说 的 实 线 。 这 
意味 着 如 果 我 们 关注 的 是 在 dy/di >0 的 区 域 和 dy/di<0 的 区 域 间 
作出 区 分 ,比如 给 前 者 加 上 加 号 ,给 后 者 加 上 减 号 ,那么 ,放弃 纵 轴 
dy/dt 也 不 会 产生 什么 负面 影响 。 一 个 轴 的 可 省 略 性 使 得 在 二 维 空 
间 中 置 放 双 变量 相位 图 成 为 可 行 。 我 们 现在 需要 两 条 实 线 而 非 一 条 
实 线 , 而 二 维 图 形 中 的 标准 的 x 轴 和 y 轴 可 以 自动 地 满足 这 一 点 。 
我 们 还 需要 两 条 分 界线 ,一 条 是 dr /di =0 线 , 另 一 条 是 dy/dt =0 
线 。 而 这 两 条 线 在 二 维 相 空间 中 均 是 可 以 绘 出 的 。 而 一 旦 绘 出 这 些 
分 界线 ,确定 在 这 些 线 的 哪 一 边 应 标 上 加 号 , 哪 一 边 应 标 上 减 号 ,也 就 
不 再 困难 了 。 


分 界 曲 线 


已 知 如 下 自控 微分 方程 组 
r= f(r,y) 
y = g(x,y) (18.40) 
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630 其 中 x 和 yy 为 时 间 导 数 x'(t) 和 y(z) 的 简写 形式 ,两 条 分 界线 (以 
x = 二 0 和 yy =0 表示 ) 表 示 如 下 两 个 方程 的 图 形 : 
f(xz,y) = 二 0 [x = 0 曲线 ] (18.41) 
g(xz,y)= 二 0 ly = 0 曲线 | (18.42) 
如 果 三 函数 的 具体 形式 为 已 知 ,那么 ,由 (18.41) 可 对 z 解 出 y, 而 且 
绘 在 zy 平面 上 的 解 可 以 作为 x'=0 曲线 。 即 便 不 能 ,我 们 还 可 以 借 
动 于 隐 哨 数 法 则 ,确定 x =0 曲线 的 斜率 为 


dy __ af[az __fz (fz0) (18.43) 


dr lizr =0 Of/Oy fy 
只 要 知道 偏 导 数 f. 和 f,( 取 0) 的 符号 , 就 可 以 由 (18.43) 得 到 x =0 
曲线 斜率 的 定性 线索 。 同 理 ,y =0 曲线 的 斜率 可 由 导数 


dy 8r 


ar ly20™ pg, (gy 天 0) (18.44) 
推断 出 来 。 
为 介绍 得 更 具体 ,我们 假设 
户 <0 f>0 g>0 和 g,<0 (18.45) 


则 zx =0 和 y=0 曲线 的 斜率 均 为 正 。 若 进一步 假定 


_ 关 >- 理 [zx = 0 曲线 陡 于 y = 0 曲线 ] 
f, By 


则 会 出 现 如 图 18.1 所 示 的 情形 。 注 意 现在 分 界线 可 能 是 曲线 。 还 要 
注意 ,现在 不 再 要 求 它们 与 轴 重 合 。 

两 条 分 界线 在 点 上 相交 ,将 相 空 间 分 成 四 个 标记 为 1 到 IV 的 四 
个 区 域 。 点 五 (此 处 x 和 y 均 为 稳定 的 ,x = y =0) 表 示 方 程 组 的 瞬 
时 均衡 。 但 在 其 它 任何 点 ,无论 x 还 是 y, 都 会 随时 间 而 变化 ,变化 的 


方向 由 时 间 导 数 x 和 ?7 在 该 点 的 符号 来 确定 。 在 本 例 中 ,我们 恰好 
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在 xz =0 曲线 的 左边 (右边 ) 有 x >0(x <0), 因 此 该 曲线 左边 (右边 ) 
为 加 号 ( 减 号 )。 这 些 符号 以 下 述 事 实 为 基础 


2 = f; <0 [由 (18.40) 和 (18.45)] (18.46) 


它 意味 着 当 我 们 在 相位 空间 中 持续 由 西向 东 移 动 时 ( 当 z 增加 时 ),x 
稳定 减少 ,从 而 z 的 符号 必定 依次 经 过 三 个 阶段 :+ ,0, 一 。 类 似 地 ， 
导数 


2 = gy <<0 [由 (18.40) 和 (18.45)] (18.47) 


意味 着 当 我 们 持续 由 南 向 北 移动 时 ( 当 y 增加 时 ),y 稳定 减少 ,从 而 631 
y 的 符号 必定 依次 经 过 三 个 阶段 :+ ,0, - 。 因 而 我 们 在 图 18.1y =0 
曲线 的 下 面 加 上 加 号 ,在 其 上 面 加 上 减 号 。 





图 18.1 
在 这 些 加 减 号 的 基础 上 ,我 们 可 以 绘 出 一 组 带 有 方向 的 箭头 ,以 
指示 zx 和 y 的 瞬时 运动 方向 。 在 区 域 [中 的 任意 点 ,x 与 y 均 为 负 ， 
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因而 x 与 y 必 随 时 间 而 递减 ,z 会 同 西 运动 ,y 则 向 南 运动 。 如 图 区 
域 I 中 的 两 个 箭头 所 示 ,给 定 区 域 1 中 的 起 始点 , 见 时 运动 的 一 般 方 向 
必然 是 指 问 西南 。 区 域 HI 的 情况 恰好 与 区 域 [相反 ,x 、y 均 为 正 ， 
X、y 变量 必 随 时 间 而 增加 。 在 区 域 I 中 ,z 、y 的 符号 不 同 ,z 为 正 ， 
y 为 负 ,z 应 向 东 移 动 ,y 应 向 南 移动 。 而 区 域 IV 则 表现 出 与 区 域 I 
恰好 相反 的 趋势 。 


流 线 


为 更 好 地 理解 方向 箭头 的 含义 ,我 们 可 在 相位 图 中 绘 出 一 系列 的 
流 线 。 这 些 流 线 也 称 作 相 轨 道 (phase trajectories ) ,简称 轨道 ,或 者 相 路 
径 ( phase paths) ,它们 可 以 表示 出 系统 从 任意 可 接受 的 起 始点 的 动态 
运动 。 我 们 在 图 18.2 中 绘 出 了 一 些 流 线 , 其 中 的 x =0 曲线 与 y =0 
曲线 与 (18.1) 中 的 曲线 相同 。 因 为 相 空间 中 的 每 一 点 必定 位 于 某 一 
流 线 上 ,所 以 应 存在 无 数 条 流 线 ,所 有 的 流 线 均 与 每 一 区 域 中 zy 箭头 
所 规定 的 方向 要 求 相 一 致 。 但 对 于 描述 相位 图 的 一 般 定 性 特征 而 言 ， 

632 少 数 代表 性 的 流 线 就 已 足够 了 。 

对 图 18.2 中 的 流 线 ,应 注意 以 下 几 个 特征 。 首 先 ,所 有 流 线 均 指 
向 巨 点 。 这 使 得 正 成 为 一 个 稳定 (这 里 是 整体 稳定 ) 瞬 时 均衡 点 。 后 
面 ,我们 还 会 遇 到 其 它 类 型 的 流 线 图 形 。 其 次 ,尽管 某 些 流 线 不 会 位 
于 某 一 单个 区 域 之 外 (如 通过 点 A 的 流 线 ), 但 另外 一 些 流 线 却 可 能 
从 一 个 区 域 穿 过 另 一 个 区 域 (比如 通过 点 B 和 C 的 两 条 流 线 )。 第 
三 ,其 中 一 条 跨 区 域 的 流 线 必 定 或 者 具有 无 穷 大 的 斜率 (跨越 x =0 
曲线 ) ,或 者 具有 零 斜 率 ( 跨 越 y =0 线 )。 这 是 因为 沿 着 x =0(y = 
0) 线 ,z(y) 对 时 间 稳 定 ,因而 当 穿 过 rz“=0(y =0) 线 时 , 流 线 必定 不 会 
有 任何 水 平 (垂直 ) 移 动 。 为 保证 这 些 斜 率 要 求 始终 能 够 得 到 满足 ,只 
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图 18.2 
要 一 把 分 界线 放 在 合适 的 位 置 上 ,使 在 穿越 zx =0 曲线 处 加 上 一 条 短 


的 垂直 虚线 ,在 穿越 y =0 曲线 处 加 上 一 条 得 的 水 平 虚线 ,以 作为 绘 
制 流 线 的 指引 .9 第 四 ,尽管 流 线 确实 明确 地 指出 了 x 、y 随时 间 运 动 
的 方向 ,但 它们 不 能 提供 任何 关于 运动 速度 与 加 速度 的 具体 信息 , 因 
为 相位 图 中 并 不 存在 :( 时 间 ) 轴 。 当 然 , 正 是 由 于 这 一 原因 , 流 线 有 了 
另 一 个 名 称 相 路 径 , 以 与 时 间 路 径 相 对 照 。 关 于 速度 ,我 们 能 观察 到 633 
的 唯一 信息 本 质 上 是 定性 的 : 当 我 们 沿 着 流 线 越 来 越 趋 近 于 z =0(y 
=0) 线 时 ,在 水 平 ( 垂 直 ) 方 向 趋 近 的 速度 必定 逐渐 递减 。 这 是 因为 当 
我 们 向 z(y) 取 零 值 的 分 界线 移动 时 , 导数 z 三 dx /dt(y 王 dyvd ) 

的 绝对 值 会 稳定 地 减少 。 


@ ”为 帮助 记忆 ,应 注意 与 x =0 曲线 交叉 的 虚线 应 垂直 于 x 轴 。 类 似 地 ,与 y =0 
交叉 的 虚线 应 垂直 于 y 轴 。 
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均衡 的 类 型 


根据 围绕 特定 瞬时 均衡 的 流 线 的 形状 ,我 们 可 以 把 均衡 分 成 四 种 
类 型 :(1) 结 点 ;(2) 鞍 点 ;(3) 焦 点 ;(4) 涡 旋 。 

结 点 均衡 是 一 种 使 得 所 有 与 之 相 联 系 的 流 线 或 者 是 非 循环 地 流 
向 均衡 点 (稳定 结 点 ) ,或 者 是 非 循环 地 背离 均衡 点 ( 非 稳定 结 点 ) 的 均 
衡 。 在 图 18.2 中 我 们 已 遇 到 了 稳定 结 点 均衡 ,而 非 稳定 结 点 均衡 则 
如 图 18.3a 所 示 。 注 意 , 在 图 18.3a 这 个 特定 的 情况 下 , 流 线 恰 好 不 
跨越 不 同 的 区 域 ,而且 x =0,y =0 人 恰好 为 直线 。 事 实 上 ,它们 本 身 
也 恰好 为 流 线 。 

鞍点 均衡 是 一 种 具有 双重 特性 的 均衡 : 它 在 某 些 方向 是 稳定 的 ， 
在 男 一 些 方向 是 不 稳定 的 。 更 确切 地 说 ,参照 图 18.36 ,一 个 鞍点 均衡 
恰好 具有 一 对 流 线 ( 称 作 远 点 的 稳定 枝 ) 始 终 直接 流向 均衡 点 ,恰好 有 
男 一 对 流 线 ( 非 稳定 枝 ) 始 终 直 接 背 离 均 衡 点 。 所 有 其 它 最 初 指向 远 
点 的 轨道 迟早 都 要 背离 它 。 当 然 , 正 是 这 种 双重 特性 使 其 得 到 了 “ 鞍 
点 这 一 名 称 。 因 为 稳定 性 只 有 从 稳定 枝 才能 观察 到 , 它 并 不 具备 必 
然 性 ,所 以 鞍点 均衡 一 般 被 视 为 非 稳 定 均衡 。 

第 三 种 类 型 的 均衡 是 焦点 均衡 。 其 特征 是 具有 涡 旋 轨 道 ,这 些 浊 
旋 轨道 或 者 循环 性 地 流向 焦点 (稳定 焦点 ) ,或 者 是 循环 性 地 背离 焦点 
( 非 稳 定 焦 点 )。 图 18.3c 捕 绘 了 一 个 稳定 焦点 ,只 明确 地 绘 出 一 条 流 
线 以 避 锡 疙 乱 。 是 何 因素 导致 涡 旋 运动 呢 ?” 答 案 在 于 x =0,y =0 
曲线 定位 的 方式 。 在 图 18.3c 中 ,两 条 分 界线 是 以 这 样 一 种 方式 倾斜 
的 :他 们 依次 封锁 流 线 按 特定 的 zy 箭头 所 确定 的 方向 流动 ,结果 流 线 
被 迫 从 一 个 区 域 穿 过 男 一 个 区 域 , 作 螺旋 形 的 运动 。 我 们 是 能 得 到 一 


个 稳定 的 焦点 平衡 (如 这 里 的 情况 ), 还 是 一 个 非 稳定 的 焦点 平衡 , 取 
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图 18.3 
决 于 两 条 分 界线 的 相对 位 置 。 但 无 论 在 哪 种 情况 下 , 流 线 在 交叉 点 的 


斜率 必定 或 者 是 无 穷 大 ( 交 于 x =0) ,或 者 是 零 ( 交 于 y =0)。 
最 后 是 涡 旋 (中 心 ) 均 衡 。 这 种 均 衔 同样 具有 渴 旋 流 线 ,但 这 些 流 
线 现 在 形成 一 组 环形 (同心 圆 或 椭圆 ) ,围绕 着 均衡 进行 永恒 的 运动 。 
在 图 18.34 中 给 出 了 这 种 均衡 的 一 个 例子 ,但 在 图 中 我 们 依然 只 绘 出 
了 一 条 流 线 。 由 于 在 点 以 外 的 任何 初始 位 置 均 不 可 能 达到 这 种 均 
衡 , 所 以 涡 旋 均衡 自然 属于 非 稳 定 均衡 。 
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图 18.3 所 介绍 的 情况 只 有 唯一 均衡 。 但 若 存 在 足够 的 非 线性 ， 
两 条 分 界线 会 交叉 多 次 ,从 而 产生 多 重 均 衡 。 在 这 种 情况 下 ,上 面 所 
述 的 不 同类 型 的 瞬时 均衡 的 组 合 可 能 会 出 现在 一 个 相位 图 中 。 尽 管 
这 样 可 能 会 出 现 四 个 以 上 的 区 域 , 但 相位 图 分 析 所 依赖 的 主要 原理 依 
然 是 基本 相同 的 。 


奥 比 斯 特 的 通货 膨胀 与 货币 规则 


为 给 出 一 个 两 变量 相位 图 的 经 济 例子 ,我 们 介绍 一 个 奥 比 斯 特 孝 
授 提 出 的 模型 。? 此 模型 的 目的 是 证 明 在 通货 膨胀 调节 机 制 发 挥 作 
用 的 情况 下 ,传统 的 反 周期 货币 政策 规则 是 无 效 的 ,因而 需要 新 的 货 
币 政策 规则 。 此 模型 与 我 们 前 面 对 通 货 膨胀 的 讨论 相反 , 它 不 去 研究 
给 定货 币 扩张 率 的 影响 ,而 是 考察 两 种 不 同 货币 规则 的 功效 。 每 种 货 
币 规则 都 描述 在 面临 不 同 通胀 条 件 下 所 采取 的 一 组 不 同 的 货币 行动 。 
此 模型 的 一 个 关键 假设 是 通货 膨胀 调节 机 制 


(1 (h>0) (18.48) 


此 式 表明 ,超额 货币 供给 的 效果 在 于 提高 通货 膨胀 率 p ,而 非 价格 水 
平王 。 因 而 ,货币 市 场 出 清 不 意味 着 价格 的 稳定 ,而 是 意味 着 一 个 稳 
定 的 通货 膨胀 率 。 为 便于 分 析 ,(18.48) 中 的 第 二 个 等 式 可 帮助 我 们 
将 注意 力 由 超额 货币 供给 转移 到 货币 的 需求 一 供给 比率 Mj/M, 上 。 
我 们 后 面 将 以 y 表示 Mj/M,。 假 设 NM. 直接 与 名 义 国民 产品 PQ 成 
比例 , 则 可 写成 


中 诺 曼 - 奥 比 斯 特 :“ 具 有 通货 膨胀 调节 机 制 的 稳定 政策 ”, 载 《经 济 学 季刊 ),1978 年 5 
月 ,第 355 一 359 页 。 奥 比 斯 特 的 文章 中 没有 相位 图 ,但 可 由 其 模型 很 容易 地 构建 相位 图 。 
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t= M (a > 0) 
几 个 相关 变量 的 增长 率 则 可 以 由 
dy/dt _ da/dt ,dP/dt , dQ/d: dM/dt 
4 a P Q M. 
[由 (10.24) 和 (10.25)] 
三 p+g 一 m [a = 常数 ] (18.49) 


联系 起 来 ,其 中 小 写字 母 p,qg 和 mx 分 别 表示 通货 膨胀 率 、 外 生 的 实际 
国民 产品 增长 率 和 货币 扩张 率 。 
如 果 这 次 我 们 把 mx 视 为 外 生 的 ,那么 方程 (18.48) 和 (18.49) ,两 
个 微分 方程 的 组 合 ,可 共同 确定 p 各 y 的 时 间 路 径 。 使 用 符号 p 和 
ke 表示 时 间 导 数 p(t) 和 py(z), 我 们 可 将 方程 组 更 简洁 地 表示 成 
p = h(l—p) 
n=(pt+gq-m)y (18. 50) 
给 定 h 为 正 , 当 且 仅 当 1-pw=0 时 ,我 们 可 以 有 p =0。 类 似 地 ,因为 
上 总 为 正 , 所 以 当 有 目 仅 当 p+g--m=0 时 ,uy =0。 因 此 p=0 和 yj =0636 
分 界线 与 方程 
x=1 [p” = 0 曲线 ] (18.51) 
p=m—-aq [x = 0 曲线 ] (18. 52) 
相 联 系 。 如 图 18.4a 所 示 ,分 界线 被 分 别 绘 成 水 平 线 和 垂直 线 , 在 三 
点 产生 唯一 的 均衡 。 均 衡 值 x = 1 意味 着 均衡 时 的 Mi 与 M. 相等 ,从 
而 使 货币 市 场 出 清 。 均 衡 的 通货 膨胀 率 表示 为 正 这 一 事实 反映 了 一 
个 隐 会 的 假设 :mm > gq。 
因为 p =0 曲线 对 应 于 我 们 前 面 讨论 中 的 x =0 曲线 ,所 以 它 应 
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图 18.4 
具有 垂直 的 虚线 。 而 另 一 分 界线 则 应 具有 水 平 的 虚线 。 由 (18.5S0)， 
可 以 求 得 


ep _ ep _ 
3 = h<0 和 3 方 = 上 >0 (18.53) 


它 表 明 这 样 一 种 含义 : 穿 过 p =0 曲线 向 北 移动 ,p 的 符号 依次 通过 
(+ ,0, 一 ) 区 域 ; 穿 过 ye =0 曲线 向 东 移 动 ,y 的 符号 依次 通过 ( ~- ,0， 
+) 区 域 。 因 此 ,我们 获得 四 组 如 图 所 示 的 方向 箭头 ,它们 产生 围绕 均 
衡 点 EE 逆 时 针 旋 转 的 流 线 (图 中 仅 绘 出 一 条 )。 这 使 得 巨 成 为 涡 旋 均 
衡 。 除 非 该 经 济 恰好 始 于 上 点 ,否则 不 可 能 达到 均衡 。 它 们 会 处 于 永 
不 停息 的 波动 状态 。 
但 是 ,上 面 的 结论 是 外 生 货 币 扩张 率 的 结果 。 如 果 我 们 通过 反 通 
货 膨胀 货币 规则 使 mp 内 生化 ,会 出 现 何 结果 呢 ?“ 传 统 ” 货 币 规则 要 
求 货币 扩张 率 与 通货 膨胀 率 反 向 运动 : 
m 二 m(p) m(p) < 之 0 [传统 的 货币 规则 ] (18.54) 
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此 规则 使 (18.50) 中 的 第 二 个 方程 修正 为 

Ap =[p+g— m(p)ly (18.55) 
并 把 (18.52) 变 为 

PP = m(p) 一 g [传统 货币 规则 下 的 六 =0 曲线 ] 
(18. 56) 

已 知 m(p) 是 单调 的 , 仅 存在 一 个 p 值 ( 比 如 p1) 可 以 满足 此 方程 。 因 
此 新 的 py =0 曲线 必定 会 是 一 条 垂 线 ,尽管 具有 不 同 的 水 平 的 交点 各 
= m(pi1) 一 g。 进 而 ,由 (18.55), 可 以 求 得 


Op Sr / 
3 = [1- m'(p)jp >0 [由 (18.54)] 


它 与 (18.53) 中 的 导数 在 定性 意义 上 并 无 差别 。 由 此 可 知 ,其 方向 箭 
头 必 然 也 与 (18.4a ) 中 的 方向 箭头 相同 。 总 之 ,我 们 以 得 到 一 个 同 以 
前 一 样 的 涡 旋 均衡 而 告终 。 
奥 比 斯 特 所 提出 的 为 一 货币 规则 是 ,使 mx 与 通货 膨胀 率 的 变化 
率 (而 不 是 其 水 平 ) 相 协调 : 
m= m(p) ab)<0 [ 另 一 种 货币 规则 ] (18.57) 
在 此 规则 下 ,(18.55) 和 (18.56) 分 别 变 成 
x =[p+gq—- mt(p)lp (18. 58) 
p=m(p)-g 
[ 田 一 种 货币 规则 下 的 jy” = 0 曲线] (15. 59) 
这 次 w =0 线 变 成 一 条 向 上 倾斜 的 曲线 。 根 据 链 式 法 则 将 (18.59) 对 
上 微分 ,得 到 


2 mp 名 = m (p)(- hh) >0 [由 (18.50)] 
A 人 


根据 反 函 数 法 则 ,qu/dp(x =0 线 的 斜率 ) 也 为 正 。 这 种 新 的 情况 被 
描绘 在 图 18.42 中 ,其 中 为 简便 起 见 ,w =0 曲线 被 绘 成 一 条 直线 , 它 
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具有 一 个 任意 确定 的 斜率 。 尽管 斜率 是 变化 的 ,由 (18.53) 知 ,导数 
ae = 人 >0 [ 源 于 (18.58)] 
是 不 变 的 ,从 而 2 的 符号 应 与 图 18.4a 中 原来 的 方向 相同 。 流 线 (图 
中 仅 绘 出 一 条 ) 将 朝 着 在 x =1 和 = m(0) 一 g 的 均衡 点 向 内 旋转 ， 
其 中 m4.(0) 表 示 在 p =0 计 值 的 m(p )。 因 此 ,这 种 货币 规则 看 起 来 
能 够 将 涡 旋 均衡 转化 为 稳定 的 焦点 均衡 ,从 而 有 可 能 逐渐 地 消除 通货 
638 膨 胀 率 的 永久 波动 。 事 实 上 ,如 果 具 有 足够 平坦 的 y=0 曲线 ,其 至 
有 可 能 将 涡 旋 均衡 转化 为 稳定 的 结 点 均衡 。 


练习 18.5 


1 证 明 : 如 果 模 型 仅 由 一 个 二 阶 微分 方程 y (1)= f(y ,y) 构 成 ,而 不 是 由 
两 个 一 阶 方程 构成 ,那么 , 仍 可 运用 两 变量 相位 图 分 析 。 

2 18.1 中 z=0 和 和 yy =0 曲线 两 边 所 附 的 加 号 和 减 号 是 分 别 建立 在 偏 
导数 ar /Gx 和 By /Dy 基础 上 的 。 可 以 由 导数 aQr' /Dy 和 By /Gz 得 出 同样 的 结论 
吗 ? 

3 运用 图 18.2 验证 在 穿 过 x =0(y =0) 曲 线 时 ,如 果 流 线 不 具有 无 穷 大 
〈 零 ) 的 斜率 ,就 必然 会 违背 由 zy 箭头 所 施加 的 方向 限制 。 

4 作为 微分 方程 组 (18.40) 的 一 个 特例 ,假设 

(a) 记 =0 >0 gg>0 和 有 =0 
(5b) f=0 FF<0 g<0 和 gg,=0 
对 于 每 一 种 情况 ,构建 合适 的 相位 图 , 绘 出 流 线 , 确 定 均衡 的 性 质 。 
5 (〈a) 证 明 如 果 


四 “斜率 与 m(p ) 的 绝对 值 成 反比 。 货 币 扩 张 率 m 对 通货 膨胀 率 的 变化 率 p 的 反 
应 越 敏感 ,图 18.45 中 的 py =0 曲线 就 越 平坦 。 
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万 <0,f,>0 g.<0 及 g,<0, 那 么 可 能 从 微分 方程 组 (18.40) 或 者 
产生 稳定 结 点 均衡 ,或 者 是 稳定 的 焦点 均衡 。 
(5) 在 你 构建 的 相位 图 中 ,什么 特点 对 结果 ( 结 点 或 是 焦点 ) 的 差别 
起 决定 性 作用 ? 
6 参考 奥 比 斯 特 模型 ,验证 在 图 18.42 中 如 果 斜 率 为 正 的 pp =0 曲线 足够 
平坦 ,那么 ,尽管 流 线 仍 具 有 交叉 的 特征 ,但 它们 会 以 结 点 而 非 焦点 的 方式 收敛 于 
均衡 。 


18.6 非 线 性 微分 方程 组 的 线性 化 


分 析 非 线性 微分 方程 组 的 另 一 个 定性 方法 是 从 该 方程 组 的 线性 
近似 中 作出 推断 ,这 种 线性 近似 是 由 给 定 方程 组 围绕 其 均衡 的 泰勒 展 
开 推导 出 来 的 9 在 9.5 节 中 我 们 知道 ,对 任意 函数 $ (zx) 的 线性 (或 639 
者 一 个 高 阶 多 项 式 ) 近 似 可 以 在 展开 点 给 出 $ (z) 的 精确 值 , 但 当 我 们 
离 展开 点 越 来 越 远 时 ,就 会 出 现 逐 疡 增 大 的 近似 误差 。 对 非 线性 方程 
组 的 线性 近似 也 是 一 样 的 。 在 展开 点 (这 里 是 均衡 点 EE) ,线性 近似 可 
像 原来 的 非 线性 方程 组 一 样 ,精确 地 确定 同样 的 均衡 。 在 已 的 足够 
小 的 邻 域内 ,线性 近似 应 与 原 方程 组 具有 相同 的 一 般 流 线 图 形 。 因 
此 ,只 要 我 们 愿意 将 我 们 的 稳定 性 推断 限定 在 均衡 的 紧密 邻 域内 , 那 
么 ,线性 近似 可 成 为 一 个 充足 的 信息 源 。 这 种 分 析 称 为 局 部 稳定 性 分 
析 , 它 既 可 以 独立 运用 ,也 可 以 运用 于 相位 图 分 析 。 这 里 仅 涉 及 两 变 
量 的 情况 。 


D 在 存在 多 重 均衡 的 情况 下 ,每 个 均衡 需要 单独 的 线性 近似 。 
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泰勒 展开 与 线性 化 


给 定 一 个 任意 (连续 可 微 ) 单 变量 函数 上 (zx) ,围绕 点 zo 的 泰勒 
展开 给 出 级 数 


史 “(xo) 
21 





(xT) =p (ro0) 十 多 (ro)(r— ro) 十 


(并 一 ro) 十 *** 


$C ) 
ta 


(x 一 x0)” 十 Kk, 
其 中 包含 (zx ~ zo) 的 各 次 寡 的 多 项 式 出 现在 等 号 右边 。 双 变量 函数 f 
(z,y) 围 绕 (zo,yo) 的 泰勒 展开 式 也 具有 类 似 的 特征 。 但 是 在 存在 两 
个 变量 时 ,所 产生 的 多 项 式 将 包含 y- m) 及 (z - zo) 的 各 次 者 ,事实 
上 ,是 这 两 个 表达 式 的 积 : 
fzs9)= f(zory0) + f(zosy0) (zx ~ zo) + f(xoy0)(y— yo) 
+ fez0ry0) (x zo +2f(zory0)(z ~ zo) 
x (y— yo) + folxoyo)(y -yw |+.…+R, 


(18.60) 
注意 ,现在 (x - zo) 和 (y 一 yo) 的 系数 是 均 在 展开 点 (xo, yo) 计 值 


的 f 的 偏 导数 。 
由 晴 数 的 秦 勒 级 数 ,舍弃 掉 阶 数 高 于 1 的 各 项 ,就 可 以 得 到 线 
性 近似 (或 简称 为 线性 化 )。 因 此 ,对 于 单 变 量 的 情况 ,线性 化 是 x 
的 如 下 线性 函数 : 
$ (zo) + (xo) (x — 20) 
类 似 地 ,(18.60) 的 线性 化 是 zx 和 y 的 如 下 线性 函数 : 
FUzoyo) + fi(xosyo)(x— ro) + f(xo,y0)(y — yo) 


540 此 外 ,用 函数 符号 g 代替 此 结果 中 的 六 ,我们 还 可 以 得 到 对 应 的 
838 


g(zyy) 的 线性 化 。 由 此 可 知 ,给 定 非 线性 方程 组 
+ = f(x,y) 
y = g(zx,y) (18.61) 
其 围绕 展开 点 (zo,yo) 的 线性 化 可 以 写成 
x =f(ro,y0) + f(ro,yo (x 一 0) 十 f(xo, Yo) ly — yo) 
y =g(zo,yo) + g(ro, Yo) (x — zo) + gy(xo, yo)(y ~ y0) 
z (18.62) 
如 果 函 数 f 和 gg 的 具体 形式 为 已 知 ,那么 f(xo, yo0), f(zxo， 
yo) ,fy(zo,y0) 太 g(x0,y0),gz(X0;y0)，gy(X0,y0) 均 可 以 被 赋 
予 具体 值 ,而 且 线 性 方程 组 (18.62) 可 以 定量 解 出 。 但 是 ,只 要 
广 , 放 ,gs 的 符号 是 可 以 确定 的 ,那么 ,即使 f 函数 和 g 因数 是 
以 一 般 形式 给 出 的 , 仍 可 以 对 其 进行 定性 分 析 。 


约 简 线性 化 


根据 局 部 稳定 性 分 析 的 目的 ,线性 化 (18.62) 可 以 简化 为 更 简 
单 的 形式 。 首 先 ,因为 展开 点 将 是 均衡 点 (z,y), 所 以 我 们 应 以 
(zy ) 代 替 (zo,yo)。 而 且 更 根本 地 ,因为 由 定义 ,在 均衡 点 我 们 
有 x =y=0, 由 此 得 

f(r,y)= gz y)=0 [由 (18.61)] 
从 而 在 (18.62) 每 个 方程 中 等 号 右边 的 第 一 项 可 以 省 略 掉 。 进 行 
这 种 变化 后 ,再 乘 开 (18.62) 右 边 余 下 各 项 并 重 排 ,我 们 得 到 线性 
化 的 另 一 种 形式 : 


Z -zy)z- fry Ny =- zy)z-fzyy)y 
y — gi(X YT- EA(XTV)Y = BgA(ATYVIT- gy(T,YI)Y 
(18.63) 
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注意 ,在 (18.63) 中 ,等 号 右边 的 每 一 项 表示 一 个 和 常数。 我们 
不 辞 辛苦 地 分 离 出 这 些 常 数 项 是 为 了 可 以 将 其 全 部 省 略 , 从 而 得 
到 约 简 的 线性 化 方程 。 这 个 结果 可 用 和 矩阵 符号 写成 


[Es 
它 构成 了 (18.61) 的 约 简 线性 化 。 由 于 定性 分 析 仅 依赖 于 对 特征 
根 的 了 解 ,而 对 特征 根 的 了 解 又 仅 依 赖 于 简化 方程 组 ,所 以 (18. 
64) 足 以 满足 我 们 局 部 稳定 性 分 析 的 全 部 需要 。 

再 进一步 ,可 以 观测 到 ,只 有 约 简 线 性 化 的 识别 的 性 质 存在 于 
在 均衡 (x , y ) 处 计 值 的 偏 导数 矩阵 ( 非 线 性 方程 组 的 雅 可 比 矩 阵 ) 
641 中 。 因 此 ,在 最 终 的 分 析 中 ,均衡 的 局 部 稳定 性 或 非 稳 定性 仅 是 根 
据 上 面 提 到 的 雅 可 比 矩 阵 的 结构 而 预测 出 来 的 。 在 后 面 的 讨论 中 
为 了 符号 上 的 方便 ,我 们 以 J 表示 在 均衡 点 计 值 的 雅 可 比 和 矩阵 ， 

以 ac,p,c, qd 表示 其 元 素 : 
fz | 


了 =| | (18.65) 


/=| c dd 


(TT ,yy) 
我 们 假定 两 个 微分 方程 在 函数 上 不 相关 ,这样 我 们 总 有 |. 厅 1 尖 0。 
(对 于 |Jgl=0 的 某 些 情况 ,请 参见 练习 18.6 一 4。) 


局 部 稳定 性 分 析 


按照 (18.16) 并 运用 (18.65) , 约 简 线性 化 的 特征 方程 应 为 
r-a -6 

-c r-d 
显然 ,特征 根 关 键 取决 于 式 (a + d) 和 (ad 一 bc )。 后 者 只 不 过 是 


雅 可 比 矩 阵 (18.65) 的 行列 式 : 
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=r -a+d)ri+i(ad—-bc)=0 








ad — bc = |JE| 
而 前 者 表示 雅 可 比 矩 阵 主 对 角 元 素 的 和 ,被 称 作 JE 的 迹 (trace )， 
以 符号 trJs 表示 : 
a+d = tr 大 
相应 地 ,特征 根 可 以 表示 成 
trfe + V(trle) ~ 41Jel 
2 
(trJg) 与 4jJs| 的 相对 大 小 将 决定 两 个 根 是 实 根 还 是 复 根 , 即 x 
和 y 的 时 间 路 径 是 稳定 的 还 是 波动 的 。 另 一 方面 ,为 检验 均衡 的 
动态 稳定 性 ,我们 需要 确定 两 个 根 的 代数 符号 。 如 下 两 个 关系 对 
实现 这 个 目的 是 极 有 价值 的 : 
rit+ r= trjg (18.66) 
rir2= |Je| [参见 (15.5) 和 (15.6)] (18.67) 
第 一 种 情况 。”(trJs)?*>4|Js|。 在 此 情况 下 , 根 为 不 同 实 根 ， 
不 可 能 出 现 波 动 。 因 此 均衡 或 者 是 结 点 均衡 ,或 者 是 鞍点 均衡 ,但 
不 可 能 是 焦点 或 涡 旋 均衡 。 考 虑 到 ri 关 r;, 存 在 三 种 不 同 的 符号 
组 合 的 可 能 性 :两 根 均 为 负 、 两 根 均 为 正 、 两 根 的 符号 相反 。2? 考 642 
虑 到 (18.66) 和 (18.67) 中 的 信息 ,这 三 种 可 能 性 具有 如 下 特征 : 


六 1， 六 2 一 


(i) ri<0,r.<0 => |Js|>0;trje<0 
(ii) ri>0,r2>0 之 |Js|>0;trJs >0 
(iii) ri>0,r.<0 = |Je|<0;trJeE0 


在 可 能 性 i 情况 下 ,两 个 根 均 为 负 , 当 上 趋 于 无 穷 大 时 , 余 函 数 z。 


由 因 我 们 排除 了 |Jzi=0 的 情况 ,所 以 没有 根 取 零 值 。 
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和 yy 均 趋 向 于 零 。 因 此 均衡 为 稳定 的 结 点 。 可 能 性 恰好 与 
相反 , 它 描述 了 一 种 非 稳 定 的 结 点 。 在 两 根 符号 相反 的 可 能 性 zzz 
情况 下 则 产生 了 鞍点 均衡 。 

为 更 清楚 地 了 解 最 后 一 种 可 能 性 ,我 们 回顾 一 下 ,在 第 一 种 情 
况 下 两 变量 的 余 函 数 取 如 下 一 般 形式 

xz, = Ale™’ + Ase’z 

y, =kiAie™ + ks Ae” 
其 中 任意 常数 A! 和 A, 有待 于 根据 初始 条 件 来 确定 。 如 果 初 始 
条 件 使 得 4A; =0, 那 么 正 根 ri 会 被 舍弃 掉 , 留 下 负 根 r, 会 使 均衡 
稳定 。 这 样 的 初始 条 件 从 属于 位 于 鞍点 稳定 枝 上 的 点 。 另 一 方 
面 , 如 果 初 始 条 件 使 得 A,=0, 负 根 ”> 将 消失 , 留 下 正 根 ~ ,使 得 
均衡 不 稳定 。 这 样 的 初始 条 件 则 与 位 于 非 稳 定 枝 上 的 点 有 关 。 由 
于 其 它 的 初始 条 件 还 包括 Al 关 0, 它 们 必然 也 会 产生 发 散 的 余 函 
数 。 因 此 可 能 性 iii 会 产生 鞍点 均衡 。 

第 二 种 情况 。 (trJjs)*=4|1Js1。 因 为 在 此 情况 下 的 根 为 重 

根 , 所 以 仅 可 能 发 现 两 种 符号 组 合 的 可 能 性 : 

(ivw) ri<0,r2<0 > |J:l>0;trle<0 

(v) ri>0,r.>0 = |Jel>0;trJe >0 
这 两 种 可 能 性 只 是 可 能 性 i 和 ii 的 翻版 。 因 此 ,它们 分 别 指向 稳 
定 的 结 点 和 非 稳 定 的 结 点 。 

第 三 种 情况 (trJg)*<41Js1。 这 种 情况 下 有 复 根 h + wi， 
存在 周期 性 波动 ,而 且 我 们 必定 是 或 者 遇 到 焦点 均衡 ,或 者 遇 到 涡 
旋 均 衡 。 在 (18.66) 和 (18.67) 基 础 上 ,在 现在 情况 下 我 们 有 

tr 大 = ritr = (hi+vi)+(h- vi)= 2h 
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1 了 | = riry = (h+ vi)(h— vi)= hr+w 
因此 ,trJs 必然 与 h 符号 相同 ,而 |JEl 必 然 馆 为 正 。 结 来 会 出 现 三 643 
种 可 能 的 结果 : 
(vi) Ah<0 =—> lJs|>0;trJe<0 
(vii) h>0 之 lJe|>0;trJe>0 
(viii)h=0 之 IlJs|>0;trle=0 


它们 分 别 与 衰减 波动 .放大 波动 以 及 均匀 波动 相 联 系 。 换 言 之 ,可 
能 性 vi 意味 着 稳定 的 焦点 ;可 能 性 vii 意味 着 非 稳定 的 焦点 ;而 
可 能 性 viii 则 意味 着 涡 旋 。 

为 便于 根据 |Js| 和 trJs 的 符号 进行 定性 推断 ,我 们 把 上 面 讨 
论 的 结论 概括 在 表 18.1 中 。 该 表 有 三 个 特点 值得 注意 。 首 先 , 负 
的 |JE| 仅 与 鞍点 均衡 相 联 系 , 所 以 我 们 可 以 将 1Je|<0 作为 鞍点 
均衡 的 充分 必要 条 件 。 其 次 ,trJe 仅 在 两 种 情况 下 出 现 零 值 一 一 
即 在 鞍点 或 涡 旋 的 情况 下 出 现 零 值 。 而 这 两 种 情况 根据 |. 大 | 的 符 
号 是 可 区 分 的 。 相 应 地 ,trJs 为 零 且 1JF | 为 正 ,是 涡 旋 的 充分 必要 
条 件 。 第 三 ,尽管 trJs 为 负 是 动态 稳定 性 的 必要 条 件 , 但 考虑 到 
鞍点 均衡 的 可 能 性 , 它 还 不 是 充分 条 件 。 然 而 ,tryJs 为 负 且 有 |JF| 
为 正 , 则 是 动态 稳定 性 的 充分 必要 条 件 。 

对 非 线性 方程 组 的 线性 近似 所 进行 的 有 关 讨 论 都 已 概括 在 表 
18.1 中 了 。 但 是 , 表 18.1 中 的 内 容 显然 也 可 以 应 用 于 起 初 便 是 
线性 的 方程 组 的 定性 分 析 。 在 后 一 种 情况 下 , 雅 可 比 抢 阵 的 元 素 
是 一 组 已 知 常 数 , 因 而 没有 必要 在 均衡 点 计算 其 值 。 因 为 不 涉及 
近似 过 程 ,所 以 稳定 性 推断 本 质 上 不 再 是 局 部 的 ,而 是 具有 整体 的 
有 效 性 。 
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表 18.1 双 变 量 非 线性 微分 方程 组 的 局 部 稳定 性 分 析 





情况 |Je| 的 符号 ” ”trJs 的 符号 均衡 的 类 型 ” 
1 (trJe)*>4|Je| + 一 稳定 结 点 
+ + 非 稳 定 结 点 
加 十 ;0Q， 鞍点 
2 el) 一 41JE + - 稳定 结 点 
十 十 非 稳 定 结 点 
3 (trle) <4lJel + 一 稳定 焦点 
+ + 非 稳 定 焦点 
+ 0 涡 旋 
例 1 分 析 非 线性 方程 组 
z = f(r,y) = zy 一 
(zx sy 之 0) 


y = g(X,y) = 2Tt-y 
的 局 部 稳定 性 。 首 先 , 令 x =y =0, 并 注意 到 之 和» 的 非 负 性 ， 
我 们 在 (x ,y ) = (1,2) 求 得 单一 均衡 。 然 后 ,通过 取 x 和 yy 的 偏 
导数 , 且 在 下 点 计算 其 值 ,我 们 得 到 


f: f, y zz 2 1 | 
JE 二 | 一 一 | 
Br By-(rz,y) 2 — 11(,2) 2 -一 1 


因为 |JE|= 一 4 为 负 , 所 以 我 们 可 以 立刻 得 出 结论 ,均衡 是 局 部 鞍 
点 均衡 。 
注意 ,尽管 雅 可 比 矩 阵 的 第 一 行 最 初 包含 变量 x 和 y, 但 第 二 
行 却 不 包含 x 和 y。 存 在 这 种 差别 的 原因 在 于 给 定 方程 组 中 的 第 
二 个 方程 原来 就 是 线性 的 ,无 需 进行 线性 化 。 
例 2 给 定 非 线 性 方程 组 
2 


- 
TX 一 光一 yy 
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y =1—y 
令 工 二 y =0, 我 们 可 以 求 得 两 个 均衡 点 :EF 1=(1,1) 和 玉 ,= (1， 
1)。 因 此 我 们 需要 两 个 单独 的 线性 化 。 在 两 个 均衡 点 依次 计算 雅 


可 比 矩阵 | > | 的 值 ,我 们 得 到 


lo i] J [0 -1 


第 一 个 矩阵 具有 一 个 负 的 行列 式 , 因 此 El = (1,1) 是 一 个 局 部 的 

鞍点 。 由 上 面 第 二 个 矩阵 ,我 们 得 到 |Jpzl =2 和 trJss = -3。 因 

此 ,根据 表 18.1 可 知 , 忆 =(-1,1) 是 第 一 种 情况 下 的 局 部 稳定 
例 3 线性 方程 组 


=X-y+2 


JE1 = 


> =X+y+4 
具有 稳定 的 均衡 吗 ? 为 回答 此 定性 问题 ,我 们 可 以 仅 集中 于 简化 
方程 ,并 忽略 常数 2 和 4。 正 如 由 线性 方程 组 可 以 预期 的 那样 , 雅 


可 比 矩 隆 | | “1 | 的 四 个 元 素 均 为 常数 。 由 于 其 行列 式 和 迹 均 
等 于 2, 所 以 均衡 属于 第 三 种 情况 ,是 一 个 不 稳定 的 焦点 。 注 意 ， 
得 到 此 结论 干 须 解 得 均衡 。 还 要 注意 ,在 此 情况 下 的 结论 是 整体 
有 效 的 。 
例 4 分 析 奥 比 斯 特 模型 (18.50) 的 局 部 稳定 性 ， 645 
p =h(l1— 4) 
Lt =(p+gq- m)p 
假定 货币 扩张 率 xx 是 外 生 的 (不 遵从 货币 规则 )。 按 照 图 18. 4a， 
此 模型 的 均衡 发 生 于 点 万 = (P,n)=(m 一 g,1)。 在 EE 点 计 和 值 的 
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雅 可 比 和 矩阵 为 


3p 2p 
| 
"oF Lt Pa mjJ(m-g,1) 

bp OpegE 
因为 |Je|= 有 hh>0,trJe=0, 表 18.1 表明 ,均衡 是 一 个 局 部 的 涡 旋 
均衡 。 这 个 结论 与 上 一 节 相 位 图 分 析 所 得 出 的 结论 是 一 致 的 。 

例 5 假设 可 供 选择 的 货币 规则 如 下 : 

p =h(l 一 了) [ 源 于 (18.50)] 

+ =[p+gq-m(p’)jn [ 源 于 (18.58)] 
分 析 奥 比 斯 特 模型 的 局 部 稳定 性 。 注 意 , 因 户 是 的 项 数 , 所 以 
在 现在 的 模型 中 ,函数 加 (zz) 也 是 六 的 郴 数 。 在 均衡 点 五 处 ,p 
=p =0, 我 们 有 p=1 和 =m(0) 一 gqg。 因 此 ,在 下 点 计 和 值 的 雅 
可 比 矩 阵 为 
0 -有 h 
+r pt+q-m(p)—-m (pp)(- h)plE 

0 -上 h 
=|1 C0) | 

其 中 由 (18.57) 知 ,m (0) 为 负 。 按 照 表 18.1, 在 具有 |J|=h>0 
和 .trJe 二 m (0)h<0 时 ,我 们 是 能 得 到 稳定 的 焦点 还 是 稳定 的 结 
点 ,要 视 (trJe)? 和 4|Js| 的 相对 大 小 而 定 。 具 体 而 言 ,导数 m“(0) 
的 绝对 值 越 大 , trJs 的 绝对 值 将 越 大 , (trJe)” 越 有 可 能 超过 
41Js|, 从 而 产生 稳定 的 结 点 而 非 稳 定 的 焦点 。 这 个 结论 与 我 们 前 
面相 位 图 分 析 所 得 到 的 结论 同样 是 一 致 的 。 
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练习 18 .6 


1 分 析 下 列 每 个 非 线 性 方程 组 的 局 部 稳定 性 : 


(a) x =e’—~l1 (cj r=1-e 
y = ye” y =5r-y 
(b) x =x+2y (d)r =x +3r y+y 
y = x+y y =x(l1+y) 
2 给 定 
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(a) f=0 fy>0 g:>0 和 8g,=0 
(6) f=0 fy<0 g.<0 和 g,=0 
(c) f.<0 f>0 g<0 和 8g,<0 
运用 18.1 确定 一 个 非 线性 方程 组 具有 的 局 部 匀 衡 的 类 型 。 你 的 结果 与 你 在 
练习 18.5--4,18.$5-S 所 得 到 的 结果 一 致 吗 ? 

3 假设 遵守 传统 的 货币 规则 , 分 析 奥 比 斯 特 模 型 的 局 部 稳定 性 。 

4 如 下 两 个 方程 组 均 具 有 零 值 的 雅 可 比 行列 式 。 构 建 每 一 方程 组 的 相 
位 图 ,并 推断 存在 的 所 有 均衡 的 位 置 : 

(a) rx =xt+y (b)7r’=0 


y =~xX-y y = 


18.7 动态 分 析 的 局 限 性 


本 书 第 二 篇 所 介绍 的 静态 分 析 仅 讨论 这 样 的 问题 :在 模型 给 

定 的 条 件 下 ,如 何 确定 均衡 的 位 置 ? 主要 的 问题 是 :如 果 达 到 均 

衡 ,那么 什么 值 是 变量 恒久 不 变 的 均衡 值 呢 ? 但 均衡 位 置 的 可 达 

到 性 被 视 为 理所当然 的 。 当 我 们 进入 第 三 篇 比较 静态 学 的 领域 

时 ,关注 的 中 心 转移 到 另 一 个 更 有 趣 的 问题 :均衡 位 置 如 何 随 参 数 
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的 某 些 变化 而 移动 ? 但 均衡 的 可 达到 性 问题 依然 被 撤 在 一 边 。 直 
到 第 五 篇 我 们 进入 动态 分 析 的 王国 时 ,我 们 才 正 视 均 衡 的 可 达到 
性 问题 。 在 这 里 ,我 们 具体 地 问 这 样 的 问题 :如 果 我 们 最 初 偏离 均 
衡 位 置 (比如 ,由 于 打破 均衡 的 参数 的 新 变化 ) ,模型 中 的 各 种 力量 
会 驱使 我 们 走向 新 的 均衡 吗 ? 而 且 , 在 动态 分 析 中 ,我 们 还 能 了 解 
变量 趋向 于 均衡 (如 果 它 存在 的 话 ) 的 路 径 的 特征 (是 稳定 的 、 波 动 
的 还 是 振荡 的 ) ,因此 ,动态 分 析 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 。 
但 是 在 结束 对 动态 分 析 的 讨论 的 时 候 , 我 们 还 需要 认识 到 动 
态 分 析 的 局 限 性 。 首 先 ,为 使 分 析 易于 把 握 , 动 态 模型 一 般 是 按 线 
性 方程 来 构建 的 。 尽 管 这 样 可 以 获得 简洁 性 ,但 线性 假定 在 许多 
情况 下 会 极 大 地 损害 模型 的 现实 性 。 因 为 与 线性 模型 有 密切 关系 
的 时 间 路 径 并 不 总 是 近似 于 对 应 的 非 线 性 模型 的 时 间 路 径 , 正 如 
我 们 在 16.6 节 价 格 上 限 例 子 中 所 看 到 的 那样 ,所 以 ,在 解释 和 应 
用 线性 动态 模型 的 结果 时 ,必须 保持 足够 的 谨慎 。 但 在 这 方面 , 定 
647 性 图 示 法 可 能 会 发 挥 更 大 的 作用 ,因为 这 种 方法 可 在 非常 一 般 的 
条 件 下 把 非 线性 纳入 模型 , 却 没有 使 分 析 增 加 更 多 的 复杂 性 。 
动态 经 济 模型 另 一 个 常见 的 缺点 是 在 微分 或 差分 方程 中 使 用 
常 系数 。 由 于 系数 的 主要 作用 是 设 定 模 型 的 参数 ,所 以 ,系数 的 不 
变性 (这 也 是 为 了 数学 上 的 可 处 理性 ) 实 质 上 是 “冻结 了 "所 研究 问 
题 的 经 济 环境 。 换 言 之 ,这 意味 着 模型 的 内 生 调 整 是 在 某 种 经 济 
真空 中 进行 研究 的 ,以 致 不 允许 外 生 因素 进行 干扰 。 当 然 ,在 某 些 
情况 下 ,这 一 问题 并 不 十 分 严重 ,因为 许多 经 济 参数 确实 在 较 长 的 
时 期 内 相对 稳定 。 在 另 一 些 情况 下 ,我 们 可 以 进行 比较 动态 分 析 ， 
以 考察 变量 的 时 间 路 径 如 何 被 某 些 参 数 的 变化 所 影响 。 然 而 ,在 


解释 趋向 于 瑰 远 未 来 的 时 间 路 径 时 ,如 果 模 型 进行 了 简化 的 常 系 
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数 假设 ,那么 ,我们 一 定 要 非常 谨慎 ,对 时 间 路 径 在 更 远 的 时 期 中 
的 有 效 性 不 能 过 于 自信 。 

当然 ,读者 应 当 认识 到 ,我 们 这 里 指出 动态 分 析 的 局 限 性 , 决 
不 是 为 了 贬低 动态 分 析 。 事 实 上 ,大 家 还 记得 ,对 于 迄今 所 介绍 的 
每 一 种 分 析 方 法 ,我们 都 介绍 了 其 局 限 性 的 一 面 。 因 此 ,只 要 动态 
分 析 能 够 被 恰当 地 解释 和 适当 地 应 用 ( 同 其 它 类 型 的 分 析 一 样 )， 
那么 , 它 就 能 在 研究 经 济 现象 中 发 挥 重要 作用 。 
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第 19 章 线性 规划 


在 本 书 前 五 篇 ,我 们 已 经 研究 了 静态 学 .比较 静态 学 .动态 学 
整个 分 析 体 系 。 其 中 在 静态 学 或 均衡 分 析 中 研究 了 几 类 最 优化 问 
题 。 但 从 方法 论 上 看 ,我 们 还 局 限于 主要 以 微 积分 为 基础 的 古典 
最 优化 方法 。 在 本 篇 ,我 们 将 介绍 一 种 最 新 发 展 的 被 称 为 数学 规 
划 ( 包 括 线性 规划 和 非 线 性 规划 ) 的 方法 。 

数学 规划 与 古典 最 优化 的 不 同 之 处 在 于 : 它 力图 解决 最 优化 
寻求 者 面 对 不 等 式 约束 时 的 优化 问题 ,比如 这 些 约束 可 能 以 
g(xX,y) 夺 c ,而 不 是 以 g(x,y)=c 的 形式 出 现 。 举 例 来 说 ,这 种 
数学 规划 的 框架 允许 一 个 消费 者 自由 选择 是 花 掉 250 美元 ,还 是 
少 于 250 美元 ,而 不 是 要 求 他 恰好 花 掉 250 美元 。 因 此 ,通过 放宽 
约束 条 件 ,这 种 新 的 最 优化 框架 与 上 述 问 题 变 得 更 有 意义 ,而 且 更 
加 现实 。 但 它 也 要 求 发 展 出 一 种 新 的 求解 方法 ,因为 不 等 式 约束 
问题 难以 用 古典 的 微 积 分 方法 来 处 理 。 

我 们 将 从 一 种 比较 简单 的 规划 问题 一 一 线性 规划 开始 ,其 目 
标 晒 数 及 约束 条 件 均 是 线性 的 。 


19.1 线性 规划 的 简单 示例 


线性 规划 的 本 质 内 容 可 以 通过 具体 例子 很 好 地 表达 出 来 。 我 


们 将 举 两 个 例子 ,一 个 用 于 说 明 最 小 化 问题 , 另 一 个 用 于 说 明 最 大 
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化 问题 。 
饮食 问题 


为 保持 健康 ,一 个 人 每 日 摄 和 的 几 种 营养 成 份 必须 达到 某 一 
最 低 量 。 为 简化 计 ,假设 只 考虑 三 种 营养 成 份 : 钙 、 蛋 白质 及 维 生 
素 A。 我 们 还 假设 此 人 的 饮食 仅 由 两 种 食物 构成 ,即食 品 1 和食 
品 11, 其 价格 和 营养 成 份 列 在 表 19.1 中 ,我 们 还 在 表 中 列 出 了 每 
日 所 需 的 各 种 营养 物质 的 最 小 量 。 问 题 是 :两 种 食物 的 何 种 组 合 
能 够 既 满足 日 常 需要 ,又 能 使 成 本 最 低 呢 ? 

若 我 们 以 zx, ，z; 表示 每 日 购买 的 两 种 食物 的 数量 (将 zi， 
zr， 视 为 连续 变量 ) ,此 问题 在 数学 上 可 表述 如 下 : 

Min. C = 0.67x1 十 并 2 


s.t. 10x: +4x, > 20 | 钙 约束 条 件 ] 
5zl +5zz 关 20 [和 蛋白质 约 束 条 件 ] 
(19.1) 2x1+6x2 之 12 | 维生素 A 约束 条 件 ] 
并 且 : Ziyz2 之 0 


表 19.1 食品 的 价格 及 其 营养 成 分 
食品 I( 每 磅 ) 食品 II( 每 磅 ) 


价格 一 一 

0.60 美元 1.00 美 元 ”每 日 所 需 最 少量 
钙 ( 单 位 * ) 10 4 | 20 
蛋白 质 (单位 *) 5 5 20 
维生素 A( 单 位 *) 2 6 12 


关 表示 一 种 假想 的 单位 ,为 的 是 在 例子 中 能 方便 地 到 整数。 
(19.1) 中 的 第 一 个 方程 ,是 一 个 以 表 19.1 中 的 价格 信息 为 基础 的 
成 本 函数 , 它 构成 了 线性 规划 的 目标 函数 ;随后 的 三 个 不 等 式 是 由 
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日 常 营养 需要 组 成 的 约束 条 件 ,它们 可 以 很 容易 地 从 表 中 最 后 三 
行 数据 变换 而 来 。 读 者 应 注意 到 ,虽然 不 允许 低 于 日 常 营养 需要 ， 
但 由 于 这 里 使 用 的 是 弱 不 等 号 沁 , 所 以 最 优化 寻求 者 可 以 超过 表 
中 所 列 的 最 低 量 。 正 是 这 一 特点 ,构成 了 线性 规划 与 前 面 讨论 的 
最 优化 问题 的 主要 区 别 。 最 后 ,我 们 利用 两 个 所 谓 的 非 负 限制 的 
附加 不 等 式 zx ，zz 之 0, 把 由 于 微 积分 的 局 限 性 而 隐 含 于 古典 最 
优化 框架 中 的 要 求 , 即 “购买 量 不 可 能 为 负 ” 明 确 表 示 出 来 。 还 应 

653 注 意 ,在 我 们 的 问题 中 ,约束 条件 的 个 数 实际 上 多 于 选择 变量 的 个 
数 , 这 在 古典 最 优化 中 是 从 未 出 现 过 的 ,但 在 这 里 却 是 行 得 通 的 ， 
因为 约束 条 件 已 由 等 式 弱化 为 不 等 式 ,因此 它 更 易于 得 到 满足 。 

简 言 之 ,线性 规划 中 存在 三 种 基本 成 分 :目标 函数 、 一 组 约束 
条 件 以 及 一 组 非 负 性 限制 。 注 意 ,这 里 所 讨论 的 问题 都 是 线性 的 ， 
因为 没有 一 个 变量 的 容 数 不 是 1, 也 没有 一 个 变量 与 另 一 个 变量 
相 乘 。 当 然 , 正 是 由 于 这 一 事实 , 才 产 生 线性 规划 这 一 名 称 。 


图 解法 


因为 我 们 的 问题 中 只 包括 两 个 变量 ,所 以 它 是 可 以 用 图 形 分 
析 的 方法 求解 的 。 在 图 19.1 中 ,两 坐标 轴 分 别 表示 zl 和 xy。 由 
于 非 负 限制 ,我 们 只 需 考虑 非 负 象限 。 

为 了 观察 约束 条 件 所 表示 的 曲线 的 形状 ,我 们 首先 假定 约束 
条 件 是 以 三 个 方程 的 形式 给 出 的 ,并 将 其 绘 成 如 图 19.1 a 中 所 示 
的 三 条 直线 。 它 们 中 的 每 一 条 分 别 表示 钙 边界 ,蛋白质 边界 、 维 生 
素 A 边界 ,并 将 非 负 象限 分 成 两 个 非 重 登 区 域 。 因 为 每 个 约束 条 
件 都 是 “之” 类 的 ,所 以 只 有 那些 位 于 边界 上 或 边界 东北 区 域内 的 


点 (有 序 偶 ) 能 够 满足 有 关 的 特定 约束 条 件 。 为 同时 满足 所 有 三 
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维生素 A 边界 
/ 2x1 + 6x, = 12 


图 19.1 
约束 条 件 ,我 们 只 能 接受 这 样 的 有 序 偶 (zl，zz), 它 们 不 位 于 我 们 


所 绘 任 一 条 边界 的 西南 部 。 例 如 点 (1,2) 的 确 能 满足 维生素 A 的 
约束 和 条件。 但 它 不 满足 男 两 个 约束 条 件 。 因 此 ,在 我 们 的 线性 规 
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划 中 , 它 是 不 可 行 的 。 而 所 有 位 于 图 5b 中 阴影 区 内 的 点 的 确 都 能 
同时 满足 三 个 约束 条 件 。 为 此 ,该 阴影 区 域 被 称 作 可 行 区域 ,而 在 
这 个 区 域 中 的 每 个 点 (有 序 偶 ) 也 被 称 作 一 个 可 行 解 。 读 者 应 知 
道 ,可行 区 域 包 括 位 于 边界 交界 处 的 那些 点 ( 实 点 ), 特 别 是 ,水 平 
轴 上 的 点 的 集合 i(zx1，x2)|zx1 宇 6, x = 二 0|} 和 纵 轴 上 点 的 集合 
i(xzi, XxX2)|zx1==0,x2 之 51, 也 都 属于 可 行 区 域 。 因 此 ,可 以 将 可 
行 区 域 看 成 是 一 个 (有 序 偶 ) 的 闭 集 。 闭 集 是 一 个 与 闭 区 间 相 似 的 
概念 , 它 是 一 个 包括 所 有 边界 点 的 集合 。 
应 注意 ,可 行 区 域 的 弯 折 边界 是 由 三 个 约束 边界 所 选 分 段 构 
654 成 。 还 应 注意 [在 我 们 现在 两 维 情况 下 ] 边 界 上 的 角 点 一 一 称 作 极 


点 一 一 分 别 位 于 两 边界 线 的 交点 [例如 (3,1) 和 (所 ,3 十 ) 或 一 个 
边界 线 与 一 个 坐标 轴 的 交点 [例如 (0,5) 和 (6,0)]。 这 些 极 点 在 我 
们 今后 的 求解 中 将 会 证 明 是 很 有 意义 的 。 
位 于 可 行 区 域 中 的 点 表示 所 有 既 能 满足 所 有 约束 条 件 又 能 满 
足 非 负 限 制 的 点 的 集合 ,但 是 其 中 一 些 还 必须 使 购买 成 本 相对 较 
ss5 小。 为 使 成 本 C 最 小 ,还 必须 考虑 到 目标 函数 。 成 本 函数 可 写 
成 
Tz2=C-0.67r1 
如 果 我 们 将 C 看 成 是 一 个 参数 ,那么 我 们 就 可 以 将 此 方程 绘 成 具 
有 相同 斜率 - 0.6 的 一 族 平行 线 。 其 中 ,在 图 19.16 中 用 虚线 表 
示 出 了 三 条 可 能 的 直线 。 由 于 这 些 线 中 的 每 一 条 都 对 应 于 某 一 确 
定 的 C 值 ,我 们 所 绘制 的 实际 上 是 三 条 等 成 本 线 。 为 了 使 成 本 最 
小 ,我 们 必须 挑选 那 条 尽 可 能 最 低 的 且 位 于 可 行 区 域 中 的 等 成 本 


线 。 在 图 19.12 中 ,我们 挑选 了 极点 (3,1)。 因 此 ,我 们 线性 规划 
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中 的 最 优 可 行 解 (或 简 言 之 ,最 优 解 ) 就 是 (zi,z2)= (3,1)。 随 
后 ,根据 所 给 出 的 食品 价格 计算 ,可 以 得 到 该 饮食 的 最 小 成 本 为 每 
天 2.80 美元 。 假 想 的 最 优化 者 每 天 吃 3 磅 食品 1 和 上 1 磅 食品 ]L， 
这 种 一 成 不 变 的 吃 法 当然 会 令 人 厌烦 ,但 就 生活 的 成 本 而 言 ,这 种 
组 合 当然 是 最 好 的 。 

根据 以 上 所 描述 的 ,饮食 问题 不 过 是 最 低 成 本 组 合 问题 的 一 
种 变形 而 已 。 等 成 本 概念 与 以 前 完全 一 致 ,而 以 前 所 遇 到 的 平滑 
等 量 曲线 现在 换 成 了 具有 弯 折 边界 的 可 行 区 域 。 因 此 , 微 积 分 中 
切 点 的 概念 必须 据 弃 而 代 之 以 接点 的 概念 。 在 图 19.16 中 ,接点 
是 位 于 边界 上 的 一 个 极点 。 应 指出 的 是 ,这 不 仅仅 是 一 种 巧合 。 
正如 我 们 以 下 将 会 看 到 的 ,所 有 线性 规划 的 最 优 解 总 可 以 在 极点 
处 得 到 。 因 为 极点 总 是 表示 两 条 约 东 边界 (或 一 个 约束 边界 与 一 
个 坐标 轴 ) 的 交点 ,我 们 可 以 在 发 现 那个 最 佳 隅 角 后 ,通过 解 两 个 
相交 直线 的 方程 便 可 准确 地 求 出 最 优 解 ( 亏 ;, 工 ;)。 在 我 们 现在 
这 个 例子 中 ,那个 最 佳 隅 角 位 于 蛋白 质 边界 与 维生素 A 边界 的 相 
交 处 。 因 此 ,通过 解 以 下 两 个 方程 : 

Szi + $z，= 20 
2x1 + 6x, = 12 

我 们 可 以 得 出 (Zi1, 工 2) = (3,1)。 

可 以 看 出 ,这 个 解 完全 满足 蛋白 质 和 维生素 A 的 需求 量 ,但 
它 超出 了 所 需 钙 的 量 。 如 果 所 有 的 约束 条 件 都 是 严格 的 方程 , 屠 
么 这 个 解 是 不 可 能 出 现 的 。 


价格 变化 的 影响 


我 们 现在 提出 一 个 比较 静态 问题 :如 果 两 种 食品 的 价格 Pi 
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和 P; 发 生 了 变化 ,那么 最 优 解 将 会 如 何 呢 ?因为 等 成 本 线 的 斜 
率 由 一 P17/P, 的 比率 来 度量 的 (在 我 们 的 例子 中 , -0.60/1.00= 
-0.6), 这 种 价格 变化 的 影响 立即 就 可 以 反映 到 那些 等 成 本 线 上 ， 
但 这 也 存在 几 种 可 能 性 。 

656 首先 ,如 果 两 种 价格 以 完全 相同 的 比例 变化 ,那么 等 成 本 线 


的 斜率 将 不 变 。 在 这 种 情况 下 ,虽然 平均 成 本 值 C 将 随 P| 和 P， 
的 变化 而 很 自然 地 上 升 或 下 降 ,但 是 初始 的 最 优 解 一 定 仍然 继续 
适用 。 

其 次 ,两 种 价格 以 不 同 的 比例 变化 ,但 变化 的 量 相对 较 小 。 在 
这 种 情况 下 ,等 成 本 线 的 斜率 将 发 生 很 小 的 变化 ,例如 从 -0.6 到 
-0.4 或 到 -0.8。 恋 者 可 以 通过 在 图 19.12 中 绘 出 的 一 族 具 有 
-0.8 斜率 的 等 成 本 线 来 证 实 这 一 点 。 斜 率 这 种 数量 上 的 变化 将 
对 原始 的 最 优 解 没 有 影响 。 因 此 ,不 像 微 积 分 中 的 切 点 ,接点 (最 
佳 阳 角 ) 对 价格 参数 中 的 微小 变化 并 不 敏感 。 

还 有 另外 一 种 可 能 性 。 假 定 现在 两 种 价格 相等 ,如 已; = P,= 
1。 那 么 现在 由 于 等 成 本 线 的 斜率 为 -1, 它 将 平行 于 蛋白 质 的 约 
束 边 界 。 新 的 ,可 能 最 低 的 等 成 本 线 与 可 行 区 域 相 接触 处 不 是 一 
个 单独 的 点 而 是 其 约束 边界 的 一 条 完整 的 边 。 因 此 ,这 条 线 上 从 


(3,1) 到 ( 子 ,3 访 ) 上 的 每 一 点 均 为 最 优 解 。 就 最 优化 者 而 言 ， 这 
种 多 重 最 优 现象 的 产生 是 很 正常 的 。 相 反 ， 这 也 可 以 算 作 一 件 垃 
运 的 事情 ， 因 为 现在 可 能 会 使 菜谱 中 有 一 些 变化 。 但 是 ， 对 我 们 
而 言 ， 这 种 现象 好 像 要 促使 我 们 收回 我 们 以 前 说 过 的 话 ， 也 就 是 
最 优 解 总 是 位 于 极点 处 。 但 是 ， 稍 微 思考 一 下 ， 我 们 仍然 站 得 稳 


脚 ， 因 为 即使 是 在 存在 多 重 最 优 解 的 情况 下 ， 最 优 解 仍 位 于 一 个 
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隅 角 处 一 一 其 至 是 两 个 隅 角 处 ! 事实 上 ， 如 果 我 们 仅仅 将 注意 力 
集中 到 极点 ， 我 们 就 会 冒失 去 较 好 的 解 的 风险 。 我 们 将 发 现 ， 正 
是 这 条 思路 构成 了 我 们 下 边 将 要 介绍 的 所 谓 “ 单 形 法 ”的 理论 基 
础 。 


生产 问题 


让 我 们 接 下 来 再 转 到 一 个 简单 的 例子 ,这 次 涉及 到 的 是 生产 
问题 。 

假设 如 下 :一 个 厂商 生产 两 个 系列 产品 ,产品 I 和 产品 开 , 此 
工厂 由 三 个 生产 车 间 构 成 , 即 切 割 车 间 、 混 合 车 间 和 包装 车 间 。 每 
个 车 间 的 设备 每 天 可 使 用 8 个 小 时 ;因此 ,我 们 可 将 8 小 时 看 成 每 
个 车 间 每 天 的 工作 能 力 。 产 品 的 生产 过 程 可 概述 如 下 :(1) 产 品 ] 
首先 切割 ,然后 包装 。 每 吨 该 产品 用 掉 切 割 能 力 的 1/2 小 时 和 包 
装 能 力 的 1/3 小 时 。(2) 产 品 II 首先 混合 ,然后 包装 。 每 吨 该 产 
品 用 掉 混 合 能 力 的 工 小 时 和 包装 能 力 2/3 小 时 。 最 后 ,产品 工 和 
产品 II 分 别 以 每 吨 80 美元 和 60 美元 的 价格 出 售 , 但 是 分 别 扣除 
发 生 的 可 变 成 本 后 ,每 吨 产品 分 别 可 以 产生 40 美元 和 30 美元 的 
净值 。 这 些 数字 既 可 以 看 作 是 每 年 的 净 收 益 (不 含 可 变 成 本 ) ,也 
可 以 看 作 是 毛利 泣 数 (包含 固定 成 本 )。 为 简化 计 , 我 们 这 里 将 它 
们 称 为 “每 吨 的 利润 ”。 问 题 是 :为 了 使 总 ( 毛 ) 的 利润 最 大 ,该 厂商 
应 选择 怎样 的 产量 组 合 ? 

为 便于 回答 这 个 问题 ,我们 先 将 已 知 信 息 列 成 表 的 形式 , 见 
表 19.2, 然 后 将 该 间 题 转化 成 用 两 个 连续 的 选择 变量 x| 和 zy 表 657 
示 的 线性 规划 问题 : 

Max . T= 40x1 + 30z， 
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rn ri ep i 


s.t. Xl 之 16 ”[ 切 制约 东 条 件 ] 

Z2 三 8 [混合 约束 条 件 ] 

(19.2) zl + 2x2 S24 [包装 约束 条 件 ] 
且 : x1, x2 0 


注意 ,虽然 按照 表 19.2 ,切割 的 约束 条 件 应 是 二 > zx1<8, 但 是 ， 
为 了 不 用 分 数 表 示 ,我 们 已 将 其 两 边 同 乘 以 2。 类似 地 ,我 们 也 已 
用 3 去 乘 包 装 的 约束 条 件 而 对 其 进行 变换 。 现 在 该 问题 就 是 一 个 
最 大 化 的 问题 。 还 有 ,现在 约束 条 件 是 “ 委 "类 型 的 ,这 是 因为 即使 
我 们 不 能 超出 生产 能 力 的 限度 ,但 是 我 们 有 权 使 其 部 分 闭 置 。 而 
非 负 限制 仍 像 在 最 小 化 问题 那样 ,以 同样 的 形式 出 现 。 


图 解法 


(19.2) 中 的 线性 规划 同样 可 以 像 在 图 19.2 中 那样 用 图 解法 
来 解 。 由 于 非 负 限制 ,这 个 问题 又 一 次 被 限制 在 非 负 和 象限 。 在 该 
象限 中 ,我 们 绘制 了 三 条 约束 边界 。 切 割 边界 (zi = 16) 和 混合 边 
界 (zz=8), 如 图 19.2a 中 所 示 , 分 别 为 一 垂直 与 水 平 直线 ,而 包 
装 约束 边 界 则 是 一 条 斜 线 ,分 别 与 妨 两 条 约束 边界 奖 于 氮 (16 ,4) 
和 (8,8)。 

因为 我 们 的 约束 条 件 是 “三 "类 型 的 ,所 以 这 次 的 可 行 区 域 将 
由 同时 满足 以 下 三 个 位 置 设 定 条 件 的 点 集 构成 :(1) 位 于 混合 边界 

658 上 或 其 下 方 。(2) 位 于 切割 边界 上 或 其 左 方 。(3) 位 于 包装 边界 上 
或 其 下 方 。 我 们 可 以 将 所 有 满足 这 些 条 件 的 点 所 构成 的 集合 用 图 
19.26 中 的 阴影 部 分 表示 。 因 为 这 个 区 域 的 所 有 边界 点 及 其 内 点 


都 是 可 行 解 ,所 以 该 可 行 区 域 是 一 个 闭 集 。 在 现在 这 种 情况 下 ,也 
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混合 边界 包装 边界 
1< xX2=8 xi 十 2z2 一 24 





(46) 


图 19.2 
可 称 该 集合 是 严格 有 界 的 。 其 意思 大 致 是 ,这 个 阴影 的 区 域 能 够 


被 “ 装 进 " 一 个 有 确定 尺寸 的 盒子 中 。( 与 此 相反 ,图 19.14 中 的 
可 行 区 域 只 是 下 有 界 。) 
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表 19.2 产品 利润 与 产品 加 工 设备 





每 吨 所 需 的 加 工时 数 
产品 I 产品 II 日 加 工 能 力 ( 时 数 ) 

1 
切割 7 0 8 
混合 0 1 8 

1 2 
包装 3 3 8 
每 吨 利润 $ 40 $30 


最 后 ,我 们 考察 -- 下 目标 函数 ,该 函数 可 改写 成 : 
_x 4 
z2 -3073 
若 将 x 看 成 参数 ,我 们 可 以 将 此 方程 绘 成 具有 共同 斜率 - 人 的 一 
659 族 直线 ,在 5 图 中 可 以 看 到 其 中 的 三 条 (用 虚线 表示 )。 因 为 这 些 
直线 中 的 每 一 条 都 对 应 着 利润 参数 x 的 某 一 特定 值 ,所 以 我 们 可 以 
称 它们 为 等 利润 线 。 我 们 的 目标 当然 是 在 可 行 区 域 中 尽 可 能 地 得 
到 最 高 的 等 利润 线 。 因 此 ,我 们 必须 挑选 极点 (16,4) 作 为 所 代表 
的 最 佳 产量 组 合 。 也 就 是 ,最 优 解 为 每 天 生产 x =16 吨 , zr 三 4 
吨 。 将 这 些 数值 代 人 到 目标 函数 中 ,我们 就 可 以 得 出 每 天 的 最 大 
毛利 润 为 760 美元 。 
注意 , 解 (16,4) 完 全 满足 切割 和 包装 的 约束 条 件 , 但 并 不 完全 
满足 混合 的 约束 条 件 。 为 了 使 利润 最 大 化 ,一 部 分 混合 生产 能 力 
应 闲置 不 用 。 如 果 这 些 约 束 条 件 都 是 以 严格 的 方程 形式 给 出 的 
话 ,那么 这 样 的 结果 将 是 不 可 想象 的 。 
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二 ] 


提 到 约束 条 件 的 形式 ,虽然 上 述 的 两 个 例子 中 的 约束 条 件 要 
么 全 是 “三 "类 型 的 (最 大 化 问题 ), 要 么 全 是 “ 宇 " 类 型 (最 小 化 问 
题 ) ,但 是 它们 不 必 总 是 如 此 。 可 以 想象 :例如 ,对 饮食 中 维生素 A 
的 摄取 量 ,可 以 通过 双重 约束 条 件 “ 不 少 于 12”( 为 了 健康 ) 和 “不 
超过 86"( 为 了 避免 过 度 累积 ) ,这 样 就 会 出 现 两 种 不 等 式 。 但 是 ， 
这 并 不 影响 解法 ,因为 在 (19.2) 中 ,我 们 已 经 看 到 非 负 限制 的 “之 ” 
类 型 和 生产 能 力 的 约 东 的 “二 "类 型 同时 共存 的 情形 。 当 两 类 约束 
条 件 都 存在 时 ,确实 会 产生 约束 条 件 不 一 致 的 可 能 。 在 图 19.3a 
的 情况 下 ,如 果 该 问题 要 求 可 行 区 域 既 位 于 边界 [ 上 方 ,又 位 于 边 
界 II 下方 ,那么 可 行 区 域 将 是 一 个 空 集 , 因 而 这 个 问题 不 能 求解 。 

一 个 线性 规划 实际 上 也 可 能 包括 一 个 或 多 个 等 式 约束 。 图 
19.36 所 表示 的 (阴影 ) 可 行 区 域 与 图 19.25 中 的 相似 ,但 是 ,车 附 


x 





图 19.3 
加 上 一 个 等 式 约束 ,那么 可 行 解 集 就 从 一 个 阴影 区 域 收缩 成 打上 


加 点 的 线段 一 一 阴影 区 域 与 新 的 约束 直线 的 交集 。 不 过 ,同样 的 
求解 方法 仍 会 适用 。 
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660 练习 19 .1 


1 用 图 解法 解 下 列 各 题 : 


(a ) Max. A 二 27z1+Sz， 
Xx) .4 
Ss.t. X23 
+273<-8 


且 : 1， Z20 
(6) Min. C=12zxi+42x, 


1 十 2X; 之 3 


S.t. XxX1+4x2 汪 4 
3x1+ Xx; 之 3 
且 : 二 1 Z2 之 0 


2 哪些 特点 使 得 下 列 各 题 的 图 形 有 显著 区 别 ? 这 些 特点 又 是 怎样 产生 
的 ? 
(a) Min. C=6x1+247x, 


S.1t. 工 ] 二 272 之 3 
Z1 十 472 之 4 
且 : 1. zz 之 (0 


(2) Min . C=6zx1+ 30r» 
s.t. 与 (ea) 中 同样 的 约束 。 

3 一 个 房 主 打算 将 她 的 房子 粉 剧 一 下 。 这 个 房子 只 需 粉 刷 一 层 。 为 了 
满足 这 个 要 求 ， 该 油漆 必须 至 少 应 具有 200 厘 泊 的 粘度 。 为 了 达到 理想 的 
亮度 ,为 一 个 要 求 是 ,在 每 加 仑 油漆 中 必须 至 少 含有 i4g 的 化 学 成 分 了 ,为 了 
达到 理想 的 耐久 性 ,在 每 加 仑 油漆 中 必须 至 少 含有 30g 的 另 一 种 化 学 成 
分 Z。 

可 供 她 使 用 的 油漆 有 两 种 (I 和 11),I 的 价格 为 每 加 仑 6 美元 ,I 的 价格 
为 每 加 仑 4 美元。 它们 的 规格 包含 在 如 下 的 表格 中 : 
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油漆 划 (每 加 仑 ) 油漆 开 (每 加仑 ) 





粘度 ( 厘 泊 ) 400 100 
Y( 死 ) 20 10 
Z( 克 ) 20 60 


为 满足 上 述 三 个 要 求 且 使 成 本 最 小 ,在 每 加 仓 中 应 如 何 混合 1 和 II 类 两 
种 油漆 ( 称 这 些 为 x! 和 zz)? 该 混合 油漆 的 最 小 成 本 是 多 少 ? (提示 :除了 
那些 正常 的 约束 条 件 外 ,还 应 有 一 个 等 式 的 约束 条 件 zl + z=1, 为 什么 ?) 

4 在 前 面 的 问题 中 ,如 果 将 油漆 I 和 油漆 II 的 价格 对 调 一 下 ,对 油漆 混 
合 将 有 什么 影响 ? 每 加 仑 新 的 混合 油漆 的 最 小 成 本 应 是 多 少 ? 

5 如 果 下 式 成 立 的 话 ,那么 有 两 个 选择 变量 的 线性 规划 的 图 形 将 会 发 
生 怎 样 的 变化 ? 

(a) 目标 函数 中 zi 的 系数 为 零 。 

(5) 目标 了 梢 数 中 x, 的 系数 为 零 。 

(c) 前 两 个 约束 条 件 分 别 为 : 

axi t Lx; Ee 
— axi 一 br -ce 

6 当地 某 个 公司 计划 在 某 一 特定 星期 在 广播 与 电视 上 做 一 个 特殊 销售 
周年 纪念 的 广告 。 为 此 ,最 大 预算 为 16000 美元 。 现 了 解 到 ,广播 广告 的 成 
本 是 每 30 秘 为 一 时 间 点 ( 称 为 x1) ,价格 为 800 美元 , 且 至 少 需 订 5 个 时 间 
点 的 合约 。 男 一 方面 ,电视 广告 每 时 间 点 ( 称 为 xz) 价格 为 4000 美元 。 由 于 
再 三 要 求 ,在 特定 的 星期 中 也 只 能 利用 4 个 电视 时 间 点 。 以 所 估计 的 听众 规 
模 及 其 它 因 素 为 基础 ,确信 ,在 开发 潜在 消费 者 方面 ,每 个 电视 时 间 点 的 影响 
力 将 是 广播 的 6 倍 。 为 最 大 限度 地 吸引 潜在 消费 者 ,公司 应 如 何 分 配 其 广 
告 ? 

7 上 题 中 ,如 果 利 用 电视 做 广告 的 时 间 点 没有 限制 ,那么 最 优 解 会 如 何 
呢 ? 


19.2 线性 规划 的 一 般 表 示 


上 节 的 两 个 例子 说 明了 两 个 选择 变量 和 三 个 约束 条 件 的 情 
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况 。 当 代 之 以 及 个 选择 变量 和 wm 个 约 东 条 件 时 ,线性 规划 仍 具 
有 与 其 相同 的 一 般 形式 一 一 其 主要 成 分 是 :一 个 线性 目标 函数 ,一 
组 线性 的 不 等 式 约束 条 件 和 一 组 非 负 限制 。 推 广 到 含有 个 变 
量 的 线性 规划 ,可 有 三 种 可 供 选 择 的 表达 方法 :用 普通 写法 ,用 求 
和 (之 ) 符 号 或 用 和 拖 阵 符号 。 


羡 通 写法 


含有 nn 个 变量 且 满 足 mm 个 约束 条 件 的 最 大 化 规划 问题 完全 
写 出 来 时 ,将 是 如 下 形式 : 

Max. x =crit cz 二 .二 TCD 

S.t. QZ1I+ Q12Z2 十 十 QIUnnSrl 


Q21Z1+ CQ2222 十 十 ConSS7; 


(19.3) QamlT1 + an2T2 tt apnTta ry 
且 : Xj 之 0 (j=1,2,.…,n) 
在 (19.3) 中 ,尽管 在 许多 场合 中 ,目标 函数 与 利润 函数 有 所 不 
662 同 ,但 是 ,我 们 还 是 借用 在 生产 例子 中 的 符号 x 作为 表示 被 求 极 大 
晒 数 ( 求 极 大 化 的 对 象 ) 的 一 般 性 符号 。 选 择 变量 用 zi (1 = 1,2， 
…,n) 表 示 ,它们 在 目标 函数 中 的 系数 为 ci(7=1,2,…,2), 它 是 
一 组 已 知 的 常数 。 符 号 r; (i =1,2,…,m) 一 一 另外 一 组 常 
数 一 一 另 一 方面 ,表示 加 到 规划 中 的 一 些 “ 限 制 "。 为 了 统一 化 ,我 
们 将 所 有 m 个 约束 条 件 都 写成 “三 ”的 不 等 式 ,但 这 也 不 失 一 般 
性 。 特 别 需 要 注意 的 是 ,在 一 个 约束 条 件 以 “之 "形式 出 现 的 情况 
下 ,我 们 总 可 以 通过 将 不 等 式 两 边 同 乘 以 一 1 而 将 其 变 成 “过 ”的 
形式 。 最 后 ,注意 在 约束 条 件 中 ,选择 变量 的 系数 用 a 表示 ,这 里 
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的 双 下 标 可 注 明 每 个 系数 的 特定 位 置 。 因 为 一 共有 m 个 含有 
个 变量 的 约束 条 件 ( 这 里 mx 可 以 大 于 ,等 于 或 小 于 n), 所 以 系数 
aij 将 构成 一 个 m x n 维 的 矩阵 。 

类 似 地 ,一 个 最 小 化 规划 用 普通 写法 可 以 写成 如 下 形式 : 

Min. C=crit crt et car, 

Ss.t. alX1ita2r2t+ anrn ri 


(19.4) Q21Z1+a2272 十 … 十 QZ 之 


QZi 十 Co2z2 十 十 Co rm 

且 : Xj; 之 0 (j =1,2,.…,n) 

即使 在 许多 场合 中 的 目标 函数 也 许 不 是 成 本 函数 ,但 是 我 们 
还 是 又 一 次 借用 饮食 问题 中 的 符号 C 作为 表示 被 求 极 小 值 函数 
( 求 极 小 值 的 对 象 ) 的 一 般 性 符号 。 目 标 函 数 中 的 。 仍 表 示 已 知 
的 一 组 常 系数 , 像 约束 条 件 中 的 x; 一样 。 但 是 在 现在 这 个 场合 ， 
符号 x 表示 需求 而 不 是 限制 。 约 束 条 件 中 的 系数 和 选择 变量 的 
符号 保持 不 变 。 但 现在 约束 条 件 都 以 “ 宇 " 不 等 式 的 形式 出 现 。 


求 和 符号 (之 ) 


将 (19.3) 和 (19.4) 中 的 线性 规划 用 求 和 符号 ( 忆 ) 表 示 是 最 能 
节省 空间 的 : 


Max . 不 二 人 > chi 
i=1 
S.t. D> Jj ax, 过 rm; (1£ 一 1 ,2,.… ,7m) 
7= 1 
且 : zi 之 0 (jy = 1,2,.…,n) 
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类 似 地 ， 
Min. C = Dex 
) = 1 
S.t， Pat) 7 (1 一 1 ,2，…，7a 1) 
7 = 1 
且 : Ti 之 0 (j= 1,2,.…,n) 


虽然 这 种 表达 方式 很 简要 ,但 是 以 >， 形式 表达 ,在 数学 操作 
方面 ,是 很 不 方便 的 。 因 此 ,我 们 下 面 将 不 用 这 种 表达 方式 。 


和 矩阵 符号 


为 了 解 抢 阵 符号 是 如 何 应 用 的 ,我 们 先 定义 一 下 以 下 四 个 所 


C1 TL1 
C2 2 
(19.5) C 三 并 二 
Ch tn 
ll U12 dln ri 
2] 22 他 27 7 广 2 
A 三 7 和 
Uml m2 mn Tm 


其 中 的 三 个 为 列 向 量 :c 和 xz 为 n XxX1 维 的 ,r 为 m x1 维 的 。 和 矩阵 
A 是 一 个 x nn 维 的 矩阵 。 
根据 这 些 定义 ,(19.3) 中 的 目标 函数 能 用 方程 表示 为 : 


元 


一 CC 区 
(i x1) 


这 里 ,读者 将 会 回想 到 :这 个 向 量 积 c 之 是 1x1 维 的 ,因此 ,表示 
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四 好) 了 


的 是 一 个 标量 。 而 涉及 到 m 个 约束 条 件 ,矩阵 符号 的 这 种 优势 就 
会 显而易见 了 ,这 是 因为 (19.3) 中 的 约束 条 件 的 整个 集合 都 可 以 
缩写 成 以 下 简单 的 不 等 式 形式 : 

A A < 


(mxn(tnx1} (mxl1) 


这 里 ,不 等 号 应 解释 为 相对 应 元 素 的 不 等 ,也 就 是 ,矩阵 Az 的 第 ; 
行 小 于 或 等 于 和 矩阵 x 的 第 i 行 ,对 于 i 的 每 一 个 取 值 都 适用 ,2 类 
似 地 ,我 们 也 可 以 将 2 个 非 负 限制 用 下 面 的 一 个 单一 不 等 式 表 
示 : 

Z 之 0 


‘nx<i) Cnx1) 


简 言 之 ,(19.3) 中 的 线性 规则 可 以 简要 地 表示 为 如 下 形式 : 664 
Max. x =c 7 
(19.3 ) s.t， Azxr 
且 : xx 之 0 
根据 同样 的 表达 方式 ,很 容易 将 (19.4) 中 最 小 化 规划 用 如 下 
方式 表达 出 来 : 
Min. C=c zx 
(19.4’)s.t. 4z 之 r 
且 : zz 之 0 


关于 求解 的 方法 


在 两 个 变量 (n=2) 的 情况 下 ,用 图 解法 求解 会 帮助 我 们 很 容 
易 地 得 到 最 优 解 。 我 们 确实 不 必 考 虑 线性 规划 中 的 约束 条 件 的 个 


由 不 等 号 " 委 ”, 当 用 于 数字 上 时 ,通常 与 “和 "号 是 可 以 交换 使 用 的 。 当 用 于 向 量 
时 ,这 两 种 符号 的 意义 就 不 同 了 。 为 便于 讨论 ,可 参阅 K. 兰 开 斯 特 :《 数 理 经 济 学 》, 纽 
约 ,麦克 米 伦 出 版 社 ,1968 年 ,120 页 。 
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数 ,这 是 因为 附加 的 约束 条 件 只 能 增加 极点 的 个 数 ,而 并 不 增加 图 
形 的 维 数 。 而 当 存 在 三 个 选择 变量 时 ,这 种 方法 就 不 太 适 用 了 , 因 
为 它 需 要 有 一 个 三 维 的 图 形 。 而 对 于 维 数 更 高 的 情况 ,这 种 方法 
将 会 彻底 失灵 ! 因此 ,我 们 必须 找到 一 种 能 适合 任何 变量 个 数 的 
非 图 解 的 求解 方法 。 

首先 ,我们 观察 一 下 ,两 个 变量 情况 下 的 求解 程序 是 怎样 逻辑 
地 推广 到 ”个 变量 的 情况 的 。 对 于 ?=2 的 情形 ,我 们 的 操作 领 
域 是 两 维 空间 (平面 )。 由 于 非 负 限 制 及 约 东 条 件 的 缘故 ,我 们 可 
以 将 研究 领域 变 罕 而 只 简单 地 将 注意 力 集中 在 可 行 区 域 上 , 它 是 
两 维 空间 的 一 个 子 集 。 然 后 ,通过 目标 函数 ,我 们 最 后 能 在 那个 子 
集中 确定 作为 最 优 解 的 特定 点 ( 工 1， 工 7) 的 位 置 。 对 于 具有 一 般 
性 的 ”个 变量 的 情形 ,我 们 必须 代 之 以 在 n 维 空间 操作 ,其 中 每 
一 点 表示 一 个 有 序 的 2 元 数组 ,(zi，zz,……,zn) 或 者 是 一 个 2 维 
向 量 。 非 负 限 制 现在 将 我 们 限制 在 非 负 的 正 交 分 划 体 (n 维 空间 
中 的 非 负 象 限 的 类 似 物 ) 之 内 ,而 那些 约束 条 件 将 共同 使 这 个 作为 
可 行 区 域 的 非 负 正 交 分 划 体 线性 化 。 最 后 ,通过 目标 水 数 ,我们 可 
以 在 可 行 区 域内 确定 这 个 作为 最 优 解 的 特定 点 ( 工 ;1， 碟 2?，… 
Zn) 的 位 置 。 

正如 我 们 以 前 所 熟知 的 那样 ,最 优 解 总 是 可 以 在 可 行 区 域 的 
极点 处 得 到 。 正 如 下 面 将 要 说 明 的 一 样 , 即 使 是 在 ”个 变量 的 情 
况 下 ,这 种 结果 也 是 成 立 的 。 因 此 ,我 们 需要 的 不 是 要 找 出 全 部 的 
可 行 域 ,而 是 要 找到 一 种 确定 所 有 极点 组 成 的 集合 的 方法 ,从 中 我 
们 就 可 以 挑选 出 最 优 解 。 这 种 方便 的 结果 是 建立 在 这 样 的 事实 基 
础 之 上 的 :不 必 考 虑 选择 变量 的 个 数 ,线性 规划 中 可 行 区 域 永 远 是 
一 个 闭合 的 凸 集 。 
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练习 19 .2 665 


1 《19.3) 中 的 m 个 约束 条 件 能 写成 如 下 形式 吗 ? 


U1l 12 Uln 六 1 
21 W272 2 六 2 
工 1 十 工 2 十 …* 十 区 < 
ml 位 mr2 Uma rm 


2 (19.3) 中 的 目标 函数 能 否 写 成 一 个 内 积 的 形式 ? 

3 假设 (19.4) 中 的 第 一 个 约束 条 件 恰好 是 一 个 等 式 ,atrzl+ alzzx2+ 
…+airrn = 一 ri 证 明 , 通 过 用 两 个 经 过 恰当 选择 的 不 等 式 代 替 这 个 等 式 , 我 
们 仍 能 在 整个 约束 条 件 部 分 使 用 "之 "号 的 格式 。 


19.3 上 凸 集 与 线性 规划 


一 个 凸 集 ,正如 以 前 在 11.5 节 中 所 定义 的 一 样 ,是 一 个 具有 
下 述 特点 的 点 的 集合 :如 果 x 和 w 是 该 集合 中 任意 两 点 ,那么 x 
和 w 的 任意 凸 组 合 也 都 在 该 集合 中 。 用 符号 表示 ,如 果 
u 所 | ,jes 
vuE€S 
其 中 岂 寺 Ou + (1 -0)v (0 之 8 之 1) 
那么 我 们 就 称 集合 S 为 凸 集 。 这 表明 在 一 个 线性 规划 的 许多 方 
面 都 有 凸 集 出 现 。 
以 目标 函数 为 例 。 对 于 取 任 意 特定 值 的 x (或 C) ,都 具有 以 
下 这 些 一 般 性 的 线性 形式 : 
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a 





两 维 空间 : ro= cizt+ c27， [给 出 一 条 直线 
三 维 空间 : ro= clzi+czxzz+csxzr3 [给 出 一 个 平面 

(19.6) nn 维 空间 : re=clzi+caxa 十 十 CrZa 
[给 出 一 个 超 平面 

直线 和 平面 是 超 平面 的 特例 ,很 容易 看 出 ,它们 是 凸 集 。 不 难 
证 明 ,” 维 空间 中 的 超 平面 也 是 一 个 钙 集 。 

将 满足 (19.6) 的 点 的 集合 称 为 集合 瑟 , 那 么 日 中 的 每 个 点 都 
将 位 于 由 已 知 方程 定义 的 超 平面 上 。 如 果 我 们 在 集合 五 中 任 
选 两 点 w 和 zv ,它们 的 坐标 分 别 为 (zi，xzz，…，xz) 和 (zl v2,…， 

666v, ) ,那么 ,因为 这 些 坐 标 一 定 满足 方程 (19.6) ,所 以 ,我 们 通过 用 
u; 代替 x; ,用 v 代替 了 ,一 定 会 发 现下 式 成 立 : 
70 二 CiMU1I 二 cc22M2 十 十 cu 
(19.7) xo=ci1v t+ cov2t +t civ, 
用 更 简洁 的 向 量 符号 表示 ,可 以 写成 : 
(19.7’) xo=c’u 和 ro=c 

为 了 证 明 集 合 昌 是 凸 集 , 有 必要 证 明 一 下 ,w 是 x 各 w 的 任 
意 凸 组 合 ,并 且 满 足 (19.6) ,以便 使 x,= cw 成 立 。 所 要 求 的 证 明 
相对 简单 ,既然 

cw=ce [Ou+(1-0)v]= eu+ec -6)m [分 配 律 ] 
=buxzr+(1l-b)cw [向 量 乘法 交换 律 ] 


个 ”而 集合 五 的 正式 定义 要 求 的 表达 方式 为 : 
H= | (zz2mozn) Iro= czl 二 mm 十 Can 
或 者 ,用 向 量 符 号 表示 为 : 
百 =izirg = cz | 根据 (19.5)] 
集合 互 可 以 通过 (19.6) 或 者 它 的 向 量 转 换 ,表示 成 更 简单 的 形式 ,ro=cz。 
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= Oro0+ (1 - 0)xo [根据 (19.7’)] 

一 元 0 
对 于 在 闭 区 间 [0,1] 中 的 任意 6 值 , 凸 组 合 w 都 在 集合 互 中 。 
此 ,集合 五 的 确 是 一 个 凸 集 。 

如 果 考 虑 到 超 平 面 与 其 所 处 的 n 维 空间 的 关系 ,那么 超 平面 
总 能 将 n 维 空间 分 成 两 个 半空 间 。 例 如 ,在 两 维 的 情况 下 ,一 条 
直线 将 坐标 平面 分 为 两 个 两 维 的 半空 间 , 它 们 分 别 位 于 直线 的 两 
侧 。 这 一 点 ,我 们 可 以 从 图 19.1 和 图 19.2 中 所 绘 成 的 边界 看 出 。 
类 似 地 ,一 个 n 维 空 间 也 可 以 被 分 成 两 个 nn 维 半 空间 ,但 这 需要 
一 个 超 平面 来 分 。 我 们 是 能 得 到 一 个 开放 的 半空 间 , 还 是 一 个 闭 
合 的 半空 间 , 这 要 视 是 否 将 分 割 超 平面 看 成 是 所 研究 的 半空 间 的 
一 部 分 而 定 。 例 如 ,如 果 我 们 写 出 如 下 两 个 不 等 式 : 

cx<9 和 czm9 
那么 ,前 者 将 定义 一 个 位 于 超 平面 cx =9 一 侧 的 开放 的 半空 间 ， 

后 者 将 定义 一 个 包括 位 于 已 知 超 平面 另 一 侧 以 及 超 平面 本 身上 
的 点 的 闭合 的 半空 间 。 

根据 以 上 讨论 可 知 ,(19.3) 和 (19.4) 中 的 每 一 个 约束 条 件 都 
定义 了 一 个 闭合 的 半空 间 。 进 而 ,每 个 非 负 限制 也 是 如 此 ,因为 不 
等 式 ( 如 )zl 宇 0 只 不 过 是 如 下 约束 条 件 的 一 种 特例 而 已 : 

(19.8) azZ1 十 altz2+ + anrn 人 ri 
令 a 三 1 而 其 它 所 有 的 系数 (包括 ri) 均 等 于 0。 结 果 , 这 些 闭 合 
的 半空 间 中 的 每 一 个 又 都 是 一 个 凸 集 。 

最 后 这 名 陈述 的 正确 性 在 两 维 空间 的 情况 下 是 相当 显而易见 
的 。 在 图 19.1 中 ,位 于 任意 约束 边界 上 或 其 右 侧 的 点 的 集合 是 一 
个 凸 集 ,这 是 因为 连接 集合 中 任意 两 点 的 线段 也 一 定 在 该 集合 中 。 
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现在 ,让 我 们 来 说 明 , 在 nn 维 空间 中 的 一 个 闭合 半空 间 也 是 一 个 
667 凸 集 。 考 察 -一 下 ,由 不 等 式 (19.8) 定 义 的 闭合 的 半空 间 , 它 也 可 以 
用 风量 符号 表示 为 、 
az 之 rl 这 里 a 三 [ayial2*…a1,] (19.8’) 
令 w 和 w 是 那个 半空 间 中 的 任意 两 点 。 那 么 ,因为 uw 和 w 两 
个 都 满足 (19.8 ) ,所 以 可 以 得 出 : 
a 之 ri 和 av 之 ri[ 参 见 (19.7')] 
对 于 0 和 0 委 1, 进 而 ,我 们 可 以 推导 出 : 
bau 庆 Wri 和 (1 -~ b)a’w > (1 - 0)ri (19.9) 
现在 , 令 w= 9u + (1- 9)v 是 wu 和 w 的 凸 组 合 。 如 果 可 以 证 明 zw 
也 满足 (19.8 ) ,那么 所 研究 的 这 个 半空 间 一 定 是 凸 的 。 为 此 ,我 
们 可 写成 如 下 向 量 积 : 
aw=a [Ou+(l-0)v)]= bau + (1 -~ 0)a’w 
但 ,根据 (19.9) ,很 容易 得 出 : 
aw 之 Or1+(1-0)r 或 az 这 ri 
因此 , 像 x 和 w 一 样 , 凸 组 合 w 也 满足 (19.8')。 这 证 明 :” 维 空 
间 中 的 闭合 半空 间 是 (闭合 的 ) 凸 集 。 
和 将 这 条 推理 更 深入 一 些 ,我 们 也 能 得 出 这 样 的 结果 :一 个 具有 
一 般 性 的 ”个 变量 的 线性 规划 的 可 行 区 域 是 一 个 闭合 的 凸 集 。 
作为 一 个 初步 的 结论 ,我 们 注意 到 ,可 行 区 域 总 可 表示 总 共 m+n 
个 闭合 凸 集 的 交集 。 一 般 而 言 , 根 据 定义 ,可 行 区 域 中 的 任 一 点 一 
定 同 时 满足 m + 个 线性 ( 弱 的 ) 不 等 式 组 一 一 2 个 约束 条 件 加 
上 个 非 负 限制 。 因 此 , 它 一 定 同 时 也 是 mx + n 个 闭合 半空 间 中 
的 一 员 , 也 就 是 说 , 它 一 定 是 那些 m + xn 个 闭合 凸 集 的 交集 中 的 
一 态 。 鉴 于 这 种 情况 ,下 述 定 理 将 确立 可 行 区 域 为 一 个 闭合 凸 集 : 
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有 限 个 凸 集 的 交集 是 一 个 凸 集 , 且 如 果 其 中 每 一 个 集合 都 是 

闭合 的 ,那么 其 交集 也 将 是 闭合 的 。 

这 个 定理 的 本 质 性 内 容 可 以 从 图 19.4 中 领会 到 ,这 里 集合 S 
(一 个 正方 形 ) 和 集合 工 (一 个 正三 角形 ) 两 个 都 是 凸 集 。 它 们 的 
交集 S 门 工 , 这 里 用 最 暗 的 阴影 区 域 表 示 , 很 显然 也 是 凸 集 。 再 668 
者 ,如 果 S 和 了 两 个 都 是 闭合 的 ,那么 S 门 工 也 将 是 闭合 的 ,这 是 
因为 交集 的 边界 点 ,它们 仅仅 是 集合 S 和 集合 T 边界 点 的 一 个 子 
集 ,确实 属于 交集 。 





图 19.4 


极点 与 最 优 解 


从 前 面 的 论述 中 ,我 们 可 以 得 出 两 个 主要 结论 :(1) 对 于 给 定 
任 一 值 的 x (或 C), 一 个 n 变量 线性 规划 的 目标 函数 总 能 定义 一 
个 超 平面 , 且 这 个 超 平 面 是 一 个 闭合 的 凸 集 。(2) 可 行 区 域 , 由 于 
其 为 m+ 个 闭合 半空 间 的 交集 ,所 以 也 是 一 个 闭合 的 凸 集 , 称 
该 集合 为 下 。 现 在 ,这 两 个 结论 是 彼此 相 联系 的 。 

在 进一步 探讨 之 前 ,我们 有 必要 先 区 别 一 下 内 点 ,边界 点 和 极 


D 然而 , 观察 一 下 , 两 个 凸 集 的 并 集 却 不 一 定 是 凸 集 。 在 图 19.4 中 ,其 并 集 
SUT 由 整个 阴影 区 域 组 成 , 它 很 明显 是 凹 集 。 
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反 的 概念 。 边 界 点 和 内 点 的 区 分 是 显而易见 的 。 参 见 图 19. 4 ,位 
于 正方 形 四 个 边 上 的 点 是 集合 S 的 边界 点 ,而 那些 没有 位 于 边 上 
的 点 是 内 点 。 用 更 正规 的 形式 表述 , 即 任何 集合 S 中 一 个 边界 点 
5 必定 具有 这 样 的 性 质 :6 的 每 一 个 邻 域 , 不 论 它 有 多 人 么 小 ,一 定 
存在 不 属于 集合 S 的 一 个 或 多 个 点 。 另 一 方面 ,集合 S 的 一 个 内 
点 z 具有 这 样 的 性 质 : 点 i 的 足够 小 的 邻 域 将 包含 那些 只 属于 集 
合 S 的 点 。2 至 于 极点 ,它们 只 不 过 是 边界 点 的 一 种 特例 而 已 。 
之 所 以 特殊 ,是 因为 极点 是 一 种 并 不 在 该 集合 中 任意 两 点 所 连 成 
的 线段 上 的 点 。 也 就 是 说 ,极点 并 非 是 来 源 于 该 集合 中 任意 两 点 
的 凸 组 合 的 一 种 点 。 再 次 参见 图 19.4, 正 方形 的 四 个 角 点 符合 极 
点 的 定义 ,而 其 它 所 有 的 点 都 不 符合 极点 的 定义 。 简 言 之 ,给 定 任 
一 集合 S ,S 的 所 有 极点 的 集合 是 S 的 所 有 边界 点 集合 的 一 个 子 
集 。 但 是 ,所 有 边界 点 集合 与 所 有 内 点 集合 并 不 相交 。 

在 力图 达到 最 优化 的 过 程 中 ,我们 的 目标 是 在 集合 下 中 通过 
改变 r 或 C 值 ,将 目标 超 平 面 或 者 " 推 到 ?可 能 的 最 高 位 置 (达到 
x ) ,或 者 “ 推 到 "可 能 的 最 低位 置 (达到 C )。 当 达到 最 佳 位 置 时 ， 
该 超 平面 肪 可 以 不 包含 集合 下 的 内 点 ;这 是 因为 ,如 果 它 包括 集 
合 下 的 内 点 ,那么 我 们 总 能 将 其 “ 推 " 得 更 远 些 ,从 而 达到 一 
好 的 位 置 。 因 此 ,只 有 和 集合 下 的 边界 点 才能 出 现在 集合 H 站 下 
中 。 这 就 引出 了 支撑 超 平面 的 概念 。 

一 个 支撑 超 平面 ,( 比 如 玉 ) 是 一 个 与 山 集 (下 ) 有 一 个 或 多 个 


公共 点 的 超 平面 ,而 它 所 处 的 位 置 ,使 得 集合 下 只 位 于 五 的 一 侧 。 


由 这 里 在 应 用 邻 域 的 概念 方面 ,我们 应 记 住 问题 中 我 们 所 定义 的 那些 集合 所 在 
空间 的 维 数 。 例 如 ,在 图 19.4 中 ,因为 这 些 集合 是 在 两 维 空间 中 定义 的 ,所 以 我 们 所 
担 到 的 任何 一 个 邻 域 本 质 上 都 应 是 两 维 的 。 
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图 19.5 用 两 维和 三 维 的 例子 说 明了 这 个 概念 。 在 图 a 中 ,直线 
1.2 和 3 是 支撑 超 平面 (这 里 是 直线 ) 的 例子 。 直 线 1( 或 者 直线 669 
2) 与 正 多 边 形 只 有 一 个 公共 点 ,而 直线 3 却 有 x 个 公共 点 。 但 ， 
无 论 是 哪 种 情况 ,集合 F 都 只 位 于 支撑 直线 的 一 侧 。 因 此 ,只 有 

F 的 边界 点 能 出 现在 这 些 直线 中 的 每 一 条 上 。 注 意 ,每 条 支撑 直 
线 至 少 包含 集合 下 的 一 个 极点 ,例如 f,g 和 hh。 图 6 中 的 三 维 示 

例 也 是 相似 的 ,只 是 现在 将 支撑 直线 换 成 了 支撑 平面 。 再 者 ,万 和 
F( 这 次 是 正 多 边 形 ) 的 交集 只 能 由 下 的 边界 点 构成 。 正 如 图 所 

示 ,仅仅 包含 一 个 点 (z ) ,而 此 点 是 集合 下 的 一 个 极点 。 





图 19.5 

对 于 具有 一 般 性 的 ” 维 空 间 的 情况 ,我 们 关于 图 19.5 讨论 
的 本 质 内 容 可 以 表述 成 下 述 两 个 定理 : 

定理 I 给 定 一 个 闭 凸 集 的 一 个 边界 点 & ,在 x 处 至 少 存在 
着 一 个 文 撑 超 平面 。 

定理 I 对 于 一 个 下 有 界 的 闭 凸 集 ,在 每 个 支撑 平面 中 ,至 少 
存在 一 个 极点 。 

这 两 个 定理 与 线性 规划 的 关系 是 显而易见 的 。 当 我 们 找到 最 
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优 解 时 ,代表 最 优 的 等 利润 线 或 等 成 本 线 的 那个 目标 超 平面 将 是 
一 个 支撑 超 平面 。 根 据 定理 1, 可 行 区 域 中 的 每 个 边界 点 都 有 可 
能 是 最 优 解 。 但 是 ,定理 1] 通过 使 我 们 只 注意 到 极点 ,从 而 缩小 
了 问题 的 范围 。 即 使 在 同一 个 支撑 超 平面 中 ,还 存在 不 是 极点 的 
边界 点 ,但 是 ,这 些 点 也 总 是 与 有 相同 r( 或 C) 值 的 极点 相 联系 ， 
因此 ,它们 也 不 会 比 极点 更 好 ,所 以 ,不 考虑 它们 也 不 会 造成 任何 
损失 。 

这 个 简单 但 却 重要 的 事实 应 用 在 解决 ” 变量 的 线性 规划 的 
单纯 形 法 中 是 有 很 大 益处 的 。 它 最 初 是 由 乔治 "B. 丹 蒂 格 ?提出 
来 的 ,对 此 我 们 将 在 下 节 中 解释 。 所 谓 单纯 形 是 在 x 维 空间 中 ， 
一 种 三 角形 的 类 似 物 , 具 有 代表 极点 的 阳 角 。 这 种 单 形 法 给 我 们 

10 提供 了 一 个 系统 化 的 方法 ,由 此 ,我 们 可 以 从 可 行 区 域 中 的 一 个 极 
点 移 到 另 一 个 极点 ,直到 找到 最 优 解 。 我 们 可 以 将 极点 的 选择 区 
域 缩小 这 一 事实 仅仅 是 线性 规划 区 别 于 古典 最 优化 法 的 特点 之 
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局 部 最 优 与 总 体 最 优 


线性 规划 区 别 于 古典 最 优化 问题 的 为 一 个 重要 性 质 是 其 所 得 
到 的 任何 一 个 解 给 出 的 不 仅 是 局 部 的 (相对 的 ) ,而且 也 是 总 体 的 
《绝对 的 ) 最 优 。 下 述 定 理 ( 整 体 性 定理 ) 将 会 对 产生 这 一 特征 的 诛 
因 作出 解释 。 该 定理 虽然 并 未 给 出 在 下 述 条 件 下 ,局 部 最 优 也 可 
以 作为 全 局 最 优 的 必要 条 件 ,但 却 给 出 了 充分 条 件 ， 


中 乔治 'B. 片 蒂 格 :“ 满 足 线性 不 等 式 的 变量 线性 函数 的 极 大 化 ”, 收 载 于 于.C. 
库 普 曼 主 编 的 《4 生产 与 配置 的 活动 分 析 》, John Wiley 各 Sons. Inc.， 纽约 ,1951 年 ， 
339 一 347 页 。 
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如 果 可 行 集合 开 是 一 个 闭 西 集 ,并 且 目标 函数 在 可 行 集 

合 中 是 一 个 连续 的 凹 ( 凸 ) 的 函数 , 则 :(a ) 任 何 一 个 局 部 极 大 

值 ( 极 小 值 ) 也 将 是 整体 极 大 值 ( 极 小 值 ), 且 (5) 集合 下 中 使 

得 目标 函数 最 优化 的 点 将 构成 一 个 凸 集 。 如 果 目 标 函 数 在 可 

行 集合 中 恰好 是 严格 四 ( 西 ) 的 ,那么 整体 极 大 值 ( 极 小 值 ) 将 

是 唯一 的 。 

这 个 定理 的 本 质 性 内 容 ,我 们 以 前 在 图 11.5 中 已 经 过 到 过 。 
它 与 现在 这 种 情况 的 特殊 关系 在 于 :这 些 关于 整体 最 优化 的 充分 
条 件 在 线性 规划 中 当然 是 很 适用 的 ,但 是 ,在 古典 最 优化 问题 中 ， 
它 就 不 成 立 了 。 正 如 我 们 所 观察 到 的 ,线性 规划 中 的 可 行 区 域 总 
是 一 个 闭 凸 集 。 而 且 , 用 选择 变量 表示 的 目标 函数 是 连续 的 和 线 
性 的 。 它 既 可 以 被 看 作 是 凹 函 数 ,又 可 以 被 看 作 是 凸 函数 ,这 取决 
于 问题 中 所 要 求 的 是 最 大 化 问题 还 是 最 小 化 问题 。 因 此 ,定理 中 
所 陈述 的 充分 条 件 确实 能 得 到 满足 ,并 且 所 得 的 任何 一 个 最 优 解 
本 质 上 都 是 总 体 的 。 这 与 定理 中 的 (a ) 部 分 是 一 致 的 。 

为 了 理解 该 定理 的 (5) 部 分 ,让 我 们 再 看 一 看 图 19.5。 如 果 
线性 规划 的 最 优 解 是 在 某 单 独 的 极点 处 得 到 的 ,例如 ,图 a 中 
的 三 点 或 图 中 的 x 点 ,那么 ,依照 惯例 ,那个 点 本 身 就 构成 一 个 
凸 集 ,而 且 该 定理 中 的 这 种 断言 很 快 就 能 得 到 证 实 。 但 是 ,如 果 有 
多 重 最 优 存 在 时 ,该 如 何 呢 ? 多 重 最 优 是 在 当 支 撑 超 平面 与 可 行 
集合 的 接触 点 不 只 是 一 个 点 时 , 才 出 现 的。 例如 , 当 直 线 3( 图 a) 
是 一 条 支撑 直线 ,或 者 当 支 撑 平 面 万 (图 5) 与 正 多 面体 的 一 个 
面 (平面 ) 重 合 。 在 这 些 例子 中 ,所 有 最 优化 点 所 组 成 的 集合 既 可 6: 
以 转化 在 线段 hg 上 ,又 可 以 转化 在 正 多 面体 F 的 某 一 个 平面 上 ， 
其 他 情况 也 是 如 此 。 因 此 ,正如 定理 所 断言 的 ,该 集合 又 是 一 个 本 
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集 。 鉴 于 此 ,我 们 可 以 确信 ,如 果 对 于 一 个 线性 规划 存在 一 对 最 优 
解 (两 个 解 同样 最 优 ) ,那么 这 两 个 解 的 任何 凸 组 合 或 加 权 的 平均 
值 也 一 定 是 一 个 最 优 解 。 


19.4 单纯 形 法 : 求 极点 


一 个 线性 规划 的 最 优 解 可 以 在 极点 中 得 到 。 如 果 给 定 一 个 可 
用 图 示 的 可 行 区 域 下 ,那么 要 找到 极点 是 很 容易 的 。 但 是 ,对 于 那 
些 无 法 图 示 的 n 个 变量 的 情形 又 该 如 何 哎 ? 让 我 们 再 回 过 头 来 
考察 一 下 具有 两 个 变量 情况 的 极点 ,以 便 能 尽 可 能 找到 一 些 线索 。 


松弛 与 剩余 


图 19.1 和 19.2 中 的 极点 分 属于 三 种 主要 类 型 。 这 些 类 型 可 
在 图 19.6 中 得 到 充分 地 说 明 。 该 图 重新 构造 出 图 19.26 的 可 行 
区 域 。 

第 一 种 类 型 的 极点 是 由 两 个 约束 边界 的 交点 构成 的 。 这 些 例 
子 可 在 点 (8,8) 和 点 (16,4) 处 找到 。 并 且 这 样 的 点 确实 能 完全 地 
满足 那 两 个 约束 条 件 ,但 它 却 不 一 定 能 完全 地 满足 余下 的 约束 条 
件 。 例 如 ,点 (16,4) 能 完全 地 满足 切割 和 包装 的 约束 条 件 ,但 却 不 
能 完全 地 满足 混合 的 约束 条 件 ,这 是 因为 该 点 位 于 混合 边界 的 下 

ez 方 。 由 于 一 些 约束 条 件 得 不 到 完全 满足 ,所 以 一 定 存在 着 某 种 能 
力 未 得 到 充分 利用 的 情况 。( 或 者 ,在 饮食 问题 中 ,过 度 摄取 一 些 
营养 物质 而 超过 最 低 需 求 量 。) 也 就 是 说 ,在 能 力 的 利用 方面 的 松 
弛 (或 在 营养 物质 摄取 方面 产生 剩余 ) 有 待 于 改进 。 


第 二 类 极点 ,以 (0,8) 和 (16,0) 为 例 说 明 。 它 们 产生 于 一 条 约 
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图 19.6 
束 边界 与 一 个 坐标 轴 的 交点 处 。 因 为 它 只 位 于 一 条 约束 边界 上 ， 
所 以 这 样 的 点 仅仅 能 完全 满足 一 个 约束 条 件 。 鉴 于 这 种 差异 , 现 
在 就 会 在 两 个 约束 条 件 中 产生 松弛 。 
最 后 ,作为 第 三 类 极点 ,我 们 得 到 的 是 原点 (0,0), 它 对 每 个 约 
东 条 件 都 不 能 完全 满足 。 然 而 ,极点 (0,0) 只 有 在 最 大 化 规划 中 在 
在 ,因为 最 小 化 规划 中 的 可 行 区 域 一 般 均 不 包括 原点 ,这 一 点 读者 
可 以 从 图 19.16 中 看 出 。 
结果 是 ， 在 现在 这 个 例子 中 ， 这 里 的 约束 条 件 的 个 数 (3) 
超过 了 选择 变量 的 个 数 (2)， 至 少 在 其 中 一 个 约束 条 件 中 ， 每 个 
极点 都 包含 着 一 个 松弛 。 而 且 ， 这 一 点 在 图 19.6 中 是 很 明显 的 ， 
由 每 个 极点 所 引起 的 松弛 的 特定 数量 是 很 容易 计算 出 的 。 当 我 们 
确定 某 一 点 为 最 优 解 时 ， 我 们 不 仅 确 定 了 x 和 ,的 值 ,而 且 
还 确定 了 松弛 的 最 优 值 。 让 我 们 力图 简明 地 考察 一 下 松弛 ,并且 
用 符号 s; 表示 第 ; 个 约束 条 件 中 的 松弛 。 虽 然 在 最 小 化 问题 中 ;， 
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会 变 成 剩余 变量 ,但 是 仍 代 表 松 弛 变量 。 这 些 变量 都 被 称 作 


虚拟 变量 。 


简单 地 考察 一 下 松弛 和 剩余 ,将 使 我 们 可 以 将 约束 条 件 的 每 
个 不 等 式 都 转换 成 一 个 严格 的 方程 。 更 重要 的 是 , 它 将 能 引导 我 
们 找 出 一 种 代数 方法 来 求 出 可 行 区 域 中 的 极点 。 


经 过 转换 的 线性 规划 


让 我 们 再 返回 到 (19.2) 中 的 生产 问题 , 它 的 可 行 区 域 已 经 在 
图 19.6 中 描述 过 。 我 们 可 以 通过 向 每 个 约束 条 件 上 附加 上 一 个 
松弛 变量 并 且 适 当地 改变 一 下 目标 函数 和 非 负 限制 ,我 们 就 可 以 


将 那个 线性 规划 改写 成 以 下 形式 : 


Max. x = 40xi 十 30 x» + 0si 十 005， + Oss 


s.t. X71+ s1=16 切割] 
ZX2+ 52 二 8 [混合 ] (19.10) 
zi+ 2zz+ 5s3= 24  ”[ 包 装 ] 
并 且 ; zl ,T2392T3,51,52, 53 这 0 
673 读者 注意 ,(19.10) 中 这 三 个 经 过 转换 的 约束 条 件 还 可 以 
用 如 下 的 和 矩阵 方程 表示 : 
Xl 
10 10 0 Z2 16 
。 10 1 0 51 | = | ; (19.11) 
1 200 3 s» 24 
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现在 一 共有 5 个 变量 。 松 弛 变量 s; 与 zl 和 x, 一样 被 限 定 为 非 
负 。 当 >0 时 ,在 第 ;个 约束 条 件 中 存在 着 松弛 。 当 =0 时 ， 
第 i 个 约束 条 件 得 到 完全 满足 。 但 % 永远 非 负 。 在 目标 函数 中 
s; 之 所 以 被 赋予 零 系 数 ,这 是 因为 松弛 对 利润 无 贡献 。 事 实 上 , 它 
们 可 以 被 一 起 从 目标 函数 中 删 掉 。 还 应 注意 ,在 最 小 化 的 问题 中 ， 
这 个 ( 非 负 的 ) 虚 似 变量 一 定 会 代 之 以 -sw 的 形式 出 现在 约束 条 件 
中 。 

我 们 很 容易 求 出 由 每 一 极点 所 隐 含 的 松弛 值 。 例 如 ,对 于 点 
(0,0) ,我 们 可 以 将 x!=0 和 xz,=0 代 入 到 这 三 个 经 过 转换 的 约 
束 条 件 中 ,得 出 :si 二 16, s; 二 8 和 s3=24。 因 此 ,图 19.6 中 的 两 
维 产量 空间 中 的 点 (x1， xz2) = (0,0), 映 射 到 五 维 解 空间 中 点 ， 

(x1, TX2, S51, 52, 53) = (0,0, 16, 8, 24) 


如 表 19.3 中 第 一 行 所 示 。 依 照 同样 的 程序 ,读者 也 可 以 验证 表 中 
所 列 出 的 另外 四 个 极点 的 映射 。 

关于 表 19.3 的 结果 ， 值 得 注意 的 是 这 样 的 事实 : 在 该 解 空 
间 中 表示 极点 的 所 有 五 个 点 都 具有 这 样 一 种 共性 ， 即 这 五 个 变量 
中 恰好 有 三 个 具有 非 零 值 。 当 然 ， 这 不 仅仅 是 巧合 。 而 且 ，“ 三 ” 
不 是 其 它 任何 数目 ， 而 是 我 们 线性 规划 中 约束 条 件 的 精确 个 
数 。 

为 了 便于 理解 这 个 结果 ,让 我 们 回忆 一 下 以 前 关于 方程 和 变 
量 个 数 的 计算 方面 的 讨论 。 通 常 ,假定 mm 个 方程 的 方程 组 相 容 且 
无 关 ,我 们 可 以 预期 ,只 有 当 其 正好 存在 m 个 变量 时 ,我 们 才能 得 
出 确定 的 解 。 在 我 们 现在 这 种 情况 下 ,由 于 在 (19.11) 中 有 三 个 应 


考 虚 的 约束 条 件 , 也 就 是 m =3。 因 此 ,在 五 个 变量 中 ,具有 确定 
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674 的 非 零 解 的 变量 个 数 不 应 超过 三 个 。% 当 我 们 考察 以 下 约束 条 件 
的 向 量 方程 转换 时 ,这 一 点 也 许 会 更 清楚 些 。 


表 19.3 
产 出 空间 解 空 间 
(x1, ZX2) -> (xz1i,T2, 51, 32, 53) 
(0,0) (0,0,16,8,24) 
(16 ,0) (16,0,0,8,8) 
(16 ,4) (16,4,0,4,0) 
(8,8) (8,8,8,0,0) 
(0,8) (0,8,16,0,8) 
1 1 07 16 
| lixs+ |0si1+ il1ls + 10 ss3 = 。 (19.11 ) 
1 2 1- 24 




















如 果 我 们 令 这 五 个 变量 中 的 任意 两 个 变量 为 零 ,那么 ,就 相当 于 从 
(19.11 ) 的 左边 删 掉 两 项 ,其 结果 是 将 得 到 一 个 由 三 个 变量 表示 
的 三 个 方程 联 立 的 方程 组 。 倘 者 左 侧 那些 (保留 下 的 ) 系 数 癌 量 是 
线性 无 关 的 ,那么 就 可 以 得 到 一 个 唯一 解 。 当 这 三 个 变量 的 解 值 
与 男 两 个 被 预先 赋 巴 零 值 的 变量 放 在 一 起 时 ,就 会 出 现 与 表 19.3 
所 示 一 样 的 一 个 5 元 有 序数 组 。 


基本 可 行 解 和 极点 
然而 ,刚刚 摘 述 的 步骤 ,可 产生 两 种 可 能 的 情况 。 首 先 ,也 许 
会 出 现 负 的 解 值 。 例 如 ,如 果 我 们 令 xz1 = s3=0, 那 么 (19.11') 将 


@ 但 在 解 空间 中 ,也 可 能 会 遇 到 取 非 零 值 的 变量 数 少 于 m 个 的 情况 。 此 即 所 良 
退化 现象 ,我 们 将 在 19.6 节 对 其 进行 扼要 讨论 。 
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得 出 :rz =12,s,=16 和 = -4+4。 因 为 这 违背 了 非 负 限制 ,所 以 
这 样 的 解 显然 是 不 可 行 的 ,一 定 要 含 去。 用 图 表示 ,整个 特定 的 不 
可 行 解 表 示 的 是 包装 边界 与 脸 直 轴 的 交点 , 它 显 然 位 于 可 行 区 域 
以 外 ,是 位 于 集合 下 的 补 集 玉 中 。 

其 次 ,所 有 的 解 值 也 许 都 是 非 负 的 。 在 这 种 情况 下 , 解 将 与 可 
行 区 域 极点 中 的 一 个 相 一 致 ,并 且 该 解 将 构成 线性 规划 的 一 个 基 
本 可 行 解 (BFS)。 该 解 之 所 以 是 可 行 的 ,是 因为 它 位 于 可 行 区 域 
内 : 它 既 满足 约束 条 件 又 满足 非 负 限制 。 之 所 以 又 称 其 为 基本 的 
是 因为 该 解 的 获得 是 依 三 个 线性 无 关 的 系数 向 量 的 存在 而 定 的 ， 
而 这 三 个 向 量 一 起 构成 了 三 维 空间 的 一 个 基底 。( 这 个 三 维 空间 ， 
被 称 作 需求 空间 ,与 约束 条 件 有 关 ; 当 然 , 它 的 维 数 是 由 我 们 所 要 
求 的 约束 条 件 的 个 数 决 定 的 。) 由 于 上 述 的 对 应 性 ,因此 现在 搜寻 
极点 就 相当 于 搜寻 经 过 转换 的 约束 方程 的 基本 可 行 解 。 

举 一 例 子 加 以 说 明 。 令 (19.11’) 中 的 zi= xz; 二 0, 则 


1 0 
| | 十 1 0 

1 0 0 S1 16 

。 l ， 号 2 | 一 kK 

0 1 S3 4 


1 
因为 ,最 左 侧 的 秆 阵 是 一 个 单位 矩阵 ,去 掉 它 并 不 影响 方程 的 
解 ,所 以 就 可 以 直接 将 解读 出 :si = 16， S 一 8 和 53 = 24。 这 个 唯 
一 解 的 存在 是 由 三 个 系数 ( 列 ) 向 量 的 线性 无 关 性 作 保证 的 ,而 这 
三 个 系数 向 量 是 生成 一 个 三 维 空间 (需求 空间 ) 的 单位 向 量 。 由 于 
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16 
s3 = ; (19.12) 
4 

或 等 价 于 : 


(19. 12° ) 575 








解 是 非 负 的 ,所 以 它 是 一 个 BFS。 并 且 ,因为 该 解 值 在 解 空间 中 形 
成 了 点 (0,0,16,8,24) 或 是 图 19.6 中 的 点 (0,0) ,所 以 BFS 的 确 
与 某 个 极点 是 一 致 的 。 

令 (19.11') 中 为 外 一 对 变量 为 零 很 明显 会 产生 一 个 全 新 的 方 
程 组 。 如 果 该 系数 向 量 又 是 线性 无 关 的 ,那么 我 们 就 可 以 在 其 需 
求 空 间 中 得 到 一 个 新 的 基底 ,而 且 若 解 是 非 负 的 ,还 可 以 得 到 一 组 
新 的 BFS。 这 又 为 我 们 确定 了 一 个 极点 。 因 此 ,在 可 行 区 域 中 ,向 
不 同 极 点 的 移动 实质 上 意味 着 能 够 在 三 维 的 需求 空间 中 快速 地 找 
到 一 组 新 的 基底 。 这 是 我 们 后 面 讨论 中 要 利用 的 一 个 基本 事实 。 

有 关 BFS 这 个 概念 ,重要 的 是 ,确定 BFS 的 方法 是 一 种 代数 
的 方法 而 不 是 几何 的 方法 ,这样 便 可 以 易于 推广 应 用 到 具有 mx 个 
约束 条 件 ，n 个 选择 变量 的 一 般 性 的 线性 规划 中 。 在 后 面 这 种 情 
况 下 ,需求 空间 将 是 mx 维 的 ,而 解 空间 将 是 m+n 维 的。 为 了 找 
到 一 个 BFS, 我 们 现在 在 经 过 转换 的 约束 方程 中 需 令 m+n 个 变 
量 中 的 个 为 零 。 但 其 方法 与 (19.12) 中 所 说 明 的 那 种 较 简 单 的 
情况 没有 什么 不 同 。 


练习 19.4 


1 将 下 列 线性 规划 转换 成 (19.10) 的 形式 : 
(a) Max. T=37r1+27rT2+ 5x 
Ss.t. 3z1 十 工 ? <:]10 
2 十 273<6 
271 十 ?十 工 3 <8 
并 且 TX1,T2, X30 
886 


(6) Min. ( 二 ZI 十 OZ 十 2Z3 


Ss.t. 立 1 十 2 之 2 
Ti 十 2 十 32z3 之 12 
并 且 之 1 X27， zr; 之 0 


2 利用 韦 拟 变量 转换 练习 19.1-1 中 的 线性 规划 
3 上 题 中 的 线性 规划 分 别 具 有 如 下 两 组 极点 : 
(a) (0,0),(0,3),(2,3),(4,2),(4,0) 


(8) (4,0),(2, 方 ) (二 ， 生 )，(0,3) 
通过 将 这 些 (zi，z?) 值 代入 适当 的 经 过 转换 的 约束 条 件 中 , 求 出 对 应 于 每 个 
极点 的 s; 的 值 。 然 后 ,如 表 19.3 中 一 样 ,将 其 表示 成 五 维 解 空间 中 的 点 。 

4 上 题 中 的 极点 用 有 序 5 元 数组 的 形式 表示 时 ,你 发 现 每 个 点 中 有 几 
个 非 零 元 素 ? 这 种 结果 是 巧合 吗 ? 

5 ”假定 有 一 个 圆 盘 (密实 的 圆 ), 令 了 为 其 所 有 内 点 的 集合 ,BB 为 其 所 有 
边界 点 的 集合 ,EE 为 其 所 有 极点 的 集合 , 则 下 述 刍 些 说 法 是 正确 的 ? 


(a) ICE (d) B=E 
(5b) BCE (e) I(NNB=$ 
(c) ETCB (f) EUI=B 


6 给 定 一 个 具有 下 列 条 件 的 线性 规划 , 求 其 要 求 空间 与 解 空 间 的 维 数 
各 是 多 少 ， 

(a) 7 个 选择 变量 和 3 个 约束 条 件 ? 

(5) 3 个 选择 变量 和 5 个 约束 条 件 ? 

(c) nn 个 选择 变量 和 mx 个 约束 条 件 ? 


19.5 单纯 形 法 : 求 最 优 极点 


给 某 一 极点 定位 就 是 要 找到 某 个 基本 可 行 解 。 但 我 们 怎样 才 

能 找到 最 优 极 点 和 BFS 呢 ? 在 低 维 数 的 规划 中 ,我 们 当然 可 以 找 

出 所 有 的 BFS 的 规划 ,计算 出 相应 的 被 求 极 大 值 函数 (或 被 求 极 
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小 值 函 数 ) 的 值 ,然后 从 中 挑选 出 最 优 的 一 个 。 当 涉及 到 许多 变量 
及 约束 条 件 时 ,这 种 方法 需要 的 计算 量 很 大 。 单 纯 形 法 的 概念 就 
是 从 某 一 初始 点 出 发 ,计算 出 是 标 函 数 的 值 , 然 后 通过 向 邻近 极点 
运动 来 观察 后 者 (目标 函数 值 ) 是 否 有 改进 。 如 果 能 得 到 改进 ,我 
们 就 可 以 进行 这 次 移动 。 然 后 ,通过 进一步 的 移动 来 决定 是 否 会 
有 进一步 的 改进 。 当 我 们 最 终 达 到 一 个 不 再 会 有 进一步 改进 的 某 
一 极点 时 , 它 将 构成 最 优 解 。 这 种 从 可 行 区 域 的 一 个 隅 角 运 动 到 
男 一 个 隅 角 的 迭代 过 程 之 所 以 可 以 减少 计算 量 ,是 因为 在 该 过 程 
中 只 需 考 虑 所 有 极点 所 组合 的 集合 的 一 个 子 集 。 

我 们 将 通过 进一步 讨论 (19.10) 中 的 那个 经 过 转换 的 最 大 化 
问题 的 线性 规划 ,来 说 明 这 种 方法 。 


单纯 形 表 


677 在 (19.12) 和 (19.12 ) 中 ,我 们 已 经 通过 令 zl1=z=0 找 到 了 
一 个 原始 的 BFS。 在 解 空间 中 就 产生 了 如 下 有 序 3 元 数组 ,sl 及 
与 其 相对 应 的 利润 数 xi : 


s1= (0,0,16,8,24) 
x ==40C0)+30(0)=0 (19.13) 
表 19.4 单纯 形 表 : 表 了 I 
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利用 如 表 19.4 中 所 示 的 所 谓 的 单纯 形 表 ,按照 图 示 的 方法 也 能 得 
到 同样 的 答案 。2 了 

在 这 个 表 中 ,我 们 将 每 一 个 选择 变量 及 松弛 变量 的 专门 给 出 
一 列 。 此 外 ,还 设 有 一 个 x 值 的 列 和 一 个 常数 列 。 包 含 t 列 可 使 我 
们 既 能 够 具体 地 了 解 到 表 中 包含 在 目标 函数 中 (0 行 ) 的 信息 ,又 
能 了 解 到 三 个 经 过 转换 的 约束 条 件 (1 行 ,2 行 ,3 行 ) 的 数据 。 每 
个 变量 下 的 所 有 数字 仅仅 是 相关 方程 中 那个 变量 的 系数 ,而 常数 
列 中 的 数字 不 属于 任何 一 个 变量 。 常 数列 左 侧 的 那 条 垂直 直线 在 
各 个 方程 中 应 是 =“ 号 的 位 置 。 因 此 ,0 行 就 应 读 作 x 一 40zx1 一 
30zz=0, 这 是 目标 函数 的 一 种 简单 变形 。 类 似 地 ,1 行 可 写成 :zi 
+s1=16( 第 一 个 约束 条 件 ) 等 等 。 它 也 许 还 有 助 于 发 现 , 如 果 不 
考虑 0 行 和 r 列 , 表 中 剩 下 的 数字 恰好 是 经 过 适当 转换 的 (19.11) 
的 那些 数字 。 

根据 我 们 以 前 的 讨论 ,找到 一 个 BFS 就 是 要 找到 对 于 三 维 需 
求 空间 的 一 个 特定 的 基本 解 。 这 意味 着 ,如 果 我 们 暂时 不 考虑 0 
行 ,那么 我 们 必须 从 后 三 行 中 找到 三 个 线性 无 关 的 列 向 量 。 很 显 
然 应 选择 带 星 号 的 列 ,它们 一 起 构成 了 一 个 3x3 维 的 单位 矩阵 。 
因此 ,我 们 可 以 将 sj ,ss 和 s3 考虑 进 基 本 解 中 ,因而 令 zi = z? = 
0。 如 果 将 zi 和 zz 列 有 目的 地 从 此 表 中 删 掉 ,那么 下 部 的 三 行 
恰好 简化 成 (19.12 ) 的 形式 ,而 得 到 ,(si,sz,s3)=(16,8,24)。 它 
是 非 负 的 ,因此 是 一 个 BFS。 

由 于 产量 为 零 , 所 以 利润 也 是 零 , 很 显然 ,这 个 BFS 不 是 最 优 


@ 以 下 所 描述 的 是 修正 的 单纯 形 法 , 它 不 同 于 单纯 形 法 之 处 在 于 , 表 中 包 食 了 目 
标 函 数 。 
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的 。 但 在 最 大 化 问题 中 ,能 够 采用 只 包括 松弛 变量 的 解 作为 初始 
基本 可 行 解 总 是 非常 理想 的 。 松 弛 变量 总 有 线性 无 关 的 单位 向 量 
678 作 为 其 系数 问 量 ,因此 它们 自然 能 提供 一 个 现行 的 基 。 
事实 上 ,利润 信息 也 可 以 从 表 中 直接 看 到 。 因 为 若 将 0 行 与 
下 面 的 3 行 一 并 考虑 (但 仍 不 考虑 zk 和 zz 列 ), 则 该 表 变 成 方程 
组 


1 0 0 0 0 
0 1 0 01lsi 16 
一 | (19.14) 
0 0 1 0I15s> 8 
0001| | 124 





它 不 仅 揭示 出 松弛 变量 的 值 , 而 且 也 给 出 额外 信息 x; = 0( 这 里 下 
标 1 是 指 初始 BFS。 一 般 而 言 , 当 表 中 出 现 4x4 单 位 矩阵 时 ,如 
表 19.4 ,就 可 以 确定 一 个 BFS , 而且 与 该 BFS 相关 的 目标 函数 的 
值 , 以 及 需求 空间 基 变 量 的 值 , 均 可 一 并 从 表 中 读 出 。 比 较 
(19.14) 与 表 19.4 可 知 , 表 中 常数 列 最 上 面 的 那个 元 素 ( 圈 起 来 以 
示 强 调 ) 就 是 所 求 的 利润 值 。 为 了 解 利润 信息 ,今后 ,我 们 总 是 考 
察 4X4 短 阵 而 非 3x3 单位 矩阵 ;或 者 更 一 般 地 ,应 考察 (xm +1) 
x (m+1) 和 矩阵 ,而 非 m x m 矩阵 。 


一 个 旋转 步骤 (a pivot step ) 


现在 ,我们 通过 形成 一 个 新 的 基 ,转换 到 新 的 BFS, 以 争取 提 
高 利润 。 变 换 基 的 过 程 通称 为 旋转 ,其 核心 思想 是 由 现在 的 不 包 
括 在 基 中 的 一 个 列 向 量 取代 基 中 某 个 列 向 量 。 或 者 是 说 ,我 们 必 
须 放弃 目前 包含 的 一 个 变量 (si,s: ,或 s3) ,而 采用 现在 未 包含 的 
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一 个 变量 (zi 或 zz)。 那 么 ,我 们 是 依据 什么 标准 选择 换 出 和 换 
人 向 量 ( 或 变量 ) 呢 ? 

因为 目的 是 要 提高 利润 ,所 以 ,我们 自然 要 疝 目 标 函数 寻求 线 
索 。 由 (19.10) 可 知 , 目 标 函 数 表 明 zi 的 边际 利润 是 40 美元 ,za 
的 边际 利润 是 30 美元。 自然, 选择 zi; 作为 换 入 变量 ,增加 利润 的 
希望 更 大 。 按 照 表 19.4, 我 们 的 标准 就 是 应 找 出 这 样 的 变量 , 它 
在 0 行 中 有 绝对 值 最 大 的 负 的 表 值 。 这 里 台 适 的 表 值 是 - 40 , 进 
人 变量 是 <l1; 我 们 把 zi 列 称 为 主 元 列 。 

主 元 列 肯 定 会 替换 % 列 中 某 一 列 。 但 这 又 产生 两 个 问题 。 
第 一 ,我们 必须 确定 s; 列 中 万 一 列 退 出 。 第 二 ,作为 新 的 基 , 主 元 
列 必 须 与 保留 下 来 的 原 向 量 线性 无 关 。 把 主 元 列 变 为 单位 向 量 ， 
该 列 下 面 3 行 中 的 元 素 ,一 个 为 1, 其 余 为 零 时 ,恰巧 这 两 个 问题 679 
都 可 以 解决 。 我 们 暂时 不 考虑 变换 的 方法 ,而 先 考察 变换 的 含义 。 
如 果 变 换 后 的 主 元 列 在 第 1 行 的 元 素 为 1, 因而 它 看 起 来 正好 像 
si1 列 。 当 然 , 令 si 为 换 出 变量 ,因为 这 种 替换 能 保持 基线 性 无 关 。 
同样 ,如 果 单 位 元 素 在 第 2 行 , 那 么 我 们 令 变换 后 的 主 元 列 替 换 
s2 列 。 两 个 关系 密切 的 问题 , 即 选择 换 出 变量 和 保持 线性 无 关 的 
问题 ,用 上 述 办 法 总 可 以 立即 得 到 解决 。 

在 主 元 列 中 ,单位 元 素 的 确切 位 置 仍 有 待 于 确定 。 为 方便 起 
见 , 主 元 列 中 等 于 1 的 元 素 称 为 主 元 (pivot element)。 选 择 主 元 元 
素 主 要 考虑 的 是 必须 保持 在 三 个 车 间 的 生产 能 力 限 度 以 内 。 例 
如 ,如 果 让 第 3 行 中 的 元 素 为 主 元 ,那么 在 变换 为 单位 向 量 以 后 ， 
zl 列 将 与 现在 的 ss 列 相 同 。 这 意味 着 zi 取代 第 二 个 基 可 行 解 
中 的 变量 ;;, 正 如 我 们 从 (19.14) 中 所 看 到 的 ,xi 的 解 值 为 zl = 
24( 蔡 换 ;3=24)。 但 根据 (19.10), 这 个 产 出 水 平 违 背 切 割 约束 ， 
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因此 是 不 可 行 的 。 用 另 一 种 方法 也 可 看 出 这 一 点 :如 果 zi 替换 
53， 新 表 中 将 在 常数 列 的 第 1 行 (切割 约束 ) 中 出 现 负 元 素 , 因 而 所 
得 到 的 解 是 不 可 行 的 ,必须 排除 。 另 一 方面 ,如 果 我 们 选 第 1 行 的 
元 素 ( 标 有 圆圈 ) 作 为 主 元 ,那么 变量 zl 取代 变量 ;1 ,zz 的 解 值 为 
Zi 三 16( 替 换 ;| =16)。 因 为 这 个 ( 较 少 的 ) 产 出 的 确 不 违背 (19. 
10) 中 任何 约 东 条 件 ,所 以 确实 可 以 把 标 有 圆圈 的 元 素 (1) 作 为 主 
元 。 在 这 种 情况 下 ,新 表 中 常数 列 的 所 有 常数 保持 非 负 。 注 意 ,在 
这 方面 我 们 不 必 担 心 2 行 中 的 0 元 素 ; 零 系数 表示 变量 zi 与 第 一 
二 个 约 东 条件 均 无 关 , 因 而 变量 zi 用 作 新 基 决 不 会 遇 到 来 自 这 
个 特殊 约 东 条 件 的 任何 阻碍 。 

如 果 这 样 选 取 主 元 ,就 能 很 好 地 照顾 到 上 面 所 提 到 的 约束 条 
件 的 对 约束 条 件 的 考虑 :(1) 在 主 元 列 中 除 0 行 以 外 挑选 出 都 为 正 
的 各 行 元 素 。(2) 用 每 个 正 元 素 除 常数 列 中 相应 的 元 素 。(3) 我 们 
把 所 得 的 商 称 为 位 移 商 (displace ment quotients )。 上 比较 这 些 商 ,以 
其 最 小 商 所 在 的 行为 主 元 行 。 《4) 把 主 元 和 主 元 列 交 点 的 元 素 选 
作 主 元 。 

通过 选 出 最 小 位 移 商 的 方法 ,就 能 保证 增加 的 产 出 (zi) 足 够 
小 ,从 而 保持 在 所 有 约束 范围 之 内 , 且 能 够 确保 所 有 变量 都 不 会 违 
背 非 负 限 制 。 在 本 例 中 ,只 有 两 个 位 移 商 可 供 比较 :16/1 和 24/1。 
因为 前 者 最 小 ,所 以 工行 应 是 主 元 行 , 其 中 国有 圆圈 的 元 素 (1 ) 为 
主 元 。 

下 一 步 , 就 是 把 主 元 列 变 成 单位 向 量 ,使 其 主 元 等 于 1, 其 他 
元 素 等 于 零 。 在 本 例 中 , 主 元 已 等 于 1, 因 而 不 需 再 做 什么 了 。 一 
般 而 言 , 如 果 主 元 是 数 &, 可 用 & 遍 除 主 元 行 中 所 有 元 素 , 包 括 党 


数列 的 元 素 ,把 它 变 为 1。( 这 相当 于 用 同一 常数 遍 除 某 个 约 东 方 
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程 的 所 有 各 项 。)2 行 元 素 已 是 零 ,也 不 再 需要 和 运算。 为 了 使 0 行 
中 的 元 素 - 40 变 成 零 ,把 主 元 行 (1 行 ) 的 40 倍加 到 0 行 。( 这 就 
相当 于 把 一 方程 的 常数 倍加 到 另 一 方程 , 决 不 影响 方程 相等 。) 同 
样 ,为 了 把 3 行 中 的 元 素 1 变 成 零 ,可 将 3 行 减 去 主 元 行 (1 行 )。 
在 表 19.5 中 给 出 这 些 结果 ,这 样 我 们 得 到 一 个 新 单纯 形 表 ( 表 
I1)。 

如 果 读 者 想 要 去 掉 zx 和 si 列 ,可 将 表 II 视 为 表示 下 列 方程 


组 : 
1 0 0 0 A 640 
0 1 0 01|ZXi 16 
= (19.15) 
0 0 1 0 $2 8 
0 0 1 53 8 
表 19.5 单纯 形 表 : 表 II 





由 这 个 方程 ,容易 读 出 四 个 变量 的 解 值 ,因为 左边 的 单位 矩阵 可 以 
去 掉 。 当 然 ,单位 矩阵 的 出 现 决 不 是 巧合 ,因为 得 到 方程 (19.15 ) 
解 的 变换 过 程 , 实 质 上 就 是 用 矩阵 求 逆 的 方法 求解 方程 组 的 过 程 。 
但 这 一 次 不 求 出 逆 和 矩阵 ,我 们 已 直接 得 到 单位 矩阵 AA -1= 了。 
实际 上 ,不 写 出 (19.15), 也 可 直接 从 表 [I 的 常数 列 中 读 出 解 
值 。 在 x 列 中 的 单位 向 量 的 单位 元 素 是 在 0 行 ; 于 是 0 行 中 的 常数 
也 可 看 作 x 的 解 值 。 同 样 ,也 可 读 出 新 基 中 变量 zl ,yy 和 ss 的 解 681 
893 





值 。 另 一 个 方面 ,zy 和 si 列 不 含 单位 向 量 ,没有 进入 基 中 ,其 解 
值 自然 为 零 。 因 此 ,第 二 个 基 可 行 解 必 为 、: 

S, = (16,0,0,8,8) 

x2 = 640 z (19.16) 
与 S1 比较 时 ,现在 我 们 得 到 的 利润 大 得 多 (640 与 0 对 比 ) ,根据 
表 19.3 进行 这 个 旋转 步骤 ,我 们 已 由 第 一 个 极点 转 到 第 二 个 极点 。 


另 一 个 旋转 步骤 


在 表 II 的 0 行 中 有 一 个 表 值 - 30, 与 变量 zx, 有关。 因 0 行 
中 负 表 值 表示 正 边际 利润 率 ,让 zs? 替换 基 中 边际 利润 率 为 0 或 为 
负 的 变量 ,可 进一步 提高 利润 。 因 此 ,我 们 选 zz 列 作为 下 一 个 主 
元 列 。 至 于 主 元 行 , 因 为 最 小 的 位 移 商 是 

min| 工 , 广 | = min{8,4} = 4 

所 以 应 选 3 行为 主 元 行 。 因 此 主 元 是 2, 我 们 已 用 圆圈 围 住 以 引 
起 注意 。 

为 了 把 zx, 列 中 的 元 素 变 成 0,0,0 和 1( 按 这 个 次 序 ) ,我们 必 
须 :(1) 把 3 行 ( 主 元 行 ) 的 15 倍加 到 0 行 ;(2)1 行 保持 不 变 ; (3)2 
行 减 去 3 行 的 1/2 倍 ;(4)3 行 除 以 2。 希 望 读 者 一 定 完成 这 些 运 
算 并 对 照 表 19.6 中 的 表 III 校 验 其 结果 。 

表 II 中 单位 向 量 所 在 的 列 与 变量 x ,zi,zz 和 有关, 其 解 
值 读 出 如 下 :r=760,zl=1l6,z=4( 由 3 行 读 出 ) 和 sy =4( 从 2 
行 读 出 )。 因 此 ,可 写成 

Si = (16,4,0,4,0) 


xr;=760 (19.17) 
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现在 生产 的 两 种 产品 ,其 利润 可 提高 到 760。 另 外 ,由 表 19.3 看 
出 ,第 二 个 旋转 步骤 把 我 们 带 到 了 可 行 区 域 的 新 极点 。 
表 19.6 单纯 形 表 : 表 III 





我 们 准备 进行 另 一 个 旋转 步骤 ,但 因 表 III 中 的 0 行 不 再 含 68: 
负 的 表 值 ,进一步 旋转 无 利 可 图 。 为 了 解 这 个 事实 ,我 们 把 0 行 转 
化 成 方程 : 

x = 760 — 25s1 — 15s3 

在 这 个 方程 中 ,为 使 + 最 大 ,我 们 必须 令 ;| = s =0; 但 解 S$; 恰 是 
这 样 得 到 的 。 因 此 ,S; 必 为 最 优 解 ! 不 出 所 料 , 这 个 最 优 解 与 在 
19.1 节 中 用 图 解法 所 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 

根据 图 19.6, 运 用 单纯 形 法 可 使 我 们 有 次 序 地 从 原点 (初始 
极点 ) 移 到 下 一 个 极点 (16.0) ,接着 移 到 最 优 极 点 (16.4)。 注 意 ， 
我 们 已 得 出 最 优 解 ,不 必 把 五 个 极点 都 进行 比较 。 还 要 注意 ,按照 
边际 利润 率 标准 ,在 表 工 中 我 们 选择 了 zi 作为 主 列 ， 经 过 较 短 的 
路 程 移 到 最 优 解 ; 如 果 我 们 选 z; 作为 主 元 列 ,那么 我 们 将 首先 
移动 图 19.6 中 的 点 (0.8), 需 要 三 个 旋转 步 双 才能 到 达 点 
(16,4)。 


895 





练习 19 .5 


加 上 适当 的 虚拟 变量 ,用 单纯 形 法 解 下 列 线性 规划 : 


1 Max. 区 二 4z1+3z2 
rl li 4 
> |, J < 
且 ZI1，22 之 0 
2 Max. r=4x1+3r» 
1 11[Xi 5 
i 1 sa] 
且 Z1，Z2 之 0 
3 Max. T=0r1t+2r,+Ir3 
3 1 雪 9 | 过 1 10 
S.t， 0 : = =| 
1 2 S$J Lx; 19 
且 : ZT1，T2y 3 之 0 
4 Max. 并 三 3zi 十 2zr2? 二 673 


满足 上 一 问题 的 同样 约束 。 


19.6 单纯 形 法 的 进一步 说 明 


上 面 所 讨论 的 极 大 化 问题 中 ,不 需要 寻找 初始 的 BFS, 因 为 在 
原点 总 可 得 到 一 个 现成 的 基 可 行 解 。 但 对 极 小 化 问题 ,因为 原点 
683 在 可 行 区 域 的 外 面 , 上 述 事实 就 不 成 立 了 。 


为 便于 说 明 ,我 们 把 19.1 节 的 饮食 问题 转换 成 下 列 形式 : 
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Min. C=0.67x1+Zx, 


10 4 一 ! 0 O01 1X2 0 
s.t. 3 53 0 —1 , S51 i (19.18) 
L2 6 0 0 -1|;, 12 
且 Z1，Z2，51， 52 3 之 0 
注意 ,( 非 负 ) 变 量 % 表示 剩余 (而 非 松 弛 ) ,必须 从 约束 方程 左边 
减 去 s;,。 从 而 ,(19.18) 中 的 系数 矩阵 后 三 列 出 现 负 的 单位 矩阵 。 
如 果 我 们 试 令 zl = zs=0, 三 个 约束 条 件 产生 解 (51,s2, s3,) = 


(一 20, 一 20, 一 12), 显 然 , 它 不 是 可 行 解 。 因 此 ,我 们 必须 积极 寻 
找 合 适 的 基 可 行 解 。 





在 极 小 化 问题 中 使 用 人 工 变量 


简化 这 种 搜寻 的 方法 之 一 ,是 对 每 个 约束 条 件 加 上 非 负 人 工 
变量 把 规划 放大 。 人 工 变 量 用 wv; 表示 。 在 目标 函数 中 ,相对 于 选 
择 变 量 的 系数 而 言 ,人 工 变量 的 系数 被 赋予 很 大 的 值 ,原因 后 面 再 
解释 。 若 我 们 假设 这 些 系 数值 为 100 ,那么 (19.18) 中 的 规划 可 写 
成 下 述 形式 :9 

Min. _ C=0.6zi+xz+100(o1+t TD 二 3) 


@ 我 们 在 3x8 系 数 和 矩阵 中 加 人 了 两 条 虚线 ,以 明确 三 组 列 向 量 与 三 组 变量 ( 选 
择 变 量 .剩余 变量 和 人 工 变量 ) 之 间 的 联系 。 
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10 4:;-1 0 0:1 00 0 
: : $2 

S.t. 5 5: 0 -1 0i01 , = ma 
: : 5 

2 6: 0 0 -1:00 了 | 12 


(19.18’) 

且 TX1» T251352953 V1», 12，03 之 0 
因为 人 工 变 量 与 三 个 线性 无 关 的 单位 向 量 ( 组 成 单位 矩阵 ) 有 联 
684 系 ,与 表 (19.4) 中 的 变量 *; 类 似 , 现 在 我 们 不 必 去 寻找 初始 基 ,可 

采用 变量 v 作为 初始 基 。 

尽管 从 一 个 初始 基 可 行 解 出 发 是 可 以 接受 的 ,但 我 们 必须 用 
某 种 方法 防止 变量 v,( 引 入 变量 w 仅 是 数学 技巧 ) 进 入 最 优 解 中 。 
如 果 在 目标 消 数 中 给 出 变量 v 系数 很 大 ,就 不 必 对 此 感到 担心 ， 
因为 这 些 系 数 在 本 例 (100) 中 表示 某 种 假设 的 可 接受 的 食品 价格 ， 
就 像 0.6 表示 食品 工 的 价格 一 样 ,这 样 对 它们 指定 异常 大 的 数值 ， 
自然 ,就 使 这 些 假 设 的 食物 太 昂贵 ,而 不 能 包含 在 最 优 食物 中 。 于 
是 ,在 最 优 解 中 必 有 vi = vs = v3=0, 这 样 ,就 使 增 广 线性 规划 

(19.18') 最 优等 价 于 原 规划 (19.18) 的 最 优 。 
现在 可 应 用 单纯 形 法 了 ,其 方式 大 体 上 与 前 面相 同 , 只 是 稍 作 
一 些 人 和 修改。 首先 ,把 (19.18 ) 中 的 规划 整理 成 表 (19.7) 中 的 表 工 ， 
我 们 看 到 w 列 还 不 是 4- 元 素 单位 向 量 的 形式 。 为 了 把 表 工 变 成 
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表 II, 首 先 我 们 把 100x(1 行 +2 行 +3 行 ) 加 到 0 行 。 因 为 表 IJ 
的 确 含有 4X4 的 单位 矩阵 ,现在 我 们 能 读 出 解 (C,vi， v2,，v3) = 
(5200 ,20 ,20,12) 。 

另 一 个 修改 是 关于 选 定 主 元 列 的 标准 。 对 于 极 小 化 的 规划 ， 
我 们 应 寻找 0 行 中 有 最 大 正 元 素 的 列 (C 列 和 常数 列 不 予 考 虑 )。 
当 把 表 II 的 0 行 变 成 如 下 方程 时 ， 


C = 5200 - 1 1499z + 100( + TS) 


采用 上 述 新 标准 的 原因 也 就 容易 看 出 了 。 如 果 在 五 个 变量 中 选择 
一 个 作为 进入 变量 以 替换 初始 基 中 的 一 个 人 工 变量 ,那么 因为 zi 
有 绝对 值 最 大 的 负 系 数 , 能 使 成 本 最 小 。 但 根据 表 II, zl 是 0 行 
中 具有 最 大 正 系 数 和 变量 ,因此 符合 上 述 标 准 。 因 而 应 选 zi 列 
为 主 元 列 。 

主 元 行 的 选 定 也 严格 按照 前 面 的 方法 进行 。 这 里 因为 最 小 的 
位 移 商 是 


min 4， 全 ， 部 | = min{2,4,6} = 2 


所 以 1 行为 主 元 行 ,有 旦 (图 有 虚线 框 ) 元 素 10 是 主 元 素 。 把 主 元 列 
变 成 单位 向 量 ,我们 最 后 得 出 表 III, 表 III 给 出 解 (C, zx1,v;, va) 
= (9006/5,2,10,8) ,zi 已 替换 基 疝 量 ui ,饮食 成 本 大 幅度 下 降 ; 
由 5200 美元 降 至 1800 美元 稍 多 一 点 。 

下 一 步 只 不 过 是 重复 前 面 的 过 程 。 但 要 注意 ,还 需要 两 个 旋 
转 步 又 才能 抛弃 剩 下 的 两 个 人 工 变量 。 因 为 引进 变量 w ,不 可 避 
免 地 使 计算 过 程 变 长 了 ,所 以 我 们 应 力求 尽 可 能 减少 附加 的 人 工 


变量 个 数 。 例 如 ,如 果 系 数 和 矩阵 的 第 I 列 恰巧 含有 元 素 0,1I 和 0 
899 





(而 不 是 10 ,5,2) ,那么 因为 这 时 可 略 去 wz。 在 初始 基 中 让 zi 代 
蔡 它 。 同 样 ,如 果 这 列 的 元 素 是 0,0 和 1, 我 们 可 以 省 略 vw;。 
685 表 19.7 单纯 形 表 工 至 表 VI 


选择 变量 剩余 变量 人 工 变量 


20481 
25 
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在 表 (19.7) 中 从 表 I 开 始 , 后 面 的 每 一 表 都 说 明成 本 减少 。 在 表 686 
VI 中 ,成 本 减 至 14/5=2.80 时 ,从 0 行 可 看 出 它 不 可 能 进一步 减少 
了 ,因为 在 x;,s; 和 wv; 列 中 再 也 没有 正 的 表 值 了 。 因 此 最 优 解 为 


(zixzy,sl, sg 33) = (3,1,14,0,0) 
C= $2.80 
这 同 在 19.1 节 用 图 解法 得 到 的 结果 是 一 致 的 。 


人 工 变量 的 另 一 个 应 用 


人 工 变量 并 不 专门 用 于 极 小 化 问题 。 在 某 些 极 大 化 的 规划 问 
题 中 ,也 具有 其 优势。 

在 求 极 大 值 的 情况 下 , 若 其 中 一 个 (比如 ,第 三 个 ) 约 东 条 件 恰 
巧 是 严格 等 式 , 那 就 不 需要 ss 变量 了 。 如 果 是 这 种 情况 ,我 们 就 
从 单纯 形 表 中 * 取 走 " 一 个 单位 向 量 ,所谓 “ 现 成 的 "初始 基 可 行 解 
再 也 不 能 得 到 了 。 为 了 解决 这 个 问题 ,我们 让 人 工 变量 v3( 对 第 
三 个 约束 条 件 ) 填 补 由 于 缺乏 * 变量 而 留 下 的 空位 ,因为 它 也 能 产 
生 适 当 类 型 的 单位 向 量 。 

当然 ,为 了 确保 v; 能 正常 的 排斥 在 最 优 解 之 外 ,在 这 种 情况 


下 ,我 们 必须 赋予 它 在 目标 函数 中 的 系数 以 数字 很 大 的 负 值 ( 负 边 
o01 


际 利 率 )。 但 在 其 他 方面 ,应 用 单纯 形 法 与 前 面 完 全 一 样 。 
退 化 


前 面 所 讨论 的 线性 规划 有 一 共性 :zz 个 约束 方程 中 的 常数 向 
景 不 能 表示 为 小 于 m 个 系数 向 量 的 线性 组 合 。 例 如 ,在 (19.11 ) 
中 右边 向 量 不 能 表示 为 小 于 三 个 左边 向 量 的 线性 组 合 , 因 此 ,其 中 
m 个 变量 的 每 个 都 必 取 非 零 值 ;这 就 是 为 什么 在 表 19.3 的 解 空 
间 中 ,每 点 恰 有 三 个 非 零 元 素 的 原因 。 当 这 个 性 质 不 成 立时 ,我 们 
就 说 这 个 线性 规划 是 退化 的 。 

就 单纯 形 法 而 言 ,退化 唯一 的 表现 形式 在 于 “相同 的 “位 移 商 
(tied displacement quotient) 出 现 。 即 两 个 或 两 个 以 上 的 商都 具有 
最 小 的 特征 ,因而 两 行 或 更 多 的 行 同样 都 是 主 元 行 的 候选 行 。 由 
于 一 次 不 可 能 同时 替换 一 个 以 上 的 变量 ,必须 寻找 某 个 判 据 ,以 摆 
脱 最 小 位 移 商 相同 的 情况 。 

687 如 果 是 任意 选择 的 话 , 一 个 实用 的 方法 ,就 是 这 样 选取 主 元 
行 :在 相同 位 移 商 的 变量 中 ,实际 上 开始 被 替换 的 是 位 于 单纯 形 表 
中 最 左边 的 变量 。 有 了 这 个 摆脱 最 小 位 移 商 相 同 的 判 据 , 那 末 旋 
转 步 又 剩 下 的 工作 就 可 有 次 序 地 进行 。 

在 退化 情况 下 ,旋转 步骤 可 能 不 会 提高 利润 或 减少 成 本 。 在 
迁 代 过 程 得 以 打破 僵局 以 前 ,采取 几 个 旋转 步骤 实际 上 可 能 并 没 
有 改善 。 单 纯 形 法 应 用 于 退化 情况 ,除了 相同 的 位 移 商 和 没有 改 
善 的 可 能 性 以 外 ,在 其 他 方面 同 以 前 是 一 样 的 。 

单纯 形 法 或 单纯 算法 9 就 介绍 到 这 里 。 这 种 方法 本 身 并 不 


人 “算法 "是 一 个 新 词 , 意 指 程序 化 的 计算 方法 。 
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rep rr 四 


难 ,但 在 高 维 线性 规划 中 ,计算 工作 宛 长 而 又 乏味 。 幸 运 的 是 , 现 
代 计 算 机 能 很 好 的 适应 线性 规划 所 需要 的 重复 计算 。 适 当地 给 计 
算 机 一 组 详细 指令 ( 即 计算 机 的 程序 设计 ) 时 ,我 们 可 依靠 机 器 完 
成 单纯 形 算法 。 这 种 计算 可 靠 , 持 久 , 且 速度 远 远 超过 人 工 计算 。 
这 样 ,高 维 线性 规划 的 计算 问题 仅仅 受 计算 机 的 计算 能 力 所 限 , 几 


乎 不 成 什么 问题 了 。 


练习 19 .6 


1 完成 自 表 19.7 中 从 表 II 到 后 面 每 一 表 的 计算 。 


用 单纯 形 算 解 下 列 各 题 : 
2 Min. C= zx +4x,» 
1 21|xzi 8 
es 2 > 
3 2 2 12 
且 人 1， zx; 这 0 
3 Min. C=2x1t+717r» 
1 27171ZX1 8 
eo le > 
0 1 2 3 
且 1， Z2-P0 
[提示 : 仅 需 一 个 人 工 变量 
4 Min. C=12zxi1+42x; 
1 2 
s.t. L 4 > | 
之 2 
3 1 3 
且 之 1， -0 
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第 20 章 线性 规划 (组 ) 


20.1 对 偶 性 


到 目前 为 止 ,我 们 一 直 将 极 大 化 和 极 小 化 的 线性 规划 问题 作 
为 两 类 独立 的 问题 来 讨论 。 但 实际 上 对 应 于 每 个 极 小 化 的 规划 
(使 C 极 小 ) ,总 存在 对 应 的 极 大 化 规划 (使 新 变量 C “ 极 大 ) ,而 且 


具有 这 一 性 质 , 即 C* =C。 类 似 地 ,每 一 个 r 极 大 化 规划 ,总 是 对 
应 着 一 个 r* 极 小 化 规划 ,使 得 "= 元 。 原 来 的 线性 规划 一 般 称 为 
原 规划 ,其 对 应 规划 称 为 对 侦 规 划 ( 或 简称 对 偶 )。 由 此 看 来 , 极 大 
化 和 极 小 化 规划 ,实际 上 并 不 是 像 它们 的 含义 表示 的 那样 没有 联 
系 。 事 实 上 ,在 原 规划 和 对 偶 规 划 中 ,目标 函数 的 最 优 值 总 是 相等 
的 。 这 样 ,我 们 就 有 在 两 个 规划 中 挑选 较 容易 的 一 个 进行 研究 的 
余地 ;正如 我 们 将 看 到 的 ,总 可 以 把 对 偶 规 划 的 变量 解 值 转化 为 原 
规划 变量 解 值 , 反 之 亦 然 。 


对 侦 规 划 


为 明确 区 分 起 见 ,我 们 用 x; 表示 原 规划 的 选择 变量 ( 像 前 面 
那样 ) ,用 y; 表示 对 偶 规 划 的 选择 变量 。 那 么 , 原 规划 和 对 偶 规划 
结构 的 相互 关系 ,可 用 下 面 两 个 例子 加 以 说 明 。 
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例 1 原 规 划 对 偶 规 划 


Max. x=3zx1+4zr2+37r3 Min. x* =12y:+42y; 
s.t. Xl _ s.t. 1 2 
1 1 | 半 < ， :| "= 
241 42 1 了 2 
过 3 
且 之 1， 证 2， Z3 之 0 且 yY1， yz 之 0 
例 2 
Min. C=4zxi1+3r,+8Zx; Max. C "=2yi1+Sy， 
Xl 1 0 4 
a 
012 7 5 1 2 》2 
且 ZX1,T2,T3 之 0 且 y1，y2 之 0 


简单 地 说 ,变换 法 则 是 :(1) 把 * 求 极 大 改 为 " 求 极 小 ,反之 亦 
然 。( 给 原 规 划 求 极 大 或 求 极 小 的 目标 函数 标 上 星 号 ,使 之 成 为 对 
偶 规 划 求 极 小 或 求 极 大 的 目标 函数 .)(2) 原 约束 条件 中 的 不 等 式 
符号 ,在 对 偶 约 束 条 件 中 必 反 号 ,虽然 非 负 限制 中 的 不 变 。(3) 取 
原 约 束 条 件 的 系数 矩阵 的 转 置 ,作为 对 偶 约 束 条 件 的 系数 和 矩阵。 
原 目 标 函 数 中 的 系数 行 向 量 转 置 后 , 视 为 对 偶 约 束 条 件 中 的 常数 
列 向 量 。 同 样 , 原 条 件 中 的 常数 列 向 量 转 置 后 ,成 为 对 偶 目 标 函 数 
中 的 系数 行 向 量 。 

根据 这 些 变换 规则 读者 应 很 容易 推出 :如果 我 们 把 y 转换 为 
zx, 并 在 目标 晒 数 中 去 掉 ( 而 不 是 附 上 ) 星 号 ,那么 ,对 偶 规划 的 对 
偶 就 是 原 规 划 本 身 。 

为 了 从 上 面 所 举 的 两 个 例子 中 引出 一 般 性 结论 ,我 们 用 德 阵 
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符号 把 原 舰 划 和 对 侦 舰 划 关 系 表示 如 下 : 


原 规 划 对 偶 规 划 
Max. x=ec'z Min. re yy 
s.t. Arr 一 s.t. A'y 之 c (20.1) 
且 zr 之 0 且 y 之 0 
和 
Min. C=cz Max. C*=r’y 
s.t. Az 之 r 一 s.t. A'ye (20.2) 
且 Zz 之 0 且 y 守 0 


如 果 原 规划 有 m 个 约束 条 件 ,n 个 选择 变量 ,因而 矩阵 A 为 
m Xn 维和 矩阵 ,那么 对 偶 规 划 将 有 n 个 约束 条件 ,mm 个 选择 变量 ， 
因为 矩阵 A’ 是 A 的 转 置 ,4 为 x m 维 矩 阵 。 原 规划 中 其 它 矩 
690 阵 的 维 数 如 下 :c' 是 1xz 维 ,z 是 mxli 维 ,> 是 mm XxX1 维 ,正如 
(19.5) 所 示 。 对 偶 规 划 中 的 向量 y 为 m Xx1 维 。 
原 规划 和 对 偶 规 划 的 解法 难 易 程度 不 同 ,其 原因 在 于 它们 所 
含 的 约束 条 件 和 选择 变量 数 可 能 不 同 。 在 上 面 的 两 个 例子 中 , 原 
规划 ( 含 3 个 变量 ) 用 图 解法 不 易 解 出 ,其 对 偶 规 划 只 含 两 个 变量 ， 
这 就 很 适合 图 解法 。 而 且 , 即 使 原 规 划 和 对 偶 规 划 都 不 能 用 图 解 
法 解 ,因而 无 论 如 何必 须 求助 于 单纯 形 算法 时 ,我 们 仍然 希望 选择 
那些 约束 条 件 较 少 的 规划 求解 。 因 为 约束 条 件 个 数 越 少 , 基 的 维 
数 就 越 少 ,我 们 必须 增添 的 虚拟 变量 也 就 越 少 。 最 后 ,即使 原 规划 
和 对 偶 规 划 的 约束 条 件 个 数 相 等 (或 接近 相等 ) ,我 们 还 是 会 发 现 
选取 极 大 化 规划 比较 容易 ,因为 后 者 通常 含有 现成 的 初始 基 可 行 
解 , 因 而 可 不 必 为 人 工 变量 费心 。 
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对 偶 定 理 


虽然 线性 规划 的 上 述 解 法 具有 一 定 程度 的 灵活 性 ,但 这 种 自 
由 选择 也 产生 一 个 问题 :如 果 我 们 决定 解 对 偶 规划 ,其 解 包括 y; 
(比方 说 与 C* ) 的 值 ,但 如 我 们 真正 关心 的 是 规划 的 解 值 x (与 
C ) ,那么 ,我 们 怎样 由 对 偶 规 划 的 解 求 出 原 规 划 的 解 ,或 者 由 原 规 
划 求 出 对 偶 规 划 的 解 呢 ? 这 些 问题 的 答案 在 于 下 面 两 个 定理 : 

对 偶 定 理 I: 如 果 最 优 可 行 解 存在 , 则 原 规 划 和 对 偶 规 划 目 标 
函数 的 最 优 值 总 是 相等 的 , 即 :C = C* 和 x =x 

对 偶 定 理 II:(a) 如 果 线 性 规划 中 某 一 选择 变量 的 最 优 值 为 
非 零 ,那么 对 偶 规划 中 对 应 的 虚拟 变量 的 最 优 值 必 为 零 值 。 即 (如 
用 s; 表示 原 规划 的 第 i 个 虚拟 变量 , 忆 表示 对 偶 规划 的 第 j) 个 虚 
拟 变量 ) : 

yi>0 字 yi=0 和 zx;>0 二 f=0 
(6) 如 果 线 性 规划 中 某 个 虚拟 变量 的 最 优 值 非 零 ,那么 对 偶 规划 
对 应 的 选择 变量 的 最 优 值 必 等 于 零 。 即 
5i:>0 过 yi=0 和 zi>0 之 工 =0 

按照 第 一 个 定理 ,就 目标 函数 的 最 优 值 而 论 , 原 规 划 与 对 偶 规 
划 之 间 的 选择 是 无 关 紧 要 的 。 第 二 个 定理 阑 明了 通常 所 说 的 一 个 691 
规划 的 选择 变量 与 另 一 个 规划 的 虚拟 变量 之 间 的 互补 松弛 关系 。 
借助 第 二 个 定理 ,已 知 一 线性 规划 的 最 优 解 将 为 计算 其 对 偶 规划 
的 最 优 解 提供 了 充分 的 信息 。 

在 介绍 这 两 个 定理 的 应 用 之 前 ,概述 一 下 这 两 个 定理 的 合理 
性 也 许 是 重要 的 。 我 们 将 具体 考察 最 大 化 形式 的 原 规划 ,但 推理 


过 程 对 最 小 化 形式 也 是 类 似 的 。 最 大 化 原 规 划 的 约束 可 以 像 
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(20.1) 一 样 ,用 和 矩阵 不 等 式 Az 委 工 表 示 。 使 用 松弛 变量 s 的 向 
量 ,我 们 可 以 将 不 等 式 转化 为 矩阵 方程 : 
Ar+s=r (s 宇 0) (20.3) 
如 果 问 题 包含 m 个 原 规 划 约 束 ,zn 个 原 规划 选择 变量 , 则 A 为 mr 
x xn 维 矩 阵 ,z 是 n Xx1 维 的 ,从 而 Az( 像 s 和 7 一样) 是 mxx1 维 
的 。 因 此 ,以 1xm 向 量 左 乘 (20.3) 中 的 每 一 项 是 可 行 的 。 因 对 
偶 规 划 应 具有 m 个 选择 变量 ,向量 y 的 维 数 是 mx x 1, 其 转 置 y 
是 1xm。 当 用 1x m 向量 左 乘 (20.3) 的 每 一 项 时 ,得 到 
yA4r+ys=yr 
=ry 二 x” [由 (20.1)] (20.4) 
注意 ,(20.4) 中 的 每 一 项 是 1x1 的 , 即 是 一 个 标量 。 两 个 表达 式 
yr 和 ry 不仅 本 质 上 是 标量 积 , 而 且 在 数值 上 也 是 相等 的 。 
现在 我 们 转向 对 偶 规 划 ,我 们 可 以 像 在 (20.1) 中 那样 ,用 和 矩阵 
不 等 式 A'y 之 c 来 表示 其 约束 。 但 是 通过 使 用 剩余 变量 (我 们 将 
以 上 表示 之 ) ,可 以 将 其 转化 为 矩阵 方程 : 
4y-t=c (t 守 0) (20.5) 
因 (20.5) 中 的 每 一 项 的 维 数 为 n x1, 所 以 ,我 们 可 以 用 1xn 疝 
量 z 左 乘 它 的 每 一 项 ,得 到 结果 
rxA'y ~ zt = xc 
或 者 , 取 每 一 项 的 转 置 ， 
yAzr -zz =cz [由 (4.11) 和 练习 4.6 - 3] 
=x [由 (20.1)] / (20.6) 
由 (20.4) 和 (20.6) ,立即 可 以 得 到 
x"-Xr=ys+tz 之 0 [由 非 负 限制 ] (20.7) 


因 此 ,r( 对 偶 规 划 被 求 极 小 值 ) 永 远 也 不 会 低 于 x( 原 规划 被 求 极 
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大 值 )。 而 且 ,x 也 永远 不 会 超过 r” 但 是 , 当 r “被 极 小 化 ,x 被 极 
大 化 时 ,这 两 个 值 将 是 相等 的 。 这 构成 了 定理 I 结论 x =x "的 基 
础 。 对 定理 1, 我 们 在 21.4 节 还 要 进一步 讨论 。 

在 对 偶 规划 和 原 规划 的 最 优 解 中 ,x 与 x “相等 ,(20.7) 意 际 着 692 

y's+fF z=0 
或 更 明确 地 ， 
(ys1 + +t ymsm) +t (FFI1+ e+ Fazn) = 0 (20.8) 

考虑 到 对 变量 的 非 负 性 限制 ,满足 方程 的 叭 一 方式 是 使 m+n 个 
乘积 项 的 每 一 个 均等 于 零 。 这 又 直接 引出 定理 II 的 结论 。 注 意 
到 这 一 点 是 重要 的 :要 求 (20.8) 中 每 个 乘积 项 为 零 ,使 我 们 只 能 使 
用 已 知 的 乘积 项 中 的 一 个 因子 为 正 ( 比 如 ,yi>0) ,作为 推断 乘积 
中 的 另 一 个 因子 为 零 (5i= 0) 的 基础 。 它 不 允许 我 们 取 其 中 的 一 
个 因子 为 零 ( 比 如 ;=0), 作 为 乘积 中 的 另 一 个 因子 为 正 (z;>0) 
这 一 结论 正确 性 的 保证 。 因 为 7 为 零 与 亏 为 零 可 同时 存在 ,并 
仍 能 满足 ,x ,=0 的 要 求 。 


通过 对 偶 规 划 解 原 规划 


现在 让 我 们 利用 上 面 的 例 1 来 说 明 对 偶 定 理 的 应 用 。 因 为 该 
例 的 对 偶 规 划 只 有 两 个 选择 变量 ,可 用 图 解法 解 之 。 所 以 ,我 们 先 
用 图 解法 求 出 对 偶 规 划 的 最 优 和 解 , 然 后 利用 对 偶 定 理 求 原 规划 的 
最 优 解 。 

读者 可 以 验证 :对偶 规划 的 图 解 分 析 可 得 到 如 下 信息 : 


(y1;72)= (2 , 广 ) 


因而 ,由 目标 函数 ,容易 算出 
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元"= 12(2) + 42( 方 ) = 45 


而 且 , 把 yi; 值 代 人 对 偶 规 划 的 约束 条 件 时 ,可 看 出 头 两 个 约束 条 
件 会 简化 为 两 个 方程 ,而 第 三 个 约束 条 件 简化 为 严格 的 不 等 式 , 于 
是 了 1= z=0, 而 23>0。 根 据 对 侦 规 划 的 这 些 信息 ,我 们 能 够 求 
出 原 规 划 的 最 优 解 。 

因 FI 和 ys 都 不 等 于 零 ,所 以 由 对 偶 定 理 I 中 给 出 的 互补 松 
弛 关系 我 们 必 有 51= =0, 因 而 原 规 划 的 头 两 个 (只 有 两 个 ) 约 
束 条 件 成 为 严格 等 式 , 且 因 ;>>0, 由 此 得 去 ;=0。 这 样 在 最 优 解 
的 情况 下 , 例 1 中 原 规 划 的 约束 条 件 部 分 表现 为 下 述 形式 ， 


之 1 
1 1 3 12 1 1]Tzi 12 
国生 | 四 用 汪 和 二 四 有 
0 .1 
(20.9) 
693 由 此 我 们 得 到 z=3 和 x,=9, 因 此 , 原 规划 中 的 选择 变量 
的 解 值 用 等 式 表示 为 : 
(Zz1, ZT2, ZX3) = (3,9,0) (20.10) 
这 就 完成 了 从 y; 到 工 ; 的 转换 。 
根据 对 偶 定 理 I,x 值 应 为 4$。 如 果 我 们 将 去; 值 代 入 原 规划 
的 目标 函数 ,实际 上 也 就 验算 了 答案 :x =3(3)+4(9)+0=45。 
关于 线性 规划 的 对 偶 人 性 ,特别 值得 注意 的 是 下 述 重要 的 有 价 
值 的 事实 :如 果 用 单纯 计算 法 (而 不 是 用 图 解法 ) 解 对 偶 规 划 , 那 
么 ,从 其 最 优 ( 最 后 ) 表 中 ,我 们 不 仅 可 读 出 对 偶 规 划 的 最 优 解 ,而 
且 可 直接 读 出 原 规划 的 最 优 解 ! 这 样 ,由 yi 到 三 ;的 转换 现在 实 
际 上 就 是 自然 而 然 的 事 了 。 
910 


he sb pp a ei a 





表 20.1 对 假 规 划 最 优 表 








我 们 利用 例 1 的 对 偶 规 划 最 优 表 ( 如 表 20.1 所 示 ) 来 加 以 说 

明 。 由 表 中 的 四 个 单位 向 量 容易 读 出 对 偶 的 最 优 解 为 : 
(z "F132 F3) = (45,2, 广 , 方 ) 

此 处 ts 表示 第 三 个 对 偶 虚拟 变量 。 

当然 ,这 四 个 数字 都 取 自 常数 列 。 但 如 果 我 们 看 到 0 行 中 姑 
蛮 量 列 的 元 素 取 和 矩形 中 的 三 个 表 值 的 绝对 值 ,我 们 得 到 3,9 和 0 
三 个 数 , 排 成 适当 的 次 序 恰 得 (20.10) 中 的 工 ;, 三 和 三; 的 值 .O 
通常 ,我 们 总 是 把 原 规划 最 优 表 中 的 1; 列 与 变量 z; 联系 起 来 ,并 
将 zt 列 中 第 一 个 元 素 的 绝对 值 看 作 原 规划 选择 变量 的 最 优 值 .@ 
而 且 我 们 也 能 把 y; 列 同 原 规划 的 虚拟 变量 联系 起 来 , 旦 将 这 些 列 
中 第 一 个 元 素 的 绝对 值 看 作 了 ;的 值 。 在 表 20.1 中 ,0 行 曲线 框 


中 的 两 个 零 元 素 表 示 5 | = 5,0, 我 们 早已 知道 这 结果 是 正确 的 。694 


此 外 ,由 对 偶 定理 [知道 常数 列 中 标 有 方形 的 元 素 也 决定 值 元 。 
关于 原 规 划 最 优 解 的 有 关 数 据 都 可 由 对 价 规 划 最 优 表 的 0 行 读数 


D 取 绝 对 值 是 必要 的 ,因为 二 必 为 非 负 值 。 
@ 。 因 对 偶 规 划 中 的 叭 拟 变量 个 数 同 原 规 划 中 的 选择 变量 的 个 数 相等 ,所 以 在 这 
个 过 程 中 ,不 会 产生 维 数 问题 。 
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推断 出 来 ! 同样 ,已 知 原 规 划 的 最 优 表 也 可 由 其 0 行 读 出 对 偶 规 
划 的 最 优 解 。 

这 些 极 易 得 到 的 结果 实质 上 与 对 偶 定 理 II 完全 相符 。 最 优 
解 中 取 非 零 值 的 任意 对 侦 变 量 ( 此 处 为 wy，y， 和 z3), 其 特点 是 
在 最 优 表 中 必 是 单位 列 向 量 。 因 为 x 列 已 先 取 el 类 型 的 单位 向 
量 ( 单 位 元 素 在 最 上 面 ), 因 而 在 yi,y2 和 zt3 列 中 其 单位 向 量 的 
第 1 个 元 素 必 为 零 值 。 按 照 刚才 详细 说 明 的 方法 ,我 们 可 推出 5 
= 5s 2 二 工 3 二 0。 而 这 个 结论 恰 是 对 偶 定理 II 要 说 明 的 。 同 样 , 按 
照相 反 的 次 序 应 用 这 种 方法 ,z! 和 z2 非 零 (在 原 规划 的 最 优 表 
中 ) 就 意味 着 7 和, 必 为 零 ;这 就 防止 了 表 20.1 中 的 ti 和， 
列 化 为 单位 向 量 。 


练习 20.1 


已 知 下 列 原 规划 , 写 出 其 对 偶 规 划 的 表达 式 : 


1 Max. 开 二 9 并 1 十 工 ? 


s.t. 2z1+ z2 安 8 
4Z1 + 3z) 三 14 


2 Min. C= zit+7x2 


1 2 3 
工 ] 
s.t, 。 | | |> | 
2 
3 9 
旦 Ls T2220 


3 Max. 谍 二 CI1Z1T+ crx2t+ cr 
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dil Cl2 413 之 1 ri 
S.t. a21 QQ22 423| 72| 委 |r2 
CC31 4d32 433 se! "3 


且 2 之 0 (7 一 1,2,3) 
4 课文 中 例 2 的 对 偶 规 划 ,其 最 优 表 如 下 : 





(a) 写 出 原 规划 和 对 偶 规 划 的 最 优 解 。 695 
(5) 将 > 和 <z 分 别 代 人 对 偶 规 划 和 原 规划 的 目标 函数 ,验证 C* =C。 
$ 结 过 若干 个 旋转 步骤 后 , 已 知 的 线性 规划 表 为 下 列 形 式 ， 


行 
0 
1 





2 


(a) 这 是 一 个 最 优 表 吗 ”为 什么 ? 
(5) 工 1， 三 > 和 x 的 值 等 于 多 少 ? 
(c) 其 对 偶 规 划 应 含 多 少 个 选择 变量 ? 为 什么 ? 
(qd) 对 偶 选 择 变量 及 其 目标 函数 和 最 优 值 等 于 多 少 ? 
6 已 知 下 列 线性 规划 : 

Min . C= zi1t+4x, 


1 21| i 8 
和 |; [> 
且 Zi1，Zz2 之 0 
的 最 优 解 是 去 ,=8 和 三,=0: 
(a) 求 51,52 和 C; 
(5) 写 出 对 侦 规 划 ; 
(c) 根据 上 面 (a ) 小 题 的 答案 ,y; 的 值 应 等 于 多 少 ? 根据 已 给 的 最 优 
解 , 哪 一 个 对 侦 约 束 条 件 是 严格 等 式 ? 
(dq) 用 其 (c) 小 题 的 答案 解 出 y 1。 
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(e) 将 > 和 y， 代 入 函数 C* ,验算 是 否 有 C "=C。 

7 在 (20.1) 和 (20.2) 中 的 从 原 规 划 到 对 偶 规 划 的 变换 法 则 仅 能 处 理 约 
束 条 件 全 为 不 等 式 的 情况 。 现 在 ,考察 一 个 具有 等 式 约 东 的 线性 规划 : 

Min. C=cirit+crrz2t+ csrs 

Ss.t. azZ1+ az2 + ar rl 

QA21T1 + 422X2 + 423T3= 72 

且 2Z1，27，Z30 

(a) 设计 一 种 写 出 此 线性 规划 的 方法 ,使 得 我 们 可 以 像 平常 一 样 应 用 
(20.2)。 写 出 对 偶 规 划 。 对 侦 规 划 与 原 规 划 的 选择 变量 数 一 样 吗 ? 

(5) 证 明 :通过 引 人 一 个 新 的 变量 yx = ys 一 ya, 我 们 可 以 恢复 对 偶 规 划 
选择 变量 数 和 原 规 划 的 选择 变量 数 之 间 的 一 致 性 。y 为 负 吗 ? 为 什么 是 ? 
或 者 为 什么 不 是 ? 

(c) 评价 下 列 陈 述 的 正确 性 ;“ 即 便 原 规划 中 的 第 ; 个 约束 恰好 为 严格 
等 式 ,我 们 仍然 可 以 应 用 构建 对 偶 规 划 的 一 般 的 法 则 ,但 第 ) 个 对 偶 选 择 变 
量 的 符号 不 应 受到 限制 这 一 点 除外 ”。 


20.2 对 偶 的 经 济 解释 


现在 我 们 已 清楚 ,线性 规划 的 对 偶 规 划 可 用 来 代替 原 规 划 的 
计算 。 但 在 绝 大 多 数 情 况 下 ,对 偶 规 划 本 身 也 具有 重要 的 经 济 意 
义 。 


生产 规划 的 对 偶 规 划 


我 们 首先 解释 生产 问题 的 对 偶 规 划 。 在 两 种 产品 \ 两 个 约 东 
条 件 的 简单 情况 下 , 原 规 划 取 和 下列 形式 : 


Max. A=cixit+c rx» 


Ull Ul? 1 7 1 
S.t. 
人 21 过 22 LT2 Lp 


且 ZI1,Z2 之 0 
因而 ,对 偶 规 划 可 写成 : 

Max. x =riyltr2y2 

s.t. 中 和 = 

Cl12 U22 LY2 C2 

且 y1，y2 之 0 

在 解释 对 偶 规 划 以 前 ,我 们 必须 首先 明确 对 偶 变 量 (包括 其 量 
度 单 位 ) 的 一 般 性 质 。 在 原 规划 中 r 表 示 以 美元 为 单位 的 总 利润 
额 。2 由 于 r"=r ,对 偶 规 划 中 的 解 x 也 应 以 美元 为 单位 ,就 像 表达 
式 riy1+r2y2 一 样 。 因 为 符号 >; 是 指 厂商 固定 工厂 中 第 i 种 资 
源 的 总 量 (在 以 前 的 例子 中 称 为 第 i 个 生产 间 的 能 力 ) ,显然 符号 
yi 表 示 i 种 资源 每 单位 的 美元 数 , 只 有 这 时 每 项 ry, 才 是 美元 数 。 
这 就 是 说 ,y; 表示 讨论 中 的 某 种 资源 估算 的 价值 。 

显然 ,这 种 价值 不 是 市 场 价格 ;这 种 资源 早已 为 厂商 所 拥有 ， 
并 成 为 厂商 固定 成 本 的 一 部 分 ,而 且 , 厂 商 也 并 没有 在 市 场 中 以 y 
价格 来 购买 它 。 更 确切 地 说 , 它 是 这 种 资源 的 估算 价值 。 因 此 ,yy 
值 称 为 第 i 种 资源 的 会 计价 格 (accounting price) 或 影子 价格 。 我 
们 认为 把 y; 看 作 使 用 第 j 种 资源 时 的 机 会 成 本 是 合适 的 。 

由 此 ,我 们 来 考察 对 偶 规 划 的 三 种 成 分 。 第 一 , 非 负 限制 y 之 69 
0 表示 任意 一 种 资源 的 估算 价值 不 允许 小 于 零 。 当 然 , 这 是 经 济 
上 的 合理 要 求 。 事 实 上 ,我们 总 把 资源 的 价值 估算 为 正 值 ,除非 这 
种 资源 恰巧 不 被 充分 利用 ,因而 资源 在 生产 使 用 中 产生 零 机 会 成 


dg 像 在 19.1 节 解 释 的 那样 ,总 利润 在 这 里 表示 尚未 扣除 任何 固定 成 本 ,但 扣 去 
可 变 成 本 的 总 销售 收益 。 
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本 。 这 意味 着 一 种 资源 的 正 机 会 成 本 (yi>0) 总 与 最 优 解 (s =0) 
中 充分 利用 这 种 资源 相 联系 。 读 者 注意 ,根据 这 种 解释 ,我 们 再 回 
到 第 二 个 对 偶 定 理 ( 在 此 以 前 仅 出 它 的 数学 解释 ), 现 在 它 获得 了 
经 济 含义 。 

其 次 ,再 转 到 对 偶 约 束 条 件 ,我 们 可 具体 地 考察 (20.11) 中 的 
第 一 个 约束 条 件 : 
QI1y1t + Q&213y2 之 cl 《20.12 ) 
因为 系数 ai 表示 生产 第 ) 种 单位 产品 所 使 用 的 第 i 种 资源 的 数 
量 , 所 以 (20.12) 的 左边 表示 生产 一 个 单位 第 1 种 (j=1) 产 品 的 总 
机 会 成 本 。 右 边 的 cl 项 表示 每 单位 第 一 种 产品 的 总 利润 。 于 是 
这 个 约束 条 件 是 要 求 所 估算 的 生产 机 会 成 本 至 少 与 产品 的 总 利润 
一 样 大 。 

现在 ,我 们 稍微 思考 一 下 ,如 果 生 产 的 机 会 成 本 实际 上 超过 利 
润 ,那么 资源 的 配置 一 定 不 是 最 优 的 ,因为 简单 地 放弃 第 一 种 产品 
的 生产 时 ,从 那里 节约 的 资源 可 立即 在 其 它 地 方 更 好 地 获得 利用 。 
在 数学 上 ,如 果 (20.12) 中 的 > 符号 中 > 部 分 在 最 优 解 中 成 立 , 那 
么 第 一 种 产品 就 不 应 生产 (zi = 0)。 反 之 ,如 果 第 一 种 产品 实际 
上 在 生产 时 , 即 如 果 去 ;天 0 时 ,那么 生产 的 机 会 成 本 必 恰 好 等 于 
总 利润 , 且 (20. 12) 中 之 符号 中 的 = 部 分 在 最 优 解 中 成 立 。 简 言 
之 ,1>0=>zi=0, 且 工 1>0==0。 但 这 仅仅 是 复述 对 偶 定 理 
II 而已。 当然 (20.11) 中 的 第 二 个 约 东 条 件 也 可 给 同类 似 解释 。 

最 后 ,让 我 们 看 看 对 偶 目 标 函 数 。 当 广 商 的 固定 工厂 中 可 利 
用 的 两 种 资源 总 数 为 r; 和 rs 时 ,显然 表达 式 

tT 二 riy1 十 rr232 
表示 这 些 资 源 的 总 估算 价值 。 满 足 上 面 所 解释 的 约束 条 件 , 使 这 
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个 总 值 极 小 就 是 对 偶 规 划 的 目标 。 于 是 ,如 何 生产 每 种 产品 的 机 
会 成 本 不 小 于 该 产品 的 总 利润 ,那么 原 规 划 和 对 偶 规 划 之 间 的 对 
应 就 表示 : 求 出 最 优 产 出 水 平 使 利润 极 大 ( 原 规划 ) 就 等 价 于 该 厂 
资源 的 总 结算 值 或 机 会 成 本 极 小 。r = * 意 指 在 最 优 解 的 情况 
下 ,通过 影子 价格 将 该 厂 的 各 种 资源 作为 一 个 整体 来 估算 或 确定 
其 总 利润 。 对 偶 规划 的 经 济 意义 就 解释 到 这 里 。 
为 简单 起 见 ,我 们 就 两 种 产品 两 种 资源 的 简单 模型 考察 了 生 698 

产 问题 。 但 因 前 面 讨论 使 用 的 推理 与 假设 mx = n =2 无 关 , 所 以 

对 偶 规 划 的 机 会 成 本 的 解释 容易 推广 到 m 种 资源 ,n 种 产品 的 结 
构 中 去 。 


饮食 问题 的 对 偶 规 划 


同 理 ,饮食 问题 的 对 偶 规 划 中 的 选择 变量 也 可 给 出 估算 价值 
的 解释 。 

用 和 矩阵 符号 ,一 般 饮食 问题 可 表示 为 : 

Max. C=c 

S.t. Azr 之 

县 Z0 
这 里 C 是 饮食 的 总 成 本 ,c“ 是 食物 价格 行 向 量 ,z 是 食品 数量 的 
列 向 量 ,A 是 系数 a;( 第 ; 种 食物 中 所 含 的 第 ; 种 营养 数量 ) 所 组 
成 的 矩阵 ,> 是 最 小 营养 需要 列 向 量 。 因 此 ,对 偶 规 划 问 题 可 写 
成 : 

Max. Cr* = yy 

s.t. A'ye 

且 y 之 0 
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其 中 y 是 对 偶 选 择 变量 的 列 向 量 。 

既然 C 是 以 美元 为 单位 ,其 对 偶 规 划 中 对 应 的 C* 也 必 以 美 
元 为 单位 。 但 向 量 x 的 元 素 单位 是 各 个 营养 成 分 的 物质 单位 , 因 
而 ,向 量 > 的 元 素 也 应 以 各 个 单位 营养 成 分 的 美元 数 为 单位 。 换 
言 之 ,对 偶 选 择 变量 又 具有 某 种 估算 价值 的 性 质 。 这 一 次 ,它们 表 
示 各 种 营养 成 分 的 估算 价值 。 因 此 ,不 允许 它们 取 负 值 。 

就 此 而 论 ,每 个 对 偶 约 束 条 件 可 解释 为 每 种 单位 食品 所 含 营 
养 成 分 的 总 估算 价值 应 不 大 于 该 食品 的 价格 。 实 际 上 ,如 果 第 j 
种 食品 的 价格 超过 其 营养 成 分 的 估算 价值 ,我 们 决 不 会 购买 这 种 
食品 ,这 是 普通 常识 ,因为 我 们 花 掉 这 笔 钱 是 不 合算 的 。 因 此 ,在 

699 最 优 解 的 情况 下 ,我 们 只 能 购买 这 样 的 食品 ,其 各 种 营养 成 分 的 佑 

算 价 值 恰 等 于 各 种 营养 成 分 的 价格 。 精 明 的 读者 将 注意 到 这 又 是 
对 偶 定 理 II 在 起 作用 。 

作为 这 个 对 偶 规 划 的 目的 ， 我 们 设法 使 起 码 的 营养 需要 量 的 
总 估算 值 极 大 化 ， 且 满足 上 面 列 出 的 约 东 条 件 。 达 到 这 个 极 大 
值 ， 实 际 上 也 就 使 饮食 成 本 最 低 ， 而 又 能 满足 起 码 的 营养 需要 
量 。 


对 偶 选 择 变量 与 拉 格 朗 日 乘 数 


已 经 证 明 对 偶 选 择 变量 y 表示 影子 价格 或 估算 价值 。 我 们 
也 能 证 明 在 最 优 解 的 情况 下 ,它们 在 线性 规划 中 所 起 的 作用 与 古 
典 最 优化 问题 中 拉 格 朗 日 乘 数 所 起 的 作用 一 样 。 即 它们 都 可 用 来 
度量 原 规划 的 目标 也 数 最 优 值 对 原 规 划 的 约束 常数 变化 的 灵敏 
度 。 


为 了 证 明 这 一 点 ,我们 还 需 考察 生产 问题 以 及 (20.11) 中 说 明 
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ca er nn en a 


的 其 对 偶 问 题 。 在 最 优 解 的 情况 下 ,变量 y; 取 y;, 对 偶 规 划 中 的 
目标 函数 成 为 r “= r1y 1 十 1j-2y 20 但 因 ?元 二 x*, 也 可 写成 


T = riy1 + r2y2 
因此 ,对 >; 和 7r, 微分 x ,得 到 


ar Or 
”1 ”Br ”2 Oar, 


这 表示 y;( 第 i 个 对 偶 选 择 变量 的 最 优 值 ) 是 xz ( 原 规划 的 目标 函 
数 的 最 优 值 ) 对 r;( 原 规划 的 第 i 个 约束 条 件 中 的 参数 常数 ) 无 限 


小 变化 的 灵敏 度 的 量度 。 具 体 地 说 ,y ; 告诉 我 们 第 i 个 生产 能 力 
约束 条 件 稍为 松弛 一 点 (第 i 种 资源 数量 增加 ) 时 ,在 最 优 解 的 情 
况 下 如 何 改 变 总 利润 。 因 为 在 使 z= f(x,y) 极 大 , 且 满 足 g(x， 
y)=c 的 古典 问题 中 ,得 到 拉 格 朗 日 郴 数 Z=J 帮 zy)+AXLc- 
sg(z,y)], 拉 格 朗 日 乘 数 的 最 优 值 具有 下 述 含义 : 


i = 全 
很 明显 ,对 偶 选 择 变量 和 拉 格 朗 日 乘 数 虽然 结构 不 相同 ,但 所 起 的 
作用 是 一 样 的 。 

当然 ，y; 的 拉 格 朗 日 乘 数 的 解释 与 前 面 把 y; 解释 为 第 i 种 
资源 的 估算 价值 是 完全 一 致 的 。 当 第 ;个 约束 条 件 松 弛 时 ， 第 ; 
种 资源 现 有 的 数量 增 大 ， 它 对 总 利润 的 影响 ( 拉 格 髓 日 乘 数 的 解 700 
释 ) 将 直接 取决 于 第 i 种 资源 估算 价值 的 大 小 (前 面 的 解释 )， 
因为 在 最 优 解 的 情况 下 ， 总 利润 和 厂商 资源 的 总 估算 价值 必 彼 此 
相等 。 


[ 见 (12.16)] 
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练习 20.2 


1 练习 19.1-6 曾 给 出 约会 的 规划 问题 , 试 列 出 其 对 偶 规划 的 数学 表 
达 式 ,并 给 出 其 经 济 解释 。 

2 在 饮食 问题 中 , 试 给 出 对 偶 选 择 变量 的 最 优 值 yi 的 拉 格 朗 日 乘 数 
解释 。 并 有 其 体 地 说 明 它 们 用 来 度量 什么 。 这 个 解释 与 w 信 算 价值 的 解释 一 
致 吗 ? 


20.3 活动 分 析 : 微 观 水 平 


到 目前 为 止 ,在 我 们 的 讨论 中 ,线性 规划 的 约 东 条 件 部 分 一 般 
都 是 按 横行 来 读 的 , 即 每 个 约 东 不 等 式 都 看 作 一 个 整体 ,得 到 一 边 
界线 (或 超 平面 ) ,这 边界 线 又 产生 两 个 半空 间 。 与 此 同时 ,在 讨论 
基本 可 行 解 方面 我 们 也 可 改变 上 述 作法 , 沿 纵 列 读 出 的 约束 条 件 
的 系数 ,把 它 看 成 (19.11 ) 和 (19.12) 中 的 列 向 量 , 这 种 纵向 观点 
提供 了 考察 线性 规划 的 另 一 种 方法 。 


活动 的 概念 


设想 一 厂商 为 生产 两 种 物品 (zi,x2), 使 用 两 种 资源 (K 和 
L)。 邵 果 可 使 用 的 资源 限定 为 K 和 工 , 那 末 厂商 的 约束 条 件 可 用 


一 个 向 量 方程 如 下 写 出 : 
Q11 Q12 1 0 Ko 
| | mt | | oo Bl 
Q21 Q 72 0 1 Lo 
纵 问 看 (20.13), 即 单独 研究 每 个 变量 (及 其 系数 向 量 ) 时 ,我 
920 








们 可 以 把 其 中 每 个 都 看 作 代 表 厂 商 性 质 不 同 的 活动 。 例 如 ,第 一 
种 活动 是 生产 第 一 种 产品 的 活动 ,因而 确定 解 值 z| 的 问题 ,实际 
上 就 是 求 出 第 一 种 活动 的 最 佳 水 平 的 问题 ;同样 ,第 二 种 产品 的 生 
产 构成 厂商 的 第 二 种 活动 ;甚至 可 以 将 每 个 松弛 变量 也 视 为 与 某 
种 独立 活动 有 联系 (这 种 活动 “使 某 种 资源 不 发 挥 作用 ”) ,虽然 就 
其 性 质 而 言 ,与 其 说 是 活动 不 如 说 是 不 活动 。 

进行 每 种 活动 对 厂商 资源 产生 一 定 的 影响 。 正 如 (20.13) 中 
第 一 个 向 量 说 明 的 ,第 一 种 活动 ,每 个 单位 消耗 资本 ci 个 单位 ， 
劳动 a 个 单位 。 与 此 类 似 , 第 二 个 向 量 表 示 第 二 种 活动 每 个 单 701 
位 将 耗费 资本 al 个 单位 ,劳动 azs 个 单位 。 我 们 把 这 些 向 量 叫做 
活动 向 量 。 因 此 ,它们 表示 所 研究 的 活动 水 平 增 加 一 个 单位 所 需 
的 投入 。 注 意 , 因 为 每 个 松弛 变量 只 与 一 种 特殊 资源 发 生 联 系 , 所 


1 0 
以 其 活动 向 量 分 别 为 单位 向 量 el 三 四 和 es 三 四 o 


如 有 果 我 们 用 A1 和 A, 表示 前 两 个 活动 向 量 , 并 把 (20.13) 厂 
边 的 资源 向 量 记 成 >, 向 量 方程 (20.13) 可 更 简单 地 写成 : 
Aizi+Az+elslT+ es， 一 了 〈20.13 ) 
这 个 方程 表明 三 商 的 生产 活动 和 松弛 活动 一 起 必 恰 好 消耗 全 部 可 
用 资源 。 该 方程 也 必 是 广 商 生 产 线 性 规划 中 的 约束 条 件 。 那 么 规 
划 的 自 的 就 是 选择 上 述 四 种 活动 的 非 负 水 平 ,使 某 个 目标 函数 满 
足 资 源 消耗 约束 条 件 (20.13') 而 达到 极 大 。 用 这 样 的 观点 考察 线 
性 规划 问题 时 , 它 就 变 成 一 个 活动 分 析 的 问题 。 
按照 上 述 定 义 ,一 种 活动 向 量 仅 表 示 该 活动 的 投入 需求 。 但 
钼 量 中 也 可 能 包含 产 出 情况 。 例 如 ,我 们 描述 第 一 种 活动 可 以 不 
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,而 用 扩充 回 量 |- “ai | (加 号 表示 产 出 , 减 号 表示 投 


”CC&21 
人 ) 来 描述 ,活动 ;其 中 第 一 个 元 素 表示 单位 产 出 水 平 ,其 余 元 素 表 
示 所 需 的 投入 。 这 里 ,这 种 标 有 投入 需求 形式 的 向 量 ,更 方便 适 
用 。 


U1l 
用 向量 | 


U21 


不 变 规 模 收益 与 固定 投入 比率 


关于 生产 陋 数 的 两 个 假设 ,在 活动 分 析 结 构 中 考察 线性 规划 
时 ,点 有 显著 地 位 。 这 两 个 假设 隐 含 在 线性 规划 中 。 一 个 假设 为 
不 变 规 模 收 益 (Constant Returns to Scale ,简写 为 CRTS) 假 设 , 另 
一 个 假设 是 固定 投入 比例 假设 。 

CRTS 假设 反映 在 下 述 事实 中 :活动 向 量 A, 和 A, 中 的 元 素 


都 是 不 变 的 。 因为 这 种 不 变性 , 如 果 要 求 [ | 的 | "| 个 单位 生 


产 zi 产品 的 一 个 单位 ,那么 要 生产 上 个 单位 zx1 就 要 求 每 种 资源 
恰 增 加 & 倍 。 第 二 种 产品 的 情况 也 一 样 。 事 实 上 CRTS 假设 也 
适用 于 松弛 活动 。 
固定 投入 比率 的 假设 可 从 下 述 事实 看 出 :每 种 产品 仅 由 单个 
活动 生产 出 来 ,对 这 种 活动 ,如 (20.13) 所 示 ,资本 与 劳动 的 比率 由 
702 已 知 活动 向 量 严 格 规定 。 这 表明 在 我 们 的 例子 中 劳动 和 资本 的 蔡 
代 被 完全 排除 了 。 当 然 , 实 际 上 线性 规划 并 不 是 不 可 以 代 换 的 。 
如 果 生 产 产 品 zi 的 劳动 和 资本 实际 上 可 以 组 成 (比方 说 ) 三 种 不 
同 的 比率 ,对 所 提 到 的 产品 zi 组 合成 三 种 而 不 是 一 种 独立 活动 ， 


那 末 ,就 容易 说 明 规 划 中 的 这 种 情况 : 
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(Aizl1+ATZT+AI x1 )+A4Az+elsl 二 es 三 
(20.14) 

其 中 Al 关 A1 了 关 A1" "为 三 个 不 同 的 活动 品 量 ,每 个 描述 不 同 生 
产 过 程 资 本 与 劳动 不 同 的 比 , 且 zi，zr 和 zi“ 分别 表 示 在 三 种 
过 程 中 生产 第 一 种 产品 的 数量 。 用 这 种 方式 ,我 们 就 能 放宽 投入 
比率 的 假设 。 但 CRTS 假设 总 是 保持 的 。 

第 一 种 产品 的 三 种 生产 过 程 恰好 列 在 (20.14) 中 。 但 因为 这 
些 生 产 过 程 可 以 同时 组 合 使 用 ,所 以 生产 第 一 种 产品 的 方法 实际 
上 在 三 种 以 上 。 例 如 ,如 果 厂 商 想 要 生产 这 种 产品 的 总 量 为 12 个 
单位 。 这 时 或 者 令 zl =3, xY =5 和 zx** =4, 或 者 挑选 组 合 (2， 
9,1) 或 (6,0,6) ,或 (3.5, 4.5, 4) 等 等 。 为 了 生产 这 个 总 产 出 ,这 
些 可 能 组 合 中 的 每 一 组 合 都 需要 完全 不 同 的 资本 与 劳动 比率 。 事 
实 上 ,每 一 组 合 都 可 看 成 不 同 的 生产 方式 。 由 此 看 来 ,一旦 我 们 准 
许多 种 过 程 的 生产 进入 线性 规划 ,实际 上 固定 投入 比率 已 减弱 到 
消失 的 地 步 。 

但 这 是 否 意 味 着 线性 规划 结构 中 所 隐 含 的 生产 函数 与 古典 生 
产 理论 中 所 出 现 的 生产 函数 是 一 样 的 呢 ? 答案 是 不 完全 一 样 。 


生产 函数 : 古典 分 析 与 线性 规划 


我 们 考察 使 用 两 种 资源 K 和 上 的 生产 蚂 数 。 为 了 便于 与 前 
面 生 产 函 数 的 讨论 相 联 系 ,我 们 仍 用 符号 Q 表示 产 出 。 
在 古典 分 析 中 ,我 们 假设 生产 函数 
Q= f(K, LIL) 
处 处 连续 与 可 微 。 对 某 一 具体 产 出 水 平 ,比方 说 Q=1, 函 数 了 将 
产生 一 等 产量 曲线 方程 
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1 = f(K, LL) 
其 图 形 如 图 20.1 所 示 ,是 一 条 光滑 曲线 。 这 条 等 产量 曲线 表示 劳 
动 和 资本 之 间 的 连续 替代 性 , 且 当 我 们 持续 替代 时 ,替代 比率 也 将 
连续 地 变化 。 关 于 所 有 其 他 可 能 的 产 出 水 平 所 作出 的 等 量 曲线 ， 
情况 也 一 样 。 但 古典 生产 函数 可 能 有 也 可 能 没有 CRTS 的 特性 。 





图 20.1 
703 在 线性 规划 或 活动 分 析 结 构 中 ,等 产量 曲线 具有 不 同 的 表现 
形式 。 首 先 ,我 们 考察 单个 生产 过 程 的 情况 。 假 设 第 一 种 产品 的 


常数 活动 向 量 为 A 三 | 7 | ,在 这 里 将 该 产品 看 作 仅 有 的 产品 。 
因为 产 出 Q ==1 仅 由 资本 Ki 个 单位 的 资本 和 劳动 工 | 个 单位 生 
产 出 来 ,所 以 这 个 产 出 的 等 产量 方程 为 

1 = g( 开 1， 工 1) 
由 于 天 ;和 工 ; 是 两 个 常数 ,在 图 20.2 中 的 KL 平面 内 描 出 上 述 
方程 的 图 形 是 单个 点 A1, 因 而 g(K,，L1) 仅 指定 义 域 中 某 具 体 
点 的 生产 函数 值 。 当 然 ,点 A; 只 不 过 是 上 面 所 定义 的 活动 向 量 
的 图 形 表示 。 由 于 线性 规划 中 的 CRTS 假设 ,容易 推出 Q = 2 的 


等 产量 曲线 又 是 一 单个 点 ,该 点 为 241=2| 7 |. 而 且 因为 所 有 


924 


活动 射线 
ae= [多 4 


Ki 2K, 


图 20.2 

这 样 的 等 产量 曲线 点 都 是 活动 向 量 A 的 非 负 倍数 ,所 以 它们 都 必 
然 位 于 如 图 20.2 所 示 的 直线 活动 射线 上 。 

对 于 单个 点 使 用 等 产量 曲线 这 个 词 似 乎 有 点 奇怪 (一 般 这 个 
词 仅 与 曲线 有 联系 )。 实 际 上 ,把 图 20.2 中 的 等 产量 曲线 点 重新 
解释 成 曲线 也 是 可 以 的 。 我 们 知道 资本 保持 在 Ki ,而 劳动 增长 超 
过 工 ; 时 ,根据 固定 投入 比 的 假设 , 产 出 仍 保 持 在 Q =1, 由 于 没有 
同时 增加 资本 ,过 多 劳动 是 没有 用 处 的 ,过 多 的 资本 也 产生 类 似 的 
结果 。 这 些 事实 可 用 方程 1=g(Ki,Li1+5) 和 1=g(Ki+6,L1) 
(6 之 0) 表 示 ,在 图 形 上 它 表示 位 于 A 正 东 和 正 北方 向 的 任意 点 得 
到 产 出 Q=1。 因 此 ,我 们 画 出 Q=2 的 等 产量 曲线 为 一 条 工 形 
曲线 , 且 在 位 于 活动 射线 上 的 2A| 处 弯 折 ,显然 转折 点 (与 曲线 上 


其 他 任意 点 相 比 ,该 点 对 一 种 资源 需求 较 少 ,对 另 一 种 资源 的 需求 704 


也 不 多 ) 必 是 等 产量 曲线 上 最 有 效率 的 投入 组 合 。 因 而 受到 转折 
点 支配 的 其 余 各 点 可 以 不 予 考虑 。 
925 


en 


因此 ,单个 生产 过 程 的 厂商 必 在 活动 射线 
K 
AiQ = Wt (Q 宇 0) 


上 运营 。 这 里 ,Q 是 产 出 水 平 ,也 可 解释 为 已 知 活动 的 运作 水 平 。 
当 我 们 考虑 同 种 产品 多 过 程 的 生产 时 ,就 会 产生 很 多 活动 射线 。 
如 果 ( 比 方 说 ) 有 四 个 活动 向 量 : 
As 
(20.15) 
705 其 中 各 向 量 均 表明 能 够 生产 单位 产 出 的 不 同 投 入 比率 , 则 我 们 可 
画 出 四 个 活动 向 量 ,如 图 20.3 所 示 。 这 些 射线 标 为 A;Q;(j=1， 
… ,4) ,其 中 Qi 表示 在 第 ; 种 生产 过 程 所 生产 的 产品 数量 。 在 多 种 
生产 过 程 的 情况 下 ,我 们 怎样 求 出 Q( 三 >Q;) =1 的 等 产量 曲线 
呢 ? 首先 ,根据 定义 ,四 个 点 (每 个 点 均 表 示 在 单位 水 平 上 “ 纯 ” 过 
程 的 排他 使 用 ) 应 包含 在 所 提 到 的 等 产量 曲线 上 。 但 由 于 假设 产 
品 是 可 分 的 ,也 可 以 用 多 种 不 同 的 组 合 ,例如 


1 1 1 2 上 4 
247+24 342+343 43+ 卫 44 


来 完成 这 些 过 程 。 只 要 组 合 的 系数 Q; 加 起 来 等 于 1 ,我 们 就 能 得 
到 产 出 Q = 1。 在 数学 上 ,这 表示 为 了 生产 单位 产 出 ,我们 只 须 使 
用 纯 活 动向 量 的 凸 组 合 ; 在 图 形 上 这 表示 关于 组 合 过 程 的 投入 比 
必 位 于 联结 活动 向 量 A1,…，A4 的 直线 段 上 。 


d 注意 我 们 绘 出 活动 射线 A1,…, A 的 方式 :在 生产 一 个 单位 产 出 需要 较 多 的 
kK 和 工 的 意义 上 ,这些 活 动 射线 ,没有 哪 -- 个 居于 “支配 "地 位 ,因而 较 多 的 多 和 上 上 显 
然 是 没有 用 处 的 ,所 以 也 不 会 得 到 利用 。 
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图 20.3 

在 这 方面 ,我 们 应 注意 :虽然 图 20.3 中 的 任意 一 对 活动 向 量 
在 理论 上 都 可 以 是 凸 组 合 ,但 我 们 仅 需 考虑 相 邻 向 量 (例如 A1 A， 
和 42A3) 的 凸 组 合 。 因 为 非 相 邻 向 量 的 组 合 无 效 ,可 以 不 予 考 
虑 。 例 如 ,( 虚 ) 线 段 A1A;, 因 A1A3 上 的 各 点 ( 除 端 点 A 和 A， 
本 身 以 外 ) 位 于 A1A; 或 A,A; 的 东北 方向 ,与 A1A;, 或 A,A3 上 
各 点 相 比 较 , 含 有 较 大 的 资本 和 劳动 这 两 种 投入 需求 ,但 所 得 到 的 
产 出 与 Q=1 相同 。A| 和 As (彼此 相隔 最 远 的 一 对 点 ) 的 凸 组 合 
情况 更 坏 , 因 为 可 以 看 出 虚线 段 A As 位 于 更 远 的 地 方 ,因而 需要 
更 多 的 投入 。 在 这 方面 ,显然 线段 A1A;,AlA4 和 A,As( 没 有 绘 
出 ) 为 A1A,,AiA;3,A3A4 所 支配 ,因而 可 以 忽略 。 另 一 方面 ,所 
保留 的 三 条 线段 上 的 点 的 确 不 互相 支配 。 当 我 们 从 一 个 投入 比 转 
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到 另 一 个 投入 比 时 ,一 种 资源 的 增加 伴随 另 一 种 资源 的 减少 。 因 
此 ,我 们 可 取 折 直线 A A,A;As 作为 Q =1 的 等 产量 曲线 。 

这 条 等 产量 曲线 与 图 20.1 所 示 的 古典 光滑 等 产量 曲线 显然 
不 辐 。 虽 然 等 量 线 A;1A,A;3As 较 图 20.2 中 单 过 程 情 况 下 的 等 产 
量 曲线 更 加 接近 于 古典 的 形式 ,但 它 不 光滑 。 和 替代 率 在 某 一 范围 
内 往往 保持 不 变 , 但 也 有 突然 的 跳 聊 。 此 外 ,只 有 厂商 使 用 的 纯 过 
程 仅 有 有 限 多 个 ,这 个 特征 就 能 保持 。 因 为 过 程 数目 增长 为 任意 

706 有 限 个 ,等 量 线 上 只 增加 直线 段 的 数 昌 ,但 并 不 能 消除 其 上 的 角 
点 。 因 此 ,就 此 而 论 ,古典 理论 的 光滑 等 产量 曲线 显然 必须 建立 在 
这 样 的 假设 基础 之 上 :厂商 可 采用 的 生产 过 程 的 数量 是 无 限 的 。 

另 一 产 出 水 平 的 等 量 曲线 可 用 同样 的 方法 作出 。 例 如 ,对 Q 
=2, 我 们 可 简单 地 把 每 个 向 量 A, 延长 到 2A,( 该 点 的 纵 坐 标 和 横 
坐标 加倍) ,然后 将 产生 的 新 向 量 点 的 每 相 邻 两 点 相连 。 根 据 线性 
规划 中 CRTS 的 假设 ,这 个 弯 折 的 新 等 产量 曲线 上 的 所 有 点 将 同 
产 出 Q=2 有 关 。 在 图 20.4 中 已 绘 出 四 条 这 样 的 等 量 曲线 ,但 同 
古典 方法 比较 ,其 中 还 有 其 它 差 别 。 因 为 虽然 古典 等 产量 曲线 可 
能 具有 CRTS 特性 (相差 均匀 间隔 ), 但 不 一 定 必然 是 这 样 。 可 是 ， 
在 线性 规划 中 总 假定 具有 CRTS 的 特性 。 

注意 ,虽然 也 允许 把 位 于 A, 正 北方 的 点 和 位 于 A, 正 东 方 的 
点 加 到 第 一 条 等 产量 曲线 (Q =1) 上 ,对 其 他 等 产量 曲线 也 可 类 似 
考虑 ,但 我 们 不 这 样 做 。 原 因 很 简单 ,这样 的 点 是 被 支配 的 点 。 因 
此 ,所 有 等 产量 曲线 将 位 于 以 两 根 最 远 的 活动 射线 AQ 和 
A4Q4 为 界 的 锥 形 面 之 内 。 这 样 的 锥 形 面 组 成 的 凸 集 , 叫 做 凸 锥 
面 。 表 示 两 个 向 量 (这 里 是 A; 和 A4) 的 所 有 非 负 线性 组 合 的 集 


合 。 即 ,如 果 我 们 取 遍 两 个 向 量 所 有 可 能 的 非 负 倍数 , 且 由 平行 四 
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图 20.4 
边 形 法 则 作出 所 有 可 能 的 和 向 量 ,这些 和 向 量 将 填 满 这 雏形 面 。 
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现在 我 们 根据 约束 条 件 的 活动 解释 , 列 出 简单 的 线性 规划 的 
表达 式 。 假 设 在 图 20.4 中 所 描述 的 厂商 通过 多 过 程 生产 单一 产 
品 ,在 其 一 定 资源 Ko 和 Lo 的 范围 内 ,设法 使 产 出 Q 极 大 化 , 那 
么 有 关 的 线性 规划 将 是 

Max. Q=Qi+Qz+Qs+aQ 
Ss.t. AQi1+ A,Q;+ A;3Q3+ A QEr (20.16) 
且 Qi 三 0 (j=1,.…,4) 
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其 中 所 有 Q 符号 都 是 标量 ,符号 A; 表示 (20.15) 中 所 定义 的 活动 


向 量 ,7 二 | 
性 活动 。 

尽管 选择 变量 有 四 个 ,但 我 们 仍 能 用 图 解法 解 出 这 个 规划 。 
因为 我 们 沿 纵向 读 出 约束 条 件 , 且 每 个 活动 向 量 是 2 维 向 量 ,在 图 
20.4 的 KL 坐标 平面 (投入 空间 ) 中 绘 出 约束 条 件 中 每 项 AQ ,的 
图 形 为 一 活动 射线 。 因 此 ,将 资源 而 不 是 选择 变量 标 在 坐标 轴 上 
时 ,四维 的 问题 就 简化 为 二 维 的 问题 了 。 

因为 已 把 等 产量 曲线 ( 它 包括 经 济 上 有 效 的 投入 组 合 ) 都 限定 
在 两 条 最 远 的 活动 线 所 确定 的 点 锥 面 以 内 ,所 以 厂商 确实 不 必 在 
锥 面 外 去 寻求 最 优 解 。 而 资源 的 限制 进一步 缩小 了 选择 的 范围 。 
如 果 在 图 中 描 出 Ko 和 工 0 ,那么 矩形 区 域 OKor Lo, 将 确定 供 厂 
商 选 择 的 所 有 可 行 投入 组 合 的 集合 ;去 掉 位 于 凸 锥 面 以 外 的 和 矩形， 
最 后 我 们 得 到 的 阴影 区 域 ( 和 矩形 与 锥 面 的 交 ) 就 是 最 大 的 选择 范 
围 。 

使 产 出 Q 极 大 化 意味 着 上 升 到 尽 可 能 高 的 等 产量 曲线 。 为 
了 满足 资源 约束 条 件 , 我 们 看 出 图 20.4 中 所 得 到 的 极 大 产 出 是 
Q=4, 且 在 点 r 处 要 求 充 分 利用 现 有 的 资源 KK。 和 Lo。 因为 点 r 
位 于 联结 4A1 和 4A; 的 直线 上 ,显然 ,在 最 优 解 的 情况 下 ,只 有 选 
定 头 两 种 生产 过 程 , 即 我 们 必须 令 Qa = Q4 =0。 这 个 事实 ,加 上 
Ko 和 Lo 被 充分 利用 的 事实 ,意味 着 A1Q1+ AQ = 或者: 

Wi + [1 |e: = Wd (20.17) 


由 上 面 含 两 个 方程 的 线性 方程 组 ,容易 求 出 : 
930 


7 "| 表示 现 有 资源 。 鉴于 现在 的 目的 ,我 们 忽略 松弛 
0 


一 KoL, K,Lo 一 _ 天 1 0 KoL! 
Qi= FKL- EL 和 R27 KL KL 


也 可 用 其 它 方法 来 解决 这 个 问题 。 因 为 r 是 44; 和 4A, 的 凸 组 708 
合 , 所 以 在 区 间 [0,1] 中 必 存 在 唯一 的 标量 6(4A1) + (1 一 9)(4A,) 


一 和 , 即 : 
Ki 天， Ko 

‘0 1)+ 4 01 |- 7 (20.18) 

由 此 得 出 
F = Ko — 4K, | Lo—4L, 

4(K|, - K,) 4(Li— LL,) 
那么 ,使 (20.17) 和 (20.18) 相 等 ,我 们 也 可 把 解 值 表示 为 : 
_ Ko。-4K _ _ _ 
Qi =- 45=- 说 二 荆 和 Gy -= 40 -5) = 4- 如 二 次: 


当然 ,上 述 问 题 也 可 用 一 般 的 单纯 形 法 来 解 。 或 者 我 们 也 本 
以 先 写 出 线性 规划 的 对 偶 规划 ,然后 解 这 个 对 偶 规 划 , 从 而 得 到 原 
规划 的 解 。 在 这 两 种 情况 下 ,最 优 解 的 结果 是 一 样 的 。 特 别 是 , 因 
为 有 两 个 约束 条 件 ,我 们 知道 仅 有 两 个 选择 变量 Q, 在 最 优 解 中 
必须 为 非 零 值 。 这 恰 是 我 们 刚才 由 问题 的 活动 分 析 形 式 所 得 到 的 
结果 。 


练习 20.3 


1 候 定 下 面 | ”| 的 三 种 组 合 中 任意 一 种 都 可 生产 一 单位 产 出 ; 


日 这 和 
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(a) 作 图 表示 向 量 4A,,A， 和 A;,。 

(65) 作出 Q=1 的 等 产量 曲线 。 该 等 产量 曲线 含有 多 少 个 转折 点 ? 
(c) 画 出 活动 射线 A1Q1,A2Q, 和 A;3Q3。 

(d) 根据 CRTS 的 假定 ,作出 Q=2 的 等 产量 曲线 。 


2 在 上 一 问题 中 ,如 果 还 知 遭 第 四 个 活动 | | 也 能 生产 一 单位 产 出 ， 


Q=1 的 等 产量 曲线 上 能 包含 它 吗 ? 为 什么 能 ? 为 什么 不 能 ? 
3 在 练习 20.3-1 中 ,Q=1 的 等 产量 曲线 包含 下 面 三 个 点 吗 ? 
(a) ( 读 , 广 ) (6) (二 ,3) (c) (本 ,本 ) 
4 假设 厂商 在 生产 某 产 品 时 ,有 四 种 活动 ,利用 三 种 资源 
(a) 其 活动 射线 位 于 3 维 空间 还 是 4 维 空 间 呢 ? 
(6) 这 些 射 线 仍 能 确定 一 凸 锥 体 吗 ? 
(c) 这 个 锥 体 更 可 能 像 冰 淇 淋 锥 体 还 是 切断 的 棱锥 ? 为 什么 ? 
5 在 图 20.4 的 问题 中 ,如 果 资 源 约束 变 为 
Ko1 T3K4 Ko1 『K2z+3K3 
[se 3 
其 解 会 如 何 改变 ? 
6 在 图 20.4 的 问题 中 ,如 果 点 > 移动 到 4A, 正 北 的 某 个 位 置 ,新 的 最 
优 解 等 于 什么 ? 其 类 型 与 图 20.4 中 所 示 的 解 有 什么 基本 不 同 ? 


7 某 厂 商 使 用 单 生 产 过 程 ,其 生产 函数 具有 如 图 20.2 所 说 明 的 CRTS 
和 固定 投入 比 的 两 个 特性 ,证 明 该 厂商 的 生产 画 数 可 用 方程 Q = 


min 表示 。 








EK L 
Ki’ Ll 


20.4 活动 分 析 : 宏观 水 平 


前 一 节 所 介绍 的 大 部 分 内 容 也 可 应 用 到 宏观 水 平 的 分 析 。 在 
厂商 水 平 ,每 一 活动 都 与 独立 的 生产 过 程 有 关 。 丰 国家 水 平 上 ,我 
们 把 每 种 活动 视 为 表示 一 个 产业 部 门 。 相 应 地 ,活动 进行 的 水 平 

932 : 


现在 将 是 确定 整个 产业 部 门 (单个 ) 产 品 的 产 出 水 平 。 如 果 假 设 每 
个 产业 部 门 都 具有 规模 收益 不 变 和 固定 投入 比 的 特征 ,而 且 每 个 
产业 部 门 投 入 一 产 出 关系 可 用 唯一 的 一 条 活动 射线 来 概括 ,那么 ， 
若 在 射线 上 一 点 到 原点 的 距离 为 男 一 点 到 原点 的 距离 的 两 倍 , 则 
该 点 表示 的 产 出 也 为 其 两 售 。 

由 于 CRTS 和 固定 投入 比 在 投入 一 产 出 模型 中 是 标准 的 假 
设 ,似乎 现在 我 们 能 够 使 用 活动 分 析 或 线性 规划 解释 投入 一 产 出 
分 析 。 而 情况 也 的 确 是 这 样 。 


投入 一 产 出 分 析 和 线性 规划 


进行 每 种 活动 (产业 部 门 ) 所 需要 的 投入 有 两 种 类 型 :原始 投 
入 和 中 间 投 入 。 前 者 不 是 产业 部 门 的 产 出 ,而 后 者 本 身 则 是 其 他 
产业 部 门 的 产 出 。 假 设 产业 部 门 总 数 为 n 个 , 且 每 个 产业 部 门生 
产 不 同 的 商品 。 如 果 使 用 5.7 节 中 相同 的 符号 表示 投入 系数 ,我 
们 会 发 现下 述 三 种 类 型 的 向 量 很 重要 : 
1 


un0; 
~ Goi Ql1; 

aul; | 
~ Ql1; 以 21 

a2; (20.19) 


nj 


第 一 类 向 量 给 出 了 第 j 个 活动 (产业 部 门 ) 的 投入 一 产 出 关系 ?710 


的 完整 描述 :其 中 第 一 个 元 素 (1) 表 示 了 种 商品 的 单位 产 出 ;第 二 
个 元 素 表 明 对 这 种 商品 的 原始 投入 需求 ;其 余 元 素描 述 中 间 投 人 
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需求 。 第 二 类 向 量 中 去 掉 了 单位 元 素 , 且 所 有 的 cy 的 符号 相反 ， 
它 仅 集中 描述 该 产业 部 门 的 投入 方面 。 第 三 个 向 量 甚至 进一步 缩 
小 了 描述 的 范围 , 仅 列 出 中 间 投入 。 对 (20.19) 中 的 第 一 种 形式 ， 
我 们 通常 给 予 它 一 个 专门 名 称 :活动 向 量 。 但 是 正如 我 们 在 上 一 
节 中 的 做 法 一 样 ,我 们 也 反 过 来 用 这 个 名 称 表示 它 的 修正 形式 ,对 
此 ,我 们 后 面 要 加 以 介绍 。 

现在 ,我 们 考察 (20.19) 中 的 第 三 种 向 量 形式 。 因 在 经 济 中 有 
2 个 产业 部 门 ,我 们 可 写 出 n 个 这 样 的 向 量 。 把 它们 集中 在 一 
起 ,就 构成 一 个 大 家 熟悉 的 x x n 的 矩阵 : 


Ull 212 dln 
4d21 W222 4d 2n 
A -一 
nl dn2 “ nn 
给 定 此 矩阵 ,以 及 下 面 的 产 出 向 量 和 最 终 需 求 向 量 : 

十 1 di 
Wy d, 
工 一 d 一 
0 d, 


则 我 们 的 任务 与 前 面 讨论 的 开放 投入 一 产 出 模型 一 样 ,就 是 要 求 
向 量 z ,使 


(I~A)z=4d (20 .20) 
假定 (I 一 A ) 为 非 奇 异 和 矩 阵 ,其 解 就 是 
z= (I-A)!a (20.21) 


显然 ,问题 的 这 种 表述 方式 对 线性 规划 最 优化 的 类 型 不 会 有 
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任何 启示 ,因为 它 并 没有 优选 的 目标 函数 ,而 且 虽 然 方程 (20.20) 
对 每 个 产业 部 门 的 产 出 水 平 具 有 约束 条 件 的 性 质 ( 每 个 产业 部 门 
应 生产 足够 的 产 出 以 满足 总 需求 ) , 却 根本 没有 包含 不 等 式 。 

同一 个 投入 一 产 出 问题 可 从 不 同 角度 来 考察 。 首 先 容易 看 
出 ,为 了 保证 满足 总 需求 ,只 要 每 个 产业 部 门 的 产 出 不 少 于 (而 不 
是 等 于 ) 对 它 的 总 需求 即 可 。 因 此 ,把 (20.20) 变 为 下 述 不 等 式 是 
可 以 的 : 

(I—-A)z 宇 d 
但 为 了 防止 不 必要 的 过 剩 产 出 ( 即 防止 之 号 中 > 部 分 “失去 控 
制 ”) ,我 们 应 对 这 个 不 等 式 附 上 某 种 极 小 化 的 要 求 。 例 如 ,假定 劳 
动 是 仅 有 的 原始 投入 ,我 们 可 设法 使 生产 上 述 产 出 所 要 求 的 总 劳 711 
动 投入 为 极 小 , 即 我 们 尽力 使 : 
之 1 
L = Dy avr, = [al ap * an] 和 = A’z 

极 小 化 。 其 中 工 表示 所 需要 的 总 劳动 ,A'o 表示 劳动 一 投入 系数 
的 行 向 量 。 此 外 , 因 产 出 水 平 x; 决 不 为 负 , 施 加 限制 条 件 z 之 0 
也 是 合理 的 。 为 此 ,投入 一 产 出 模型 (20.20) 可 以 用 等 价 的 数学 形 
式 重 新 表述 如 下 : 


Min. L=A',r (20. 22) 
S.t. (I—-A)zx 宇 a 
且 工 之 0 


读者 会 认 出 ,这 只 不 过 是 标准 的 线性 规划 而 已 。 
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解 法 


线性 规划 (20.22) 有 两 种 解法 。 一 种 解法 是 按 水 平方 向 读 出 
n 个 约 东 条 件 ,而 另 一 种 解法 则 是 按 纵向 读 出 约束 条 件 。 

按 水 平方 向 读 出 约束 条 件 时 ,n 个 约 东 条 件 产生 ”个 闭 半空 
间 ,与 非 负 限 制 一 起 ,在 非 负 的 正 交 分 划 体 中 确定 可 行 区 域 (本 
集 )。 另 一 方面 ,目标 函数 生成 一 族 等 劳动 超 平面 。 求 出 最 优 解 就 
是 在 可 行 区 域内 选 定 这 样 一 点 ,使 该 点 位 于 值 最 小 的 等 劳动 超 
平面 上 。 但 该 点 ( 工 ) 必 然 是 (20.21) 中 所 给 出 的 一 点 。 因 为 如 果 
劳动 是 生产 每 种 商品 必 不 可 少 的 投入 ,所 以 ,劳动 需求 最 小 的 产 出 
向 量 必然 是 这 样 的 向 量 : 它 不 含 超过 总 需求 的 过 剩 产 出 , 即 最 优 产 
出 向 量 必然 是 元 =(T- A) -1d, 这 是 一 般 的 投入 一 产 出 模型 的 
解 。 注 意 ,在 这 种 情况 下 ,所 有 约束 条 件 都 是 满足 的 。 产 生 这 个 结 
果 的 原因 在 于 ,本 问题 的 选择 变量 的 个 数 与 约束 条 件 的 个 数 相等 。 

现在 我 们 按 纵向 读 出 约束 条 件 。 因 为 矩阵 (TI- A) 由 下 列 
个 向 量 





1 al 012 dln 


~ 21 ] 一 22 U2n 


”Cai Can2 1 — a 
所 组 成 ,所 以 ,我 们 可 以 在 n 一 空间 将 其 绘 成 活动 向 量 。 准 确 地 
712 说 ,我们 应 在 最 终 需 求 空间 (第 ) 个 轴 表 示 对 zi 的 最 终 需 求 ) 中 将 
其 绘 出 一 一 就 像 (20.13) 中 的 活动 向 量 应 在 投入 空间 (KL 空间 ) 
绘 出 一 样 。 然 后 ,通过 一 组 非 负 系 数 zj,…，,xz 将 这 些 向 量 线性 
组 合 起 来 ,所 有 这 些 非 负 组 合 的 集合 呈 凸 多 面 锥 的 形式 一 它 是 
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n 维 的 ,与 图 20.4 中 遇 到 的 点 锥 面相 类 似 。 在 图 20.5 中 对 n=3 
的 情况 给 出 对 这 种 锥 面 的 直观 图 像 。 如 果 三 个 入 号 确定 三 个 向 
量 ,那么 三 个 向 量 中 任意 两 个 的 所 有 非 负 组 合 ( 由 平行 四 边 形 确 
定 ) 的 集合 组 成 了 像 F 和 F; 这 样 平 直 的 三 角形 曲面 ,它们 是 2 
维 的 , 且 类 似 于 图 20.4 中 的 凸 锥 面 。 如 果 我 们 进一步 作出 下 | 和 
F;， 上 点 的 所 有 可 能 的 非 负 组合 ,我 们 也 能 填 满 由 面 Fl 和 下 和 
F3;( 藏 在 背后 ) 所 围 成 的 空间 。 于 是 ,这 三 个 已 知 向 量 非 负 组 合 的 
实体 是 那些 位 于 图 20.5 中 形似 角 锥 体 的 界面 或 位 于 其 内 部 的 操 
的 集合 这 个 锥 体 像 Fi 和 下; 一 样 ,被 假定 为 始终 向 外 延伸 。 这 个 
锥 体 构成 了 一 个 凸 多 面 锥 体 (-- 个 凸 集 ) ,由 Fi 、F, 和 下 表示 的 
面 称 为 锥 体 的 面 或 小 平面 。 

尽管 在 图 20.5 中 所 绘 出 的 直观 凸 多 面 锥 体 完 全 在 非 负 的 正 


对 xs 的 最 终 需 求 


对 xz 的 最 
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713 交 分 划 体 中 ,但 在 投入 一 产 出 线性 规划 中 ,情况 则 不 是 这 样 。 在 三 
个 产业 部 门 的 模型 中 ,约束 条 件 取 下 列 形 式 : 
1 一 all ~ 12 ~ Q13 di1| 


aulzxzit+ |l1- a |x;+ 一 a231xX3 守 | d; 





~ G31 ”432 1 一 &33 03- 
(20.23) 
因为 所 有 系数 a 或 者 为 正 ,或 者 零 , 所 以 三 个 活动 向 量 的 元 素 (在 
非 符 的 情况 下 ) 加 上 符号 应 为 : 
向 量 1 向 量 2 向 量 3 


十 


十 




















+. 
由 于 向 量 中 出 现 负 元 素 , 活 动向 量 必 须 位 于 非 负 正 交 分 割 体 的 外 
面 。 图 20.64 中 给 出 一 个 3 维 空间 的 俯视 图 。 例 如 ,在 这 个 图 中 
看 到 射线 1 在 zi 方向 为 正 , 但 在 r; 方向 为 负 ; 实 际 上 在 zs 方向 
上 也 是 负 , 即 它 远 离 我 们 的 视点 延伸 。 对 射线 2 也 可 作 类 似 解释 。 
在 图 20.68 的 3 维 空间 中 绘 出 其 图 形 时 ,这 些 射 线 必 然 会 产生 一 
个 包含 非 负 正 交 分 割 体 的 凸 多 面 锥 体 。 这 与 图 20.5 中 的 情况 恰 
好 相反 。 

714 我 们 现在 已 把 (20.23) 左 边 的 三 个 向 量 的 非 负 组 合 解释 为 对 
应 于 凸 多 面 锥 体 中 的 点 。 我 们 如 何 解 释 剩 下 的 表达 式 衬 d 呢 ? 坐 
标 为 (di ，cz，cds) 的 向 量 点 gd 直接 位 于 图 20.7 中 基 平 面 点 (di， 
di, 0) 的 正方 上 。 当 第 ; 种 商品 的 需求 不 少 于 具体 数量 d;(j= 1,2， 


3) 的 条 件 满 足 时 ,表示 之 d 确定 最 终 需求 空间 一 个 子 集 。 如 果 我 们 
938 
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射线 2 





图 20.6 
取 点 4d 作为 新 原点 ,平行 于 原 坐 标 轴 绘 出 三 根 新 轴 ( 见 箭头 ), 那 么 
提 到 的 子 集 对 于 a 点 的 关系 与 非 负 正 交 分 割 体 对 原点 是 一 样 的 。 
由 于 它 看 起 来 像 房子 上 层 的 房间 ,所 以 ,我 们 称 其 为 阁楼 d。 

从 整体 上 考察 (20.23) ,要 求 我 们 把 注意 力 集 中 在 凸 多 面 锥 体 
中 位 于 阁楼 4 的 那些 点 上 ,但 因为 阁楼 4 是 非 负 正 交 分 划 体 的 子 
集 ,因此 ,是 锥 体 的 子 集 ,这 表明 需 考 虑 的 只 有 阁楼 4。 

当 工 仍 在 阁楼 4 上 ,线性 规划 的 目标 就 是 使 工 极 小 化 , 即 从 
等 劳动 平面 (或 更 准确 地 说 等 劳动 平面 部 分 ) 族 中 选取 与 阁楼 d 
有 一 公共 点 的 最 底 平面 。 因 这 样 的 平面 部 分 (plane segment) 都 平 
行 ,其 典型 形状 似 图 20.7 中 由 阴影 构成 的 三 角形 ( 见 练 习 19.4 第 
4 题 ), 所 以 最 优 的 一 个 平面 部 分 是 在 点 d 与 阁楼 a 接触 的 那个 平 
面部 分 。 因 此 约束 条 件 (20.23) 在 最 优 的 情况 下 ,将 是 严格 等 式 ， 
这 又 使 我 们 回 到 公式 (20.20) ,得 到 与 (20.21) 相 同 的 解 。 
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图 20.7 


715 练习 20.4 


1 文中 所 讨论 的 投入 一 产 出 模型 中 ,劳动 利用 没有 加 以 限制 。 如 果 现 
有 的 劳动 仅 有 限 的 数量 工 ,, 对 模型 应 施加 什么 额外 的 约束 条件? 分别 用 符 
号 与 向 量 符号 写 出 来 。 

2 原点 是 一 锥 体 元 素 ( 称 为 锥 体 的 顶点 ) ,从 活动 分 析 的 观点 的 解释 为 
什么 应 是 这 种 情况 ? 

3 已 知 三 个 向 量 [] ,| 21 | 和 | 
生成 的 锥 面 。 

4 (a) 对 图 20.7 中 所 示 的 形似 三 角形 的 等 劳动 平面 部 分 给 出 解释 ( 提 


示 : 回 顾 对 图 20.3 中 等 产量 曲线 结构 的 讨论 )。 
《8) 等 劳动 平面 部 分 为 什么 都 平行 ? 


3 


| | , 试 绘 出 由 这 些 向 量 的 非 负 组 合 所 
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第 21 革 非 线性 规划 


前 两 章 所 讨论 的 线性 规划 ,就 实际 价值 而 言 ,显然 是 对 古典 的 ?716 
最 优化 结构 的 一 个 很 大 的 改进 ,因为 约束 作为 不 等 式 出 现 ,现在 已 
成 为 线性 规划 问题 的 组 成 部 分 。 因 此 ,在 线性 规划 问题 中 我 们 也 
能 明确 地 引入 非 负 限制 。 但 是 ,把 目标 函数 和 约束 条 件 限 定 为 线 
性 模式 ,有 时 候 会 变 成 一 种 严重 的 缺陷 。 因 此 ,作为 进一步 的 改 
进 ,我 们 需要 一 种 既 可 以 处 理 非 线性 县 标 函 数 ,也 能 处 理 非 线 性 不 
等 式 约束 的 最 优化 结构 。 这 样 的 结构 可 从 非 线性 规划 中 找到 。 


21.1 非 线 性 规划 的 性 质 


非 线 性 规划 的 极 大 化 问题 具有 下 述 一 般 形式 : 


Max. T= f(xi,X,*, xn) 


s.t. gl(x1, TI """), Zn) sri 
g2(ziyz ,TR 
g™” (X11 Za Er 
日 ZiP0O (j=1,2,.…,n) (21.1) 


用 不 带 下 标的 符号 x 表示 选择 变量 的 有 序 nn 元 素 组 时 ,可 以 把 717 
(21.1) 更 简洁 地 写成 : 
Max. r= f(x) 
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s.t. g (zr)<r; (i1=1,2,.…,7) 

且 tr 宇 0 (21.1 ) 
同样 , 极 小 化 问题 也 可 写成 如 下 形式 : 

Min. C= f(x, x ,°° ,Tr,) 


S.t. gT( 1， Z2， pz) 之 7 
g (zi, TIT2,""' ,Tn ) Tr? 
g” (zl1yZ2， Tn) rm 
且 ziP0 (j=1,2,.…,n) (21.2) 
或 更 简洁 地 写成 
Min. C= f(x) 
s.t. g' (x)r(i=1,2,.…,m) (21.2”) 
且 工 之 0 


根据 上 述 内 容 , 显 然 可 以 知道 , 非 线性 规划 也 同 线性 规划 一 样 ,由 
三 部 分 组 成 :目标 肾 数 ,一 组 (m 个 ) 约 束 条 件 和 2” 个 选择 变量 的 
一 组 非 负 限制 。 同 在 线性 规划 中 一 样 ,m 可 大 于 ,等 于 或 小 于 n。 
非 线性 规划 问题 中 的 所 有 函数 f(z) 和 g'(zz) 都 假定 为 可 微 。 还 
要 注意 ,为 了 与 前 面 讨 论 的 线性 规划 一 致 ,我 们 在 极 大 化 问题 中 仅 
采用 所 型 的 不 等 式 约 东 ,在 极 小 化 的 问题 中 仅 采 用 之 型 的 不 等 式 
的 约束 。 当 出 现 类 型 相反 的 不 等 式 约束 时 ,在 不 等 式 两 边 通 乘 
-1, 便 可 以 很 容易 地 将 其 变 成 上 述 类 型 的 约束 。 

以 (21.1) 和 (21.2) 给 出 的 公式 ,显然 是 本 书馆 今 为 止 所 见 到 
的 最 一 般 形 式 的 最 优化 问题 。 因 此 ,它们 包含 了 前 面 所 讨论 的 各 
种 最 优化 问题 。 显 然 ,线性 规划 是 它 的 特殊 情况 。 如 果 我 们 仅 考 


察 目 标 函 数 ,就 得 到 自由 极 值 问题 。 最 后 ,如 果 把 用 严格 不 等 式 形 
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式 表 示 的 约束 条件 部 分 加 入 目标 函数 , 且 mn ,又 得 到 古典 约束 
最 优化 问题 ,2 


经 济 学 中 的 非 线 性 问题 


在 经 济 学 中 , 非 线 性 的 问题 可 能 以 各 种 形式 产生 。 在 线性 规 
划 的 生产 问题 中 ,我 们 假设 每 种 产品 的 单位 总 利润 是 常数 。 但 它 
完全 可 能 是 产 出 水 平 的 递减 函数 。 这 既 可 能 是 因为 大 量 的 产品 会 
使 市 场 价格 (平均 收益 ) 跌 落 ,也 可 能 是 因为 增加 生产 使 产品 的 平 
均 可 变 成 本 上 升 。 如 果 是 这 样 的 话 ,线性 目标 函数 x = cz +…+ 
cz, 必然 为 非 线性 形式 ,例如 ,r= ci(zi)zi+…+c(z)z, 所 
代替 ,其 中 c (zi) 表 示 变 量 zx 的 递减 函数 。 

类 似 地 ,在 约束 条 件 中 ,生产 产品 ) 对 第 i 种 资源 的 投入 需 
求 ,可 能 随 产品 j 的 产 出 水 平 而 递减 。 例 如 ,可 以 想象 ,后 期 的 产 
品 生产 比 开始 时 速度 要 快 得 多 ,因而 每 个 后 继 的 单位 产 出 所 花费 
的 机 时 要 少 得 多 。 当 然 ,这 就 破坏 了 线性 规划 中 系数 a 为 常数 的 
假定 ,也 可 能 系数 w 不 仅 依赖 于 产品 j 的 产 出 水 平 ,而 且 还 依赖 
于 另 一 种 产品 的 产 出 水 平 。 因 而 ,在 约束 条 件 部 分 就 会 出 现 包 
含 两 个 变量 zx; 和 zs 乘积 的 项 。 于 是 ,又 将 失去 线性 性 质 。 

当 上 面 所 说 明 的 经 济 情况 在 我 们 所 研究 的 问题 中 出 现时 ,以 
非 线 性 的 表达 式 表 示 比 用 线性 方式 表示 总 是 更 恰当 一 些 。 遗 憾 的 


中 ”实际 上 , 非 线 性 规划 和 古典 最 优化 之 间 的 联系 , 比 刚才 简单 说 明 的 更 为 密切 。 
如 果 想 要 知道 这 种 联系 ,我 们 可 采取 下 述 两 个 步 又 把 非 线 性 规划 问题 变 成 古典 最 优化 
问题 :(1) 引 进 mx 个 虚拟 变 量 ,把 不 等 式 约束 变 成 等 式 约束 。(2) 把 n 个 选择 变量 和 
个 虚拟 变量 中 的 每 个 变量 看 作 一 个 新 人 工 变量 的 平方 ,以 保证 非 负 性 。( 见 练习 21. 
1 一 6 
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是 ,线性 规划 的 很 多 方便 的 特性 ,在 那 时 就 不 适用 了 。 可 用 一 些 简 
单 的 非 线 性 规划 例子 来 说 明 这 个 事实 ,这 些 例 子 都 可 用 图 解法 求 
解 。 


图 解法 


这 里 我 们 介绍 三 个 具体 例子 ,每 个 例子 都 因 具 有 区 别 非 线 性 
规划 与 线性 规划 之 间 的 某 些 特性 而 受到 人 们 的 注意 。 
例 1 Min. C=(zr1-4) +(zr,—4) 


S,.t., 2 并 1 十 37zy 之 6 
一 3>1 一 2 之 一 12 
和 X71, X20 


因为 这 个 问题 的 约束 条 件 是 线性 的 ,可 行 区 域 的 形状 确实 与 线性 
规划 有 根本 的 不 同 。 如 图 21.14 中 的 阴影 区 域 所 示 ,由 第 一 个 约 


| 





图 21.1 
?719 束 条 件 可 得 到 可 行 区 域 的 西南 边界 ,由 第 二 个 约束 条 件 可 得 到 其 
东北 边界 。 因 为 目标 函数 是 非 线 性 的 , 它 不 能 产生 一 族 平行 的 等 
值 直 线 ,得 到 的 是 一 族 同心 圆 ,其 圆心 在 点 (4,4) ,每 个 相继 变 小 的 
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圆 都 与 较 小 的 C 值 相 联系 。 当 然 , 在 目 由 极 值 的 问题 中 ,我 们 可 
选 点 (zi，z2)=(4,4) 得 到 极 小 值 C=0。 但 要 限制 在 阴影 区 域 


上 ,只 好 选 点 (二 , 工 )) = (2 友 ， 2 访 ) ,该 点 是 东北 边界 与 某 一 加 


、 srD 之 _ 12 10_ /2_4l2 
的 切 点 。 则 C 的 极 小 值 为 G = (2 号 -4)2+ (2 坦 ~4)?=4 抱 。 


虽然 z/ 和 z, 的 精确 值 是 以 几何 上 的 切 点 为 基础 的 ,但 也 可 以 
通过 代数 方法 求 出 。 首 先 , 因 最 优 解 位 于 东北 边界 上 , 它 必 满 足 方 
程 

3xzxi+2zr=12 [由 第 二 个 约束 条 件 ] 
其 次 ,与 边界 相 切 的 圆 在 切 点 必 与 此 边界 有 相等 的 斜率 , 即 -3/2。 
又 因 该 圆 的 斜率 是 [对 方程 FFCziyzz)=(zl 一 4) +(za 一 4) 
一 C=0 使 用 隐 和 函数 法 则 |]: 
cz， BFAazi 2(x1 — 4) Zi 一 4 


dz Far， 2(xz -4) x,-4 
可 见 , 令 其 等 于 -3 ,我 们 得 到 另 一 方程 
2 并 | 一 37， 一 一 才 








联 立 解 这 两 个 方程 , 便 得 到 最 优 值 (z1，z2) = (2 训 , 2 所 )。 

这 里 要 注意 ,正如 我 们 在 线性 规划 中 所 预期 的 那样 ,最 优 角 
不 在 可 行 区 域 的 极点 上 。 因 而 ,我们 看 到 只 有 一 个 而 不 是 两 个 约 
束 条 件 被 满足 。 还 要 注意 , 当 沿 东北 方向 接近 点 (4,4) 时 ,最 初 使 
C 递减 。 然 而 继续 沿 同一 方向 移动 ,越过 这 一 点 时 , 便 会 得 到 较 
大 的 C 值 。 这 样 ,再 也 没有 理由 像 在 线性 规划 中 那样 , 沿 某 个 单 
一 的 特定 方向 尽 可 能 远 地 移 动 等 值 曲线 得 到 极 值 解 了 。 

例 2 Min， C=(zli-4)+(x 一 人) 
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-2x2 宇 -11 
且 ziyZz2 之 0 
本 例 与 上 题 的 区 别 仅 在 于 约束 条 件 部 分 有 所 不 同 。 考 虑 到 它 是 线 
性 约 东 ,可行 区 域 又 是 实心 多 边 形 , 但 对 于 等 值 圆 来 说 ,这 种 新 的 
几何 位 置 会 产生 一 个 新 的 结果 。 正 如 图 21.12 所 说 明 的 那样 , 自 
由 极 小 值 解 点 (4,4) 这 时 在 可 行 集 之 内 ,因而 就 在 这 一 点 找到 了 约 
束 最 优 解 , 且 有 C=0。 因 此 ,本 例 中 的 最 优 解 其 至 不 在 可 行 区 域 
的 边界 上 ,因而 最 优 解 一 个 约束 条 件 也 不 满足 。 与 线性 规划 的 情 
况 相 反 ,现在 再 也 不 可 能 把 选择 区 域 缩小 到 可 行 区 域 的 极点 集合 
了 。 
例 3 Max. AXA=27X1+ > 


Ss.t, — Xi+47x1 一 <0 
2 并 1 十 37x; 夺 12 
且 之 1 9 Z27 之 0 


在 本 例 中 , 非 线 性 通过 第 一 个 约束 条 件 进 和 人 模型。 把 它 改 写成 
ZX2 之 一 xX?+4x1, 此 处 右边 表达 式 为 zi 的 二 次 函数 ,我 们 看 到 这 
个 约 东 条 件 要 求 我 们 只 选择 图 21.2 所 示 的 抛物 线 上 或 其 上 方 的 
点 。 另 一 方面 ,第 二 个 约束 条 件 要 求 所 求 的 点 位 于 斜率 为 负 的 直 
线 上 或 其 下 方 。 因 此 ,可 行 区 域 总 共 由 不 相交 的 两 部 分 Fl 和 下 ， 
所 组 成 。 所 以 ,在 这 种 情况 下 可 行 区 域 甚至 不 是 一 个 凸 集 ! 

由 线性 目标 函数 ,我 们 得 到 一 族 线 性 等 值 曲 线 。 就 | 而 言 ， 
在 点 PP 得 出 x 的 最 大 值 ,但 因 F, 也 是 可 行 区 域 ,点 P 只 能 称 为 局 
部 最 优 值 , 不 是 整体 最 优 值 。 事实 上 ,选择 下 中 任意 一 点 均 比 点 
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2x1 + 3x2 = 12 


图 21.2 
P 者 要好。 这 足以 说 明 : 当 可 行 集 不 是 凸 集 时 ,就 不 满足 整体 性 定 
理 (19.3 节 ) 的 充分 条 件 。 因 此 ,局 部 最 优 值 不 一 乍 是 整体 最 优 
值 。 


总 之 , 非 线 性 规划 与 线性 规划 的 不 同 之 处 至 省 有 下 列 五 个 方 
面 ,其 中 有 些 是 彼此 密切 相关 的 : (1) 选 择 范 围 扩充 到 整个 可 行 区 
域 , 不 只 是 极点 的 集合 ;(2) 所 满足 的 约束 条 件 ( 和 非 负 限制 ) 的 个 
数 不 一 定 恰好 等 于 选择 变量 的 个 数 ; (3) 沿 着 不 变 方向 移动 ,不 721 
一 征 能 得 到 目标 函数 连续 的 递增 (递减 ) 值 ;(4) 可 行 区 域 可 能 不 
是 凸 集 ;(5) 局 部 最 优 值 可 能 不 是 整体 最 优 值 。 由 于 这 些 差别 , 适 
用 于 线性 规划 的 解法 ,在 非 线 性 的 结构 中 ,在 很 大 程度 上 已 不 适用 
了 ,需要 新 的 解法 。 但 在 本 章 我 们 的 注意 力主 要 不 是 集中 在 解 的 
算法 上 ( 它 往 往 比 较 复杂 ,需要 专门 研究 ), 而 是 集中 在 某 些 分 析 结 


构 ( 必 要 条 件 和 充分 条 件 ) 上。 这 些 结果 提供 最 优 解 的 定性 特征 而 
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不 是 定量 解 的 本 身 。 


练习 21.1 


用 图 解法 解 下 列 三 个 非 线性 规划 问题 。 在 每 种 情况 下 , 求 出 具体 值 云 |! 和 


工 21 

1 Min.  C=z1T+ 工 5 
Ss. +t. Z1Z2 之 2 
且 zx1i， TX; 这 0 

2 Max. x=x?+(zx,—2)” 
S.t, Srit+ 3x;E15 
且 Z1，Z2 之 0 

3 Mn. C=x+x, 


Ss.1., 2 二 之 7 之 9 
一 立 1 工 ?7 之 8 
且 : XxX1， X20 


4 某 三 对 其 第 一 种 产品 的 需求 阻 数 为 线性 需求 函数 zl = a 一 bP1, 对 第 
二 种 产品 的 线性 需求 函数 为 x,=c 一 dP;。 如 果 这 两 种 产品 的 平均 可 变 成 本 
分 别 为 V1= m+ zi 和 V=72+z, 求 其 总 利润 目标 函数 。 

5 文中 例 1 和 例 2 的 目标 项 数 C=(zt 一 4) +(za-4) ,在 zizz 平 面 
中 生成 一 族 同 心 圆 。 如 果 我 们 引进 第 三 个 维度 C, 垂 直 于 ziz; 平面 ,那么 
目标 函数 将 产生 何 类 型 的 曲面 ? 

6 把 练习 21.1-1 的 非 线性 规划 用 下 列 方法 变 成 等 价 的 古典 约束 最 优 
化 问题 :(1) 使 用 虚拟 变量 s,(2) 把 zi,zz 和 s 分 别 表示 成 另外 三 个 变量 v ， 
v 和 w 的 平方 。 用 古典 方法 解 这 个 问题 ,并 将 其 解 与 前 面 得 到 的 图 解 进 行 
比较 。 
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21.2 库 恩 一 塔 克 条 件 


在 古典 最 优化 问题 中 ,对 选择 变量 的 符号 没有 明显 的 限制 , 且 
约束 条 件 中 也 没有 出 现 不 等 式 。 相 对 或 局 部 极 值 的 一 阶 条 件 就 是 
目标 函数 对 所 有 选择 变量 及 拉 格 朗 日 乘 数 的 一 阶 偏 导数 等 于 零 。 
在 非 线性 规划 中 存在 类 似 的 一 阶 条 件 ,通称 为 库 恩 一 塔 克 条 件 
(the Kuhn 一 Tucker conditions )2。 正 如 我 们 将 看 到 的 ,虽然 古典 
的 一 阶 条 件 总 是 必要 条 件 , 但 库 恩 一 塔 克 条 件 不 一 定 是 必要 条 件 ， 
除非 满足 某 些 附加 条 件 。 另 一 方面 ,在 某 些 特殊 情况 下 , 库 恩 一 塔 
克 条 件 会 变 成 充分 条 件 ,甚至 会 变 成 充分 必要 条 件 。 

因为 库 恩 一 塔 克 条 件 是 非 线 性 规划 中 人 唯一 最 重要 的 分 析 结 
果 , 所 以 适当 地 了 解 这 些 条 件 及 其 含义 是 必要 的 。 为 了 便于 说 明 ， 


我 们 分 两 步 推 出 这 些 条 件 。 
非 负 限制 的 作用 


第 一 步 ,我 们 考察 具有 非 负 限制 但 没有 其 他 约束 条 件 的 问题 。 
考察 单 变 量 的 情况 ,得 到 

Max. x=f(xi) 

s.t. Z1 之 (0 
其 中 假设 /是 可 微 函 数 。 由 于 zi 实 0 的 限制 ,产生 下 面 三 种 可 能 
的 情况 。 第 一 ,如 果 x 的 局 部 极 大 值 出 现在 图 21.3 中 的 阴影 可 行 723 


DD H.W. 库 恩 和 A.W. 塔 克 :《 非 线性 规划 》, 收 集 在 J. 内 曼 (J. Neyman) 主 编 的 关 
于 数理 统计 和 概率 论 的 第 二 次 伯克利 (Berkitey) 专 题 讨 论 会 论文 集中 ,加 利 福 尼 亚 大 学 
出 版 社 ,1951 年 ,第 481 一 -492 页 。 
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w= f(x1) n=) 





(b) 


图 21.3 
区 域内 部 ,例如 ,出 现在 图 a 中 的 A 点 ,那么 得 到 一 个 内 解 (inte- 


rior solution )。 在 这 种 情况 下 ,一 阶 条 件 是 dx /dzxij = 了 f(zi)=0， 
这 同 古 典 问题 中 的 一 阶 条 件 是 一 样 的 。 第 二 ,局 部 极 大 值 也 可 能 
出 现在 纵 轴 上 ,如 图 5 中 点 B 所 说 明 的 情况 。 这 里 zi =0。 即 使 
在 得 到 边界 解 的 第 二 种 情况 下 ,一 阶 条 件 f(zx1) =0 仍然 成 立 。 
作为 第 三 种 可 能 性 ,局 部 极 大 值 这 时 可 在 图 c 中 点 C 或 点 DD 达 
到 。 因 为 作为 规划 问题 (21.3) 局 部 极 大 值 点 的 候选 点 , 仅 须 高 于 
可 行 区 域内 邻近 的 点 。 考 虑 到 最 后 一 种 可 能 性 , 像 (21.3) 这 类 问 
题 极 大 值 点 的 特征 ,不 仅 由 方程 f(xz1)=0, 而 且 由 不 等 式 广 (zl) 
<0 来 表示 。 男 一 方面 要 注意 ,方向 相反 的 不 等 式 确 实 被 排除 了 ， 
因为 在 向 上 倾斜 的 曲线 上 的 点 ,根本 不 能 得 到 极 大 值 ,即使 该 点 像 
a 中 的 点 五 那样 ,位 于 纵 轴 上 ,也 是 一 样 的 。 
上 面 的 讨论 的 要 点 是 :在 问题 (21.3) 中 为 使 r 在 值 zi 处 得 到 
局 部 极 大 值 , 必 满 足下 列 三 个 条 件 之 一 : 
f(zi)=0 和 xz>0 [点 4] (21.4) 
f(zi)=0 和 zi=0 [点 B] (21.5) 
F(zi)<0 和 zi=0 [点 C 和 DD] (21.6) 
实际 上 ,这 三 个 条 件 可 合并 一 : 
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大 (zh) 委 0 TI 宇 0 和 zf(x)=0 (21.7) 
(21.7) 中 第 一 个 不 等 式 概括 了 列 在 (21.4) 到 (21.6) 中 的 关于 
广 (zi) 的 情况 。 第 二 个 不 等 式 对 zi 作 类 似 的 归纳 。 事 实 上 , 它 
仅 是 非 负 限制 的 重 述 。(21.7) 的 第 三 部 分 是 一 个 方程 , 它 表 示 了 
(21.4),(21.S$) 以 及 (21.6) 共 则 的 特征 , 即 两 个 量 zl 与 让 (zli) 中 ?724 
至 少 有 一 个 必 取 零 值 ,从 而 使 其 积 为 零 。(21.7) 的 三 部 分 构成 了 
选择 变量 为 非 负 的 问题 的 局 部 极 大 值 的 一 阶 必要 条 件 。 但 是 深入 
一 步 ,也 可 将 其 视 为 整体 极 大 值 的 必要 条 件 。 这 是 因为 整体 极 大 
值 必须 也 是 局 部 极 大 值 ,因此 也 必 满 足 局 部 极 大 值 的 必要 条 件 。 
当 含有 n 个 选择 变量 时 ,问题 变 为 ; 
Max. x= f(ri, x2,°"*, Tn) (21.8) 
s.t. Zi 人 0 (j=1,2,°" ,nn) 
同样 ,古典 一 阶 条 件 及 = f= …= f=0 必需 作 类 似 的 修改 。 为 
此 ,我 们 可 把 (21.7) 所 依赖 的 推理 逐个 应 用 到 每 一 个 选择 变量 z 
上 。 在 图 形 上 ,这 就 相当 于 把 图 21.3 中 的 横 轴 依次 看 成 表示 每 个 
zio 这 样 , 容 易 知道 所 要 求 的 修正 的 一 阶 条 件 为 ; 
fa<0 zw0 和 zf =0(7=1,2,.,n) 
(21.9) 
其 中 ,f, 是 和 偏 导数 Ox /Ox;。 


不 等 式 约束 的 作用 


有 了 这 些 基本 知识 ,现在 进行 第 二 步 ,力图 同时 包含 不 等 式 约 
束 。 为 简单 起 见 ,首先 讨论 含 三 个 选择 变量 (n = 3) 和 两 个 约束 
(m=2) 条 件 的 问题 : 
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Max. x= zliy zz，Zz3) 
s.t. gi(xi, X27, XT3) Er (21.10) 


g (ri, T,X3)Er, 


且 Zl1，Z2，Z3 之 0 

利用 两 个 虚拟 变量 ;| 和 s,, 可 把 上 述 问题 转化 为 等 价 的 形式 : 
Max. x= f(ri,r,X3) 
s.t. gi (xisT2, XT3) + si=7) (21.10”) 


g (zl1,Z2，73) 二 32 二 7 
且 T1972, T7351, 52>0 
725 如 果 没 有 非 负 约束 ,与 古典 解法 一 样 ,作出 拉 格 朗 日 函数 (用 
y 而 不 用 入 表示 拉 格 朗 日 乘 数 ): 
2 = f(zi,z2,T3) + ylri~ g (zz ras) 一 Si] 
+ yalr2 — g (zlyz2yz3) — 52] (21.11) 
号 出 一 阶 条 件 为 : 
92* _92° az az _32* az _a2° ， 
az ai dr3 Bs Bs na ay 
但 因为 变量 x; 和 ;s; 确实 必须 为 非 负 ,所 以 ,对 于 这 些 变量 的 一 阶 
条 件 应 按照 (21.9) 加 以 修正 。 结 果 ,我 们 得 到 如 下 一 组 条 件 : 











3Z* a2_ - 

3 < 0 和 za -0 

OZ OZ 

Gr <0 5>0 和 sa =0 (21.12) 
z 二 1 ,2 

OZ -0 和 | 

Oy:; J 一 1,2,3 


注意 ,导致 92” /9y; 确实 仍 被 确定 为 零 。( 为 什么 ?) 
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(21.12) 的 各 行 与 不 同类 型 的 变量 相 联 系 。 但 我 们 可 把 后 两 
行 合并 ,并 在 合并 过 程 中 由 一 阶 条 件 消去 蜡 拟 变量 %。 由 于 aZ* = 
9s; = -区 ,由 第 二 行 可 知 , 必 有 - ws0，s2>0 和 一 sy =0 或 等 价 地 


5 之 10 y 宇 0 和 ys =0 (21.13) 
但 第 三 行 [(21.10') 中 约 东 条 件 的 复述 ] 意 味 着 
j= ri g(r1,r2, 73)o 


因此 ,把 它 代入 (21.13), 可 把 (21.12) 的 第 二 和 第 三 行 合 并 为 : 
ri g' (r,sT2sT3) 守 0 y 宇 0 
和 ylr g(x,r2,T3)] = 0 
这 使 我 们 不 用 虚拟 变量 把 一 阶 条 件 (21.12) 用 等 价 的 形式 表示 出 
来 。 用 符号 g; 表示 Bg’ /Gzx; ,现在 可 写成 


DZ DZ 
3 二 = fj-(ygtywa)<0 zr>0 和 x 3 








=0 


ri— g(risT2s23)0y0 和 ylr ~ g(ri,zra,xz3)] = 0 
(21.14) 

这 是 问题 (21.10) 的 库 恩 一 塔 克 条 件 , 或 更 准确 地 说 , 它 是 库 恩 一 
塔 克 条 件 的 一 种 形式 ,这 种 形式 是 用 (21.11) 中 的 拉 格 朗 日 函数 
Z ”表示 的 。 

尽管 也 有 可 能 使 用 不 同 的 拉 格 朗 日 函数 更 直接 提 到 同样 的 一 
组 条 件 ,但 现在 我 们 还 是 知道 了 这 个 结果 。 假 设 规划 问题 是 (21. 726 
10) ,我 们 忽略 非 负 限制 和 约束 中 的 不 等 式 , 写 出 拉 格 朗 日 函数 Z 
的 纯 上 古典 形式 : 

Z = f(ri, ra, TX3) + ylri~ g' (zx1, r2, x3)] 


+ yalr»> — g (zizayz3)] (21.15) 
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则 我 们 (1) 规 定 偏 导数 3Z /azi 委 0, 但 aZ /Oy; 宇 0; (2) 对 zi 和 六 加 
上 非 负 限 制 ;(3) 要 求 每 个 变量 和 Z 对 该 变量 的 偏 导 数 之 间 有 互 
补 松弛 关系 , 即 要 求 它们 的 积 为 零 。 因 这 两 步 的 结果 , 即 





OZ OZ 
OZ OZ 
By. = r; 一 eziyzzz3) 之 0 y, 宇 0 和 Yi gy = 0 


(21.16) 
与 (21.14) 是 一 致 的 ,所 以 库 轴 一 塔 克 条 件 也 可 用 拉 格 朗 日 函数 Z 
(与 Z 对 比 ) 来 表示 。 注 意 , 从 Z* 转 到 Z 时 ,我 们 不 仅 更 直接 地 
得 到 库 恩 一 塔 克 条 件 ,而 且 使 表达 式 rm 一 gi(z1,zx2,x3)[ 在 (21. 
14) 中 没有 命名 的 部 分 ] 等 于 偏 导数 。 因 此 ,在 下 面 的 讨论 中 我 们 
只 使 用 建立 在 拉 格 朗 日 函数 Z 基础 上 的 库 恩 一 塔 克 条 件 的 
(21.16) 形 式 。 


库 恩 一 塔 克 条 件 的 解释 


库 恩 一 塔 克 条 件 (21.16) 中 的 一 部 分 仅 是 给 定 问题 中 某 些 方 
面 的 重 述 。 例 如 ,条 件 zx, 之 0 仅 是 非 负 限制 的 复述 ,条 件 32 /By 之 
0 仅 是 约束 条 件 的 重复 。 但 将 其 包含 (21.16) 中 ,对 于 更 明确 地 揭 
示 两 种 变量 zj( 选 择 变量 ) 与 %( 拉 格 朗 日 乘 数 ) 之 间 值 得 关注 的 
对 称 性 非常 有 利 。 每 一 类 型 的 各 个 变量 都 有 最 优 解 满足 对 应 的 边 
际 条 件 (3Z /Qj 过 0 或 a2 /Dy; 宇 0)。 每 个 变量 也 必 为 非 负 。 最 后 ， 
每 个 变量 都 具有 与 拉 格 朗 日 函数 Z 的 某 个 特定 偏 导数 具有 互补 
松弛 性 的 特征 。 这 表明 ,对 每 个 xz,, 在 最 优 解 的 情况 下 必 有 :或 者 
边际 条 件 像 在 古典 结构 中 那样 作为 等 式 成 立 , 或 者 所 研究 的 选择 
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变量 取 零 值 ,或 者 两 种 情况 都 存在 。 同 样 ,对 每 个 y; ,在 最 优 解 的 
情况 下 必得 到 :或 者 边际 条 件 作 为 等 式 成 立 (其 含义 是 满足 第 i 个 727 
约束 条 件 的 等 式 约束 ) ,或 者 拉 格 朗 日 乘 数 等 于 零 ,或 者 两 种 情况 
都 发 生 。 

当 我 们 考察 (21.16) 中 的 2Z 人 ri 和 6Z /Oy; 的 展 式 时 ,甚至 还 
能 够 给 出 更 明确 的 解释 。 假 设 此 问题 是 我 们 熟悉 的 生产 问题 , 屠 
么 得 到 

二 第 j 种 产品 的 边际 总 利润 

y; 三 第 i 种 资源 的 影子 价格 

中 三 生产 第 j 种 产品 的 边际 单位 所 使 用 的 第 i 种 资源 的 数量 。 

yi 三 生产 第 j 种 单位 产品 需要 的 第 i 种 资源 的 边际 投入 成 本 


2yi8; 三 第 7 种 产品 的 总 边际 投入 成 本 。 
这 样 ,边际 条 件 


9Z ; 
5 


要 求 第 j 种 产品 的 总 边际 总 利润 不 大 于 其 总 边际 投入 成 本 , 即 投 
入 不 足 是 不 可 以 的 。 因 而 互补 松弛 条 件 表明 :如 果 最 优 解 要 求 第 
j 种 产品 积极 生产 (z;>0) ,其 边际 总 利润 恰 等 于 总 边际 估算 成 本 
(62 /az;=0), 这 同 古典 最 优化 问题 的 情况 是 一 致 的 。 另 一 方面 ， 
如 果 最 优 的 边际 总 利润 小 于 总 投入 成 本 (3Z /az ;<0), 即 承担 超额 
投入 , 则 这 种 产品 不 可 以 生产 (z=0)。? 后 一 种 情况 在 古典 结构 
中 是 不 会 出 现 的 ,因为 如 果 边 际 总 利润 小 于 边际 投入 成 本 , 那 末 产 


@ 注意 ,已 知 方程 ap=0, 此 处 a 和 卢 是 实数 ,我 们 可 以 正确 地 推 类 :aa 天 0 必 有 
b=0。 但 a=0 虽 5 关 0 这 个 命题 不 真 , 因 56 =0 时 也 可 有 a=0。 
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品 在 这 种 结构 中 会 一 直 减 少 , 直 到 边际 利润 与 边际 成 本 相等 。 这 
里 ,导致 2Z zi<0 作为 最 优化 条 件 的 ,是 在 这 种 结构 中 的 明确 的 
非 负 性 设 定 。 因 为 那 时 我 们 在 降低 产 出 方面 所 能 做 到 的 就 是 把 生 
产 减少 到 零 水 平 。 如 果 在 零 的 产 出 水 平 上 仍然 得 到 832Z /Bz;<0, 那 
也 就 无 能 为 力 了 。 

至 于 其 余 的 条 件 , 都 是 与 变量 y, 有 关 , 其 含义 更 容易 看 出 。 
首先 ,边际 条 件 a2 /Dy; 之 0 仅 要 求 厂 商 将 该 厂 将 每 种 资源 的 生产 能 
力 保 持 在 这 个 限度 以 内 。 互 补 松弛 条 件 规 定 , 如 果 第 i 种 资源 在 
最 优 解 的 情况 下 ,没有 充分 使 用 (aZ /Oy;>0), 那 么 这 种 资源 的 影 
子 价格 (不 允许 为 负 ) 必 然 等 于 零 (y;=0)。 另 一 方面 ,如 果 在 最 优 
解 的 情况 下 资源 的 影子 价格 为 正 (yi>0) ,那么 这 种 资源 必定 是 一 
种 充分 利用 的 资源 (3Z/Byi=0)。 当 然 ,这 不 过 是 上 一 章 对 偶 定 理 
II 的 含义 而 已 。 

当然 ,也 可 以 把 拉 格 朗 日 乘 数值 y; 看 作 度 量 目 标 函 数 最 优 值 
对 第 i 种 约束 条 件 的 轻微 松弛 是 如 何 作 出 反应 的 指标 ( 见 12.2 
节 )。 从 这 方面 看 ,互补 松弛 意味 着 如 果 第 i 种 约束 条 件 不 受 最 优 
化 约束 (2 /Oy;>0) ,那么 放松 这 个 特殊 约束 条 件 并 不 影响 总 利润 
的 最 优 值 (y ;= 0) 就 像 放 松 采 上 没有 捆 紧 的 皮带 ,不 产生 任何 更 舍 
服 的 感觉 一 样 。 男 一 方面 ,如 果 稍 微 松弛 第 i 个 约束 条 件 ( 使 第 ; 
种 资源 的 资金 增加 ) 的 确 能 增加 总 利润 (3y;>>0), 那 么 事实 上 这 种 
资源 的 约束 条 件 在 最 优 解 的 情况 下 是 有 约束 力 的 (3Z/Oy ;=0)。 


n 个 变量 m 个 约束 的 情况 


上 面 的 讨论 可 以 直接 推广 到 (21.1) 或 (21.1’) 中 所 给 出 的 最 
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优化 问题 中 。 因 为 现在 有 nn 个 选择 变量 和 xm 个 约束 条 件 , 拉 格 朗 
日 陋 数 以 下 列 更 为 一 般 的 形式 出 现 : 


Z = Frziyz，…， Xr, ) 十 Dyilr; 一 eg 
1 = 工 








(21.17) 
而 库 恩 一 塔 克 条 件 则 是 
32 0 7%>0 和 xz22-0 (21.18) 
Ox; 7 Ox; 
AZ DZ _ 
3y 一 0 y; 宇 0 和 way 二 [ 极 大 化 |] 


i=1,2,..,m 
这 里 ,为 了 避免 出 现 混乱 ,我 们 没有 写 出 偏 导 数 32 ax; 和 32 /By 
的 展开 式 。 但 为 了 更 详细 地 考察 类 似 于 (21.16) 中 所 给 出 的 库 恩 
一 塔 克 条 件 ,还 是 要 求 读者 把 其 展开 式 写 出 来 。 注 意 ,除了 问题 的 
维 数 变化 以 外 , 库 恩 一 塔 克 条 件 完全 同 以 前 讨论 过 的 三 个 变量 ,两 
个 约束 条 件 的 情况 一 样 。 当 然 ,对 这 些 条 件 的 解释 也 仍然 一 样 。 
如 果 规 划 问 题 是 像 (21.2) 和 (21.2') 中 那样 的 极 小 化 问 
题 ,情况 会 怎样 呢 ? 一 种 处 理 的 方法 是 把 它 化 为 极 大 化 问题 ,然后 
应 用 (21.18)。 使 C 极 小 等 价 于 使 - C 极 大 ,所 以 这 样 的 转换 总 729 
是 可 行 的 。 当 然 , 我 们 要 用 ( - 1) 通 乘 每 个 约束 条 件 以 变换 约束 不 
等 式 。 但 我 们 也 可 以 不 用 变换 的 方法 ,而 再 次 使 用 (21.17) 中 所 定 
义 的 拉 格 朗 日 画 数 ,直接 应 用 下 列 库 思 一 塔 克 条 件 的 极 小 化 形 


OZ 


-之 | 公 ; 一 一 一 
Ox; 1Oz; 


0 (21.19) 
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re ei re 





,24 =0 [ 极 小 化 ] 


YiQy, 
i=1,2,..,m 
人 
读者 应 将 其 与 (21.18) 比 较 。 

按 水 平方 向 ( 行 的 方向 ) 读 出 (21.18) 和 (21.19) 时 ,我 们 看 到 
极 大 化 和 极 小 化 问题 的 库 恩 一 塔 克 条 件 ,分 别 由 与 选择 变量 zi 
(第 工行) 有关 的 一 组 条 件 以 及 另外 一 组 与 拉 格 朗 日 乘 数 y,( 第 2 
行 ) 相 关 的 条 件 所 构成 。 另 一 方面 , 按 纵向 ( 列 的 方向 ) 读 出 时 ,我 
们 应 注意 到 ,对 每 一 zx 和 y ,存在 一 个 边际 条 件 ( 第 一 列 )、 非 负 约 
束 (第 二 列 ) 和 互补 松弛 条 件 (第 3 列 )。 在 任意 已 知 的 规划 问题 
中 ,与 选择 变量 有 关 的 一 组 边际 条 件 同 拉 格 朗 日 乘 数 的 一 组 边际 
条 件 的 不 同 之 处 在 于 其 不 等 式 所 取 的 方向 。 同 样 , 极 大 化 问题 的 
一 组 边际 条 件 与 极 小 化 问题 的 边际 条 件 的 差别 也 在 于 其 不 等 式 所 
取 的 方向 。 

如 果 满 足下 一 节 所 说 明 的 条 件 ,那么 库 恩 一 塔 克 极 大 条 件 
(21.18) 和 极 小 条 件 (21.19) 分 别 是 局 部 极 大 化 和 局 部 极 小 化 的 必 
要 条 件 。 但 因 整 体 极 大 ( 极 小 ) 也 必 是 局 部 极 大 ( 极 小 ) ,所 以 如 果 
满足 同一 条 件 的 话 , 库 恩 一 塔 克 条 件 也 可 作为 整体 极 大 (小 ) 的 必 
要 条 件 。 


一 个 例子 


我 们 来 检验 如 图 21.1a 所 说 明 的 21.1 节 中 例 1 的 解 是 否 满 
足 库 恩 一 塔 克 条 件 。 该 问题 的 拉 格 朗 日 函数 是 
Z=(zi-4) +(zz 一 4) +y1(6 -2zr1 — 3r2) 
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十 y2(— 12 + 3z1 十 2x,) 


因为 这 个 问题 是 一 个 极 小 化 问题 ,适当 的 条 件 是 (21.19), 它 包含 
下 列 四 个 边际 条 件 : 


Ee -2(z -4) -2y +3 风 三 0 
3 =2(z2 -4) — 3y1 +2y 这 0 
3 =6 — 2x1 -3zx; 奔 0 

天 = 一 12+3zl+2z 和 0 


加 上 非 负 条 件 以 及 互补 松弛 条 件 。 问 题 是 :我 们 能 求 出 非 负 值 y1 
和 32, 它们 与 最 优 值 1=2 总 = 信和 到 =2 卫 = 党 一 起 ,满足 
所 有 这 些 条 件 吗 ? 

给 定 z! 和 x, 都 为 非 零 ,互补 松弛 表明 3Z2/ezli=0 和 32/ 
9z2=0。 于 是 ,将 Zz! 和 工 , 值 代 入 前 两 个 边际 条 件 ,它们 变 为 两 
个 方程 : 


2 39 -2 

-3y + 2y2 = 
其 解 为 31=0 和 ?= 18=1 蕊 , 均 为 非 仙 ,这 正 是 所 要 求 的 。 因 
这 些 值 边 同 z1 和 z， 一 起 ,意味 着 32 /3 -0,32 Qs= 0,22 


<0 和 62Z /Oy ,=0, 这 些 值 满足 边际 条 件 和 互补 松弛 条 件 , 所 以 满 
足 库 恩 一 塔 克 极 小 化 条 件 。 
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练习 21.2 


1 对 于 极 小 化 的 情况 , 画 出 类 似 于 图 21.3 的 一 组 图 形 , 并 推导 一 组 对 
应 于 (21.4) 到 (21.6) 的 局 部 极 小 化 的 必要 条 件 。 然 后 把 这 些 条 件 简 化 为 类 
似 于 (21.7) 的 单个 陈述 。 

2 (a) 证 明 : 在 (21.18) 中 ,一 组 mm 个 独立 的 条 件 不 必 写 成 


ye 一 (1 一 1,2,.… ,7 ) 
的 形式 , 写 出 形式 为 
DZ 
2 一 
的 单个 方程 便 足 侨 。 
《5) 对 下 列 一 组 条 件 
已 经 = 0 (7 一 1 ,2,… ,nn) 


我 们 能 像 前 面 一 样 改写 吗 ? 
731 3 利用 前 是 的 推理 ,(21.19) 中 哪 一 ( 几 ) 组 条 件 可 简化 为 单个 的 方程 ? 

4 已 知 极 小 化 问题 (21.2), 利 用 拉 格 朗 日 函数 (21. 17), 求 出 导数 
2Z 了 和 QZ ,并 写 库 恩 一 塔 克 极 小 化 条 件 (21.19) 的 展开 式 。 

5 把 极 小 化 问题 (21.2) 变 为 极 大 化 问题 , 列 出 拉 格 朗 日 函数 的 表达 式 ， 
对 zx; 和 取 导 数 , 并 应 用 库 恩 一 塔 克 极 大 条 件 (21.18)。 这 些 结果 与 在 前 一 
问题 中 所 得 到 的 结果 一 致 吗 ? 

6 将 库 恩 一 堪 克 条 件 应 用 到 21.1 节 中 的 例 2, 并 作 如 下 检验 : 

(a) 写 出 拉 格 郎 日 函数 和 库 恩 一 塔 克 条 件 。 

(6) 由 图 21.16 中 所 给 出 的 解 , 求 出 2 (i=1,2,3) 的 最 优 值 。 那 么 
关于 y;, 我 们 能 得 出 什么 结论 ? 

(c) 求 出 aZ 人 zl 和 aZ /Gx, 的 最 优 值 。 

(d) 所 有 库 恩 一 塔 克 条 件 都 满足 吗 ? 
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21.3 约束 规范 


上 一 节 已 指出 ,只 有 满足 特定 条 件 时 , 库 恩 一 塔 克 条 件 才 是 必 
要 条 件 。 这 条 件 叫做 约束 规范 (constraint qualification )。 约 束 规 
范 是 对 非 线性 规划 中 的 约 东 函数 施加 的 某 些 限制 ,目的 是 为 了 排 
除 可 行 集 边界 上 的 某 些 不 规则 性 ,这 些 不 规则 性 可 能 会 违背 能 够 
产生 最 优 解 的 库 恩 一 塔 克 条 件 。 


边界 点 的 不 规则 性 


我 们 先 用 一 些 具体 例子 来 说 明 这 种 不 规则 性 的 性 质 
例 1 Max. X= Xl 
s.t. zx ~ (1- zx1) <0 
和 Z1，Z2 之 0 
如 图 21.4 所 示 ,可 行 区 域 是 第 一 象限 中 位 于 曲线 zz = (1 - 工 !1 )732 
上 及 其 下 方 的 点 的 集合 。 
因为 目标 函数 告诉 我 们 ,要 使 zl 最 大 ,最 优 解 是 点 (1,0)。 
但 这 个 解 不 满足 库 恩 一 塔 克 极 大 化 条 件 。 为 了 检验 这 一 点 ,我们 
首先 写 出 拉 格 妥 日 函数 
Z= zityl- z+ (lzr1)] 
作为 第 一 边际 条 件 ,我 们 应 得 到 


OZ 
Sr = 1-3y(l1- x) 0 


事实 上 ,因为 | 二 1 为 正 , 当 在 点 (1,0) 计 值 时 ,互补 松弛 要 求 该 
导数 等 于 零 。 但 我 们 得 到 的 实际 值 恰巧 为 02 /Gz =1, 因 此 ,违背 
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了 上 面 的 边际 条 件 。 

这 种 异常 产生 的 原因 在 于 本 例 的 最 优 解 (1,0) 出 现在 向 外 指 
的 歧 点 (cusp )。 它 构成 了 使 库 恩 一 塔 克 条 件 在 边界 的 最 优 解 失 效 
的 一 种 不 规则 性 。 当 曲线 突然 反 向 ,使 在 该 点 一 边 的 斜率 等 于 该 
点 丸 一 边 的 斜率 时 , 歧 点 就 变 成 尖 点 (sharp point )。 这 里 ,可 行 区 
域 的 边界 首先 顺 着 约束 曲线 行走 , 当 到 达 点 (1,0) 时 ,突然 向 西 转 ， 
此 后 ,再 沿 着 水 平方 向 前 进 。 因 为 在 点 (1,0) 处 弯曲 的 边界 和 水 平 
的 边界 的 斜率 都 是 零 ,所 以 该 点 为 歧 点 。 

歧 点 是 使 库 恩 一 塔 克 条 件 失 效 最 经 常 引 用 的 原因 ,但 事实 上 
歧 点 的 出 现 既 不 是 库 恩 一 塔 克 条 件 在 最 优 解 失 效 的 必要 条 件 ,也 
不 是 充分 条 件 。 下 面 两 个 例子 就 可 证 实 这 一 点 。 

例 2 对 于 前 一 例子 的 问题 ,我 们 加 上 新 的 约束 条 件 

2z1+z< 妇 2 

其 边界 为 zz=2 一 2zl, 在 图 21.4 中 绘 出 其 图 形 是 一 条 斜率 为 -2 
有 目 通 过 原点 的 直线 。 显然 ,可 行 区 域 仍然 同 以 前 一 样 , 最 优 解 也 出 
现在 歧 点 。 但 如 果 我 们 写 出 新 的 拉 格 朗 日 函数 

Z= rt yl- r+(1~- zr) |]+ vy[2- 2x -ao] 

733 和 边际 条 件 


OZ 
Bz =1—-3y(l -zi) -2y, 志 0 


QZ 

3zr;™ > YS0 
a2 
Oy1 


32 _ 
Oy2 


=—-x2+(1-zx1) 宇 0 


2 一 2zl 一 之 0 
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x2= (1 ~ 7x1) 


| 
| 
| 
| 
| 
一 2 | 一 2 
| 
| 
| 
| 





图 21.4 
这 表明 1=1,z2=0,51=1 及 y?= 广 的确 满足 上 面 四 个 不 等 
式 , 而 且 也 满足 非 负 限制 和 互补 松弛 条 件 。 事 实 上 ,yy 可 被 赋予 
任意 非 负 值 (不 只 等 于 1) ,所 有 条 件 仍然 满足 。 这 就 说 明了 拉 格 
朗 日 乘 数 的 最 优 值 不 一 定 是 唯一 的 。 但 重要 的 是 ,本 例 说 明 尽管 
有 歧 点 ,但 库 恩 一 塔 克 条 件 仍然 成 立 。 


例 3 问题 
Max T= Xx 2— rf 
s.t. (10— x?— xz,) <0 
-XI 人 -2 
和 Z1yZ2 之 0 


的 可 行 区 域 如 图 21.5 所 示 , 任 何 地 方 都 不 含 歧 点 。 但 在 最 优 解 


(2,6), 库 恩 一 塔 克 条 件 仍然 不 成 立 。 拉 格 朗 日 函数 为 
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QZ = rx I— zt + yi1(10 ~ z1— Xz2) + ya(—2+x1) 
第 二 个 边际 条 件 要 求 


QZ 
Bs =1-3y(10- zi- 7x2) 志 0 


因 zz 为 正 , 这 个 导数 在 点 (2,6) 计 值 时 ,确实 等 于 等 。 但 元 论 yi 
被 赋予 何 值 ,实际 上 都 得 到 32Z /Qzr ;= 1。 因 此 , 库 因 一 塔 克 条 件 甚 
至 在 没有 歧 点 的 情况 下 ， 亦 即 当 可 行 区 域 是 图 21.5 中 的 凸 集 时 ， 
也 可 能 不 成 立 。 对 于 库 恩 一 塔 克 条 件 的 失效 ， 歧 点 的 存在 既 不 是 
必要 条 件 ， 也 不 是 充分 条 件 ， 其 基本 原因 在 于 上 面 所 提 到 的 不 规 
则 性 与 可 行 区 域 本 身 的 形状 无 关 ， 而 与 约束 函数 本 身 的 形式 有 
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约束 规范 734 


如 果 满 足 某 一 约束 规范 , 则 边界 的 不 规则 性 (有 歧 点 或 没有 卜 
点 的 不 规则 性 ) 就 不 可 能 出 现 。 
为 了 解释 这 一 点 , 令 开 三 (z1,7z2,…, 亡 ,) 是 可 行 区 域 边界 上 
的 一 个 ( 解 ) 点 ,并 令 dz=(dzri,dzx2,…，, dx, ) 表 示 由 所 提 到 的 边 
界 点 移动 的 特定 方向 。 将 向 量 dz 解释 为 移动 的 方向 ,这 与 我 们 
前 面 把 向 量 解释 为 方向 线段 ( 箭 号 ) 是 一 致 的 ,但 这 里 的 起 点 是 点 
记 ,而 不 是 原点 ,因而 向 量 dx 不 具有 向 量 径 的 性 质 。 现 在 我 们 对 
向 量 dx 附加 两 个 要 求 。 第 一 ,如 果 第 ; 个 选择 变量 在 点 三 处 取 
零 值 ,那么 只 允许 在 x; 轴 上 有 非 负 变 化 , 即 
如 果 ,=0 那么 dzi>0 (21.20) 


第 二 ,如 果 在 点 工 处 恰好 满足 第 i 个 约束 条 件 的 等 式 约束 ,那么 将 

只 允许 dxr1,… ,dz 的 取 值 使 约束 函数 值 g'(z) 不 增加 (对 极 大 化 

问题 ) ,或 不 减少 (对 极 小 化 问题 ), 即 

委 0( 极 大 化 ) 

0( 极 小 化 ) 
(21.21) 

如 果 g(tz)=r; 

其 中 所 有 偏 导数 g; 都 在 工 处 计 值 。 如 果 向 量 dz 满足 (21.20) 和 

(21.21), 则 我 们 称 其 为 测试 向 量 ( test vector )。 最 后 ,如 果 存 在 满 

足下 列 条 件 的 可 微 弧 :(1) 从 点 碟 出 发 ;(2) 整 个 包含 在 可 行 区 域 

内 ;(3) 与 已 知 测试 向 量 相 切 , 则 我 们 把 这 样 的 强 段 称 为 该 测试 向 735 


量 的 规范 弧 。 有 了 这 些 预备 知识 后 ,约束 规范 可 简单 地 表述 如 下 : 
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dg (z) = gidzxi + g2dxr2+***+ can 


如 果 对 可 行 区 域 边界 上 的 任意 点 工 , 对 每 一 测试 向 量 dz , 存 
在 一 规范 弧 ,那么 ,就 满足 约束 规范 。 

例 4 证 明 在 图 21.4 中 的 例 1 的 最 优点 (1,0) 不 满足 库 恩 一 
塔 克 条 件 ,也 不 满足 约束 规范 。 在 该 点 z，=0, 于 是 测试 向 量 满足 

dz 之 0 [由 (21.20)] 
进而 , 因 在 点 (1,0), 这 个 (唯一 ) 约 束 g: = zz 一 (1- x1) 二 0 恰好 
得 到 满足 ,所 以 必 令 
gldri + gldzr =3(1 - zi) dzx1 +dr =dr 和 0 
[由 (21.21)] 

这 两 个 要 求 意味 着 我 们 必须 令 dx, = 0。 相 反 , 我 们 可 任 选 dx1。 
因此 ,向 量 (dzi,dzz)=(2,0), 像 (dzidzrz)=( -10) 一 样 ,是 一 
个 可 接受 的 测试 向 量 。 测试 向 量 (dzi,azz)=(-1,0) 在 图 21.4 
中 表现 为 一 个 由 点 (1,0) 出 发 并 指向 正 西方 向 的 箭头 (没有 画 出 )， 
显然 可 以 对 其 绘 出 一 个 符合 要 求 的 规范 弧 。( 可 行 区 域 的 这 曲 边 
界 可 以 作为 一 个 规范 统 。) 另 一 方面 ,测试 向 量 (dzx1,dzx;) = (2,0) 
可 以 绘 成 一 个 始 于 (1,0) 并 指向 正 东方 向 的 箭头 (没有 绘 出 )。 因 
为 没 法 绘 出 一 个 平滑 弧 与 此 向 量 相 切 并 完全 位 于 可 行 区 域内 ,所 
以 不 存在 合格 的 规范 弧 。 因 此 ,最 优 解 点 (1,0) 违 背 了 约束 规范 。 

例 5 关于 上 面 的 例 2, 在 把 附加 约束 条件 2zi + z? 委 2 加 到 
图 21.4 中 后 ,我们 说 明 点 (1,0) 将 满足 约束 规范 ,从 而 再 证 明 库 
恩 一 塔 克 条 件 。 

正如 在 例 4 中 那样 ,我 们 必要 求 dr; 宇 0( 因 zx,=0) 和 wz) 么 
0( 因 满足 第 一 个 约束 条 件 的 等 式 约 束 ); 于 是 ,dzz=0。 但 也 满足 
第 二 个 约束 条 件 的 等 式 约束 ,因而 要 求 

gidri + gidzy = 2dzi + dz = 2dzi 委 0 [由 (21.21)] 
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具有 非 负 的 dzli 和 为 零 的 dx, ,唯一 可 接受 的 容许 测试 回 量 ( 除 有 零 
向 量 本 身 以 外 ) 是 从 图 21.4 中 的 点 (1,0) 出 发 ,指向 正 东 的 向 量 。 
所 有 这 些 向 量 都 位 于 可 行 区 域 的 横 轴 上 ,对 每 个 测试 回 量 在 这 里 
一 定 能 找到 规范 弧 。 因 此 ,这 一 次 的 确 满 足 约束 规范 。 


线性 约束 条 件 


前 面 在 例 3 中 说 明 过 ,可行 集 的 凸 性 并 不 能 保证 库 思 一 塔 克 
条 件 能 够 作为 必要 和 条件。 但 如 果 可 行 区 域 是 仅 由 线性 约束 形成 的 
凸 集 , 那 么 约束 规范 总 是 满足 , 且 库 恩 一 塔 克 条 件 在 最 优 解 处 总 成 736 
立 。 如 果 是 这 种 情况 ,讨论 具有 线性 约束 条 件 的 非 线性 规划 ,或 者 
作为 特例 ,讨论 原本 就 是 线性 规划 的 规划 问题 时 ,我 们 就 不 用 担心 
边界 的 不 规则 性 了 。 

例 6 我 们 来 说 明 在 两 个 变量 和 两 个 线性 约束 条 件 的 结构 中 
线性 约束 的 结果 。 对 于 一 个 极 大 化 问题 ,线性 约 东 可 以 写成 

CH1Z1 二 Amr En 
Q21X1 十 Q&22 2 Sry 
其 中 ,所 有 参数 取 正 值 。 如 图 21.6 所 示 ,第 一 个 约束 边界 的 斜率 
为 一 a11/a12 达 0, 第 二 个 为 -as1/azs 0。 阴 影 可 行 区 域 的 边界 点 
可 分 为 五 类 :(1) 原 点 , 它 是 两 坐标 轴 的 交点 ;(2) 位 于 一 坐标 轴线 
段 上 的 点 ,例如 点 和 点 S;(3) 一 轴 与 一 约束 边界 的 交点 , 即 点 K 
和 点 RR;(4) 位 于 单个 约束 边界 上 的 点 ,如 点 上 和 点 Ni(5) 两 个 约 
束 边界 的 交点 M。 对 于 上 述 各 类 点 的 满足 约束 规范 的 情况 ,我 们 
依次 进行 简单 的 检验 。 
1. 在 原点 ,一 个 约束 条 件 也 不 满足 ,因而 ,我 们 可 以 忽略 (21.21)。 
但 因 z= zz=0, 由 (21.20) ,我 们 必须 选择 dz1 宇 0 和 dzx, 宇 0 
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dli Xi 十 &12X2 = 71 
( 斜率 三 一 411jai2) 
M 


ol Xl + qs>1» 一 72 
《 斜率 一 一 22lf ao2 ) 
L 


J K 


图 21.6 
的 测试 向 量 。 因 此 ,所 有 从 原点 出 发 的 测试 向 量 如 图 21.6 所 


描述 的 , 必 指 向 正 东 、 正 北 或 东北 方向 。 这 些 向 量 恰 好 都 落 在 
可 行 集 以 内 ,显然 ,对 每 个 测试 向 量 都 可 找 出 规范 弧 。 


. 像 在 点 了 这 样 的 点 ,我 们 又 可 以 忽略 (21.21)。zr;=0 表 示 我 


们 必须 选择 dz 之 0, 但 dzi 可 任意 选取 。 因 此 , 除 指 向 正 南 的 
向 量 (dzz<0) 外 ,所 有 问 量 都 是 可 接受 的 测试 问 量 ,都 落 在 可 
行 区 域内 ,上 有 对 每 个 测试 向 量 都 存在 规范 纺 。 对 点 S 的 分 析 也 
是 类 似 的 。 


. 在 点 KK 和 点 R 处 ,必须 同时 考虑 (21.20) 和 (21.21)。 具 体 地 


说 ,在 KK 处 因 z,=0, 我 们 必 选 dr; 宇 0, 因 而 我 们 必须 排除 向 
南 的 所 有 箭头 。 当 满足 第 二 个 约束 条 件 的 等 式 约束 时 ,点 K 
的 测试 疝 量 必 满 足 

gidri + gidr» = ayd7ri + awdr; 0 (21.22) 
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因为 在 点 KK 处 也 有 axzli+ayxzyr=r (第 二 个 约束 边界 ) ,我 ?738 
们 可 把 这 个 等 式 加 到 (21.22), 把 测试 向 量 的 限制 修改 成 如 下 
形式 : 

an(xi +t dri) + aw(r + dr2) Sr, (21.22') 
如 果 把 (x + dx, ) 解 释 为 在 测试 向 量 箭头 处 得 到 的 zx; 的 新 值 ， 
那 末 可 把 (21.22 ) 解 释 为 表示 所 有 测试 向量 ,其 箭头 位 于 第 二 
个 约束 边界 上 或 其 下 方 。 因 此 ,所 有 这 些 向 量 也 必 落 在 可 行 区 
域 以 内 ,因而 对 每 个 测试 向 量 可 求 出 其 规范 弧 。 点 R 的 分 析 
也 是 类 似 的 。 
. 像 在 N 和 上 L 这 样 的 点 上 ,变量 都 不 为 零 ,(21.20) 都 可 以 忽略 。 
但 对 点 N,(21.21) 表 明 

gidzi+tgidzr = aldr1 + awdzr; 0 (21.23) 
因为 点 六 满足 aiizt+ aizx2 二 ri( 第 1 个 约束 边界 ), 可 把 这 
个 等 式 加 到 (21.23), 写 成 

ali(x1 + dr) + aw(zx +ar)< 巡 ri (21.23’) 
这 就 要 求 测试 向 量 的 箭头 位 于 图 21.6 中 第 一 个 约束 边界 上 或 
其 下 方 。 这 样 ,我 们 实际 上 得 到 在 其 他 几 种 情况 见 过 的 同样 结 
果 。 扩 工 的 分 析 也 是 类 似 的 。 
. 在 点 M ,我 们 又 可 以 忽略 (21.20), 但 这 一 次 (21.21) 要 求 所 有 
测试 向 量 同 时 满足 (21.22) 和 (21.23)。 因 我 们 可 把 后 者 修改 
为 (21.22 ) 和 (21.23 ) 的 形式 。 所 有 测试 向 量 的 箭头 现在 必 位 
于 第 一 和 第 二 个 约束 边界 上 或 其 下 方 。 于 是 ,这 结果 又 同 前 面 
的 情况 完全 一 样 。 

在 本 例 中 非常 碰巧 ,对 所 考虑 的 每 种 边界 点 ,所 有 的 测试 
癌 量 都 位 于 可 行 区 域 之 内 。 虽 然 这 种 位 置 上 的 特征 使 规范 弧 
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容易 求 出 ,但 决 不 是 规范 弧 存 在 的 先决 条 件 。 特 别 是 ,在 含有 
非 线性 约束 边界 的 问题 中 ,约束 边界 本 身 也 可 用 作 位 于 可 行 区 
域 之 内 的 某 个 测试 向 量 的 规范 弧 。 在 练习 21.3 的 问题 中 ,可 
以 找到 一 个 这 样 的 例子 。 


练习 21.3 


1 检验 例 3 中 的 点 (1, 工 2)=(2,6) 是 否 满足 约束 规范 。 
2 Max. AXA=xi 
s.t. Xi+ zil 
且 2 27 之 0 
用 图 解法 解 此 题 。 并 检验 最 优 解 点 是 否 满足 
(a) 约 束 规 范 ; (5) 库 办 一 塔 克 极 大 化 条 件 。 
3 Min. C= x1 
Ss.t. x1 ~ x220 
且 Z1y 7 之 (0 
用 图 解法 解 此 规划 。 最 优 解 在 野 点 出 现 吗 ? 检验 最 优 解 是 否 满 足 :(a ) 约 东 
规范 ,(5) 库 恩 一 塔 克 极 小 化 条 件 。 
4 Min. C=2r1+ Xx» 


s.t. Zi1 一 4z1+2zZ0 
-27x) -3z 之 一 12 
且 Zi1y22 之 0 


用 图 解法 求 整体 极 小 值 ,并 检验 最 优 解 是 否 满足 :(a) 约 东 规 范 ,(5) 库 轧 一 
塔 克 条 件 。( 提 示 : 可 行 区 域 与 图 21.2 所 描述 的 一 样 。) 
5 Min. C= ri 
s.t. -x2— (1- zxi)* 守 0 
且 zlyz2 之 0 
证 明 : (a) 最 优 解 (1,z,)=(1,0) 的 确 不 满足 库 恩 一 塔 克 条 件 ;(5) 当 引进 
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新 导数 yo 之 0 ,把 拉 格 朗 日 函数 修改 成 如 下 形式 


Zo = yof(xrisT2s ,Tn) + Dy ylr — g' (xi, x2," ,Tn)] 
zi 一 人 


则 在 点 (1,0) 处 满足 库 恩 一 塔 克 条 件 。( 注 意 :关于 乘 数 的 库 恩 一 塔 克 条 件 只 
能 推广 到 1 ,yy 不 能 到 yoo) 


21.4 库 轧 一 塔 欧 充分 性 定理 : 止 规 划 


迄今 为 止 ,我 们 的 讨论 仅 与 非 线 性 规划 中 极 大 值 或 极 小 值 的 
必要 条 件 有 关 。 必 要 条 件 作 为 一 种 筛选 机 制 ,对 排除 不 合格 的 最 
优 解 的 候选 点 是 有 用 的 。 例 如 ,在 非 线 性 规划 中 满足 库 恩 一 塔 克 
条 件 的 可 行 区 域 的 任意 内 点 ,不 可 能 是 最 优 解 。 同 样 ,满足 约束 规 
范 但 不 满足 库 恩 一 塔 克 条 件 的 边界 点 ,作为 最 优 解 完 全 可 以 排除 。 
如 果 某 点 z 的 确 满 足 必 要 条 件 ,但 我 们 不 能 作出 z" 可 构成 一 个 ?739 
最 优 解 的 结论 。 因 为 某 些 经 检验 不 合格 的 候选 点 完全 可 以 通过 得 
选 机 制 的 检验 ,就 像 最 简单 的 最 优化 问题 中 拐点 可 满足 一 阶 条 件 
dy/dzx =0 一 样 。 换 言 之 ,如 果 把 必要 条 件 比 作 鱼 网 ,那么 ,我 们 
捕 到 的 可 能 是 真 的 最 优 解 ,也 可 能 是 假 的 最 优 解 。 

有 了 充分 条 件 ,情况 就 不 同 了 。 因 为 如 果 点 满足 极 大 值 的 
充分 条 件 ,那么 该 点 必 使 目标 函数 达到 极 大 值 。 在 这 种 意义 上 , 充 
分 条 件 提供 了 一 类 更 明确 地 检验 方法 。 但 是 它们 也 有 自己 的 缺 
点 , 即 充 分 条 件 本 身 可 能 不 是 必要 条 件 ,因而 真正 的 最 优 解 仍然 可 
以 不 满足 这 个 充分 条 件 。 换 句 话 说 ,如果 把 充分 条 件 视 为 鱼网 ,我 
们 可 能 捕 不 到 真正 的 最 优 解 。 


当然 ,最 令 人 满意 的 情况 是 拥有 充分 必要 条 件 。 利 用 这 个 条 
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件 我 们 能 得 到 所 有 最 优 解 ,也 不 会 冒 把 经 检验 不 合格 的 候选 点 作 
为 最 优 解 的 危险 。 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 证 明 , 在 某 些 情况 下 ,可 以 将 库 恩 一 塔 克 
条 件 视 为 极 值 的 充分 条 件 ,甚至 也 可 以 将 其 视 为 充 要 条 件 。 


库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 


在 古典 最 优化 问题 中 , 极 大 值 和 极 小 值 的 充分 条 件 传统 上 是 
按照 二 阶 导 数 或 微分 的 符号 来 表达 的 。 但 正如 我 们 已 在 11.5 节 
中 已 证 明 的 那样 ,这 些 二 阶 条 件 总 是 与 目标 函数 的 凹凸 性 有 密切 
关系 。 这 里 ,在 非 线性 规划 中 ,充分 条 件 的 表述 也 包含 四 性 和 凸 性 
的 概念 ,只 是 现在 这 些 概 念 不 仅 应 用 到 目标 函数 ,而 且 还 要 应 用 到 
约束 了 录 数 g(x )。 

对 于 极 大 化 问题 , 库 恩 和 塔 克 给 出 下 面 的 充分 条 件 ( 充 分 性 定 
理 ) 
给 定 非 线 性 规划 : 
Max. r= f(x) 
Sst. gi(r)<r, (i =1,2,.",m) 
且 Z 之 (0 
如 果 满 足下 列 诸 条 件 : 
(4) 目标 函数 F(z) 在 非 负 正 交 分 划 体 中 可 微 , 且 为 止 函 数 : 
(5) 每 个 约束 函数 g'(z) 在 非 负 正 交 分 划 体 中 可 微 , 且 为 凸 
函数 ; 

(c) 点 三 满足 库 恩 一 塔 克 极 大 化 条 件 。 

那 末 , 工 为 r= F(z) 的 整体 极 大 值 点 。 


注意 ,在 这 个 定理 中 ,没有 一 处 提 到 约束 规范 。 这 是 因为 在 条 
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件 (c) 中 我 们 已 假设 库 恩 一 塔 克 条 件 在 地 处 满足 ,因此 约束 规范 的 
问题 便 不 需 再 提 及 了 。 

依 此 情况 ,上述 定理 表明 条 件 (a)、(5) 和 (c) 是 使 三 成 为 最 优 
解 的 充分 条 件 。 但 从 不 同 角度 看 时 ,我 们 也 可 把 它 解释 为 :如 果 给 
定 条 件 (a ) 和 (0 ) , 那 示 库 恩 一 塔 克 极 大 化 条 件 就 是 极 大 值 的 充分 
条 件 。 从 上 一 节 我 们 知道 , 库 恩 一 塔 克 条 件 本 身 虽然 不 是 必要 条 
件 ,但 当 满 足 约束 规范 时 ,就 成 为 必要 条 件 了 。 把 这 个 认识 与 充分 
性 定理 结合 起 来 ,现在 可 表述 为 :如 果 满 足 约束 规范 , 且 实 现 条 件 
(ac) 和 (8) ,那么 库 因 一 塔 克 极 大 化 条 件 就 是 极 大 化 的 充分 必要 条 
件 。 例 如 , 当 所 有 约束 都 是 线性 不 等 式 , 且 充 分 满足 约束 规范 时 ， 
就 属于 这 种 情况 。 后 面 ,我 们 将 介绍 另外 一 些 情况 ,即使 函数 
g(z) 不 全 是 线性 的 ,也 能 保证 满足 约束 规范 。 

在 上 面 充分 性 定理 中 讨论 的 极 大 化 问题 ,通常 称 为 凹 规划 。 
这 个 名 称 的 产生 是 因为 库 恩 和 塔 克 在 每 个 约束 条 件 中 用 不 等 式 之 
代 蔡 不 等 式 委 的 缘故 。 因 而 条 件 (5 ) 要 求 所 有 的 函数 &i(z) 像 函 
数 f(z) 一 样 , 都 是 凹 函数 ,但 为 了 与 前 面 讨 论 的 线性 规划 一 致 ， 
我 们 在 表述 上 已 进行 了 修改 。 虽 然 形 式 不 同 ,实质 上 两 者 是 等 价 
的 。 

如 上 所 述 ,充分 性 定理 仅 对 极 大 化 问题 进行 了 讨论 。 但 对 极 
小 化 问题 同样 也 是 适用 的 。 除 了 定理 适当 变化 以 反应 问题 本 身 的 
反 向 变化 以 外 ,我 们 只 需 在 条 件 (z) 和 (5) 中 把 凹 和 凸 两 字 互 换 ， 
在 条 件 (c) 中 使 用 库 恩 一 塔 克 极 小 化 条 件 即 可 ( 见 练习 21.4 第 1 
题 )。 

因为 库 恩 一 塔 克 充分 性 定理 的 证 明 比 较 容易 ,所 以 我 们 下 面 
重 述 此 定理 的 证 明 。 
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充分 性 定理 的 证 明 
对 于 极 大 化 问题 , 拉 格 朗 日 函数 可 表示 为 
Z = f(z) + Dvir -er(z)] [参见 (21.17)] 


(21.24) 

741 此 处 我 们 已 赋 对 拉 格 朗 日 乘 数 具体 值 y;, 从 而 使 Z 单独 是 变量 之 

的 函数 。 与 充分 性 定理 的 条 件 (a ) 和 (5) 一 致 。 我 们 假设 f(z ) 是 

四 函数 ,每 个 8 (z) 是 凸 函 数 ,因而 使 每 个 -人 (zz) 为 止 函数 。 则 

因为 Z 是 凹 函数 的 和 ,所 以 必然 也 是 x 的 凹 函 数 。 因 此 ,按照 
(21.24) ,得 到 


Z(z) 二 ZE)+ > 2s, -2) (21.25) 
其 中 二 是 定义 域 中 某 个 确定 的 点 , 且 32 /a7 ; 是 在 三 处 计 值 的 偏 导 
数 aZ /Qz; ,特别 地 ,我 们 确定 选择 变量 和 拉 格 朗 日 乘 数 的 值 分 别 为 
元 和 了 ,使 之 满足 库 思 一 塔 克 极 大 化 条 件 , 并 与 充分 性 定理 条 件 
(c) 一 致 。 那 么 可 以 证 明 (21.25) 中 表达 式 是 非 正 的 。 由 于 去 掉 
它 之 后 ,并 不 会 使 不 等 式 反 号 ,从 而 使 我 们 可 以 推断 出 Z(z) 过 2 
( 工 )。 
为 了 证 明 这 一 点 ,把 学 表 达 式 分 解 为 两 项 : 


Ti- D32y 和 T=- VY 92 


i107; Di ” 
利用 在 点 处 的 互补 松弛 ,本 必 变 成 零 ,至 于 Ti, 它 含有 zx; 而 非 
六 因而 互补 松弛 性 不 适用 。 我 们 只 能 肯定 ,对 每 个 ) 有 3Z AD 


并 
<:0( 边 际 条 件 ) 和 zx; 宇 0( 模 型 设 定 ), 于 是 Ti 为 非 正 。 把 这 两 项 
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相 加 ,得 出 (21.25) 中 的 之 表达 式 为 非 正 。 因 此 ,我们 可 以 得 出 结 
论 

Z(rx) Zr) (21.26) 
或 根据 (21.24), 有 


f lx)+ Dir ~- g(xz)]< f(z)+ p36 [ri— g'(z)] 


(21.26’) 

如 采 我 们 能 证 明 删 掉 (21.26 ) 中 两 个 之 表达 式 不 会 使 不 等 式 
反 号 ,那么 就 能 得 出 结论 FGz) 委 E), 这 就 证 实 了 工 使 目标 函 
数 f(z) 达 到 极 大 的 值 的 论断 。 而 事实 上 确实 能 够 做 到 这 一 点 。 
纪 表 达 式 的 左边 必然 为 非 负 ,因为 对 每 个 i ,有 yy ;之 0( 非 负 ) 和 
“ri 一 g(x ) 之 0( 约 束 条 件 的 设 定 )。 反 之 , 纪 表 达 式 的 右边 必然 为 
零 ,因为 [rx; 一 g'(Zz ) 之 0] 只 不 过 32/O5y;, 因 而 互补 松弛 是 适用 
的 。 因 此 F(z) 委 JE 工 ), 工 的 确 是 最 优 解 。 

极 大 值 x -f(z ) 是 整体 极 大 值 。 证 明 这 一 结论 的 一 种 方法 是 
证 明 不 等 式 f(xz) 硅 f(z) 的 正确 性 并 不 依赖 于 x 位 于 zz 的 任意 
限定 邻 域 。 更 正式 地 ,我 们 可 借助 19.3 节 介 绍 的 整体 性 定理 。 假 742 
设 目 标 函 数 为 可 微 的 止 函 数 ,至 于 约束 条 件 , 因 每 个 gi(z) 为 凸 函 
数 , 故 (11.27) 中 的 结果 ( 当 适 当地 推广 到 ” 维 情 况 后 ) 可 表明 集 


人 
es 


SF= Irlig(r)<r,| 
一 定 是 凸 集 。 事 实 上 , 它 还 是 一 个 闭 凸 集合 ,而且 可 行 区 域 就 是 闭 
凸 集合 SF ,(i=1,2,…,m) 的 交 , 因 而 可 行 集 也 是 一 个 闭 凸 集 
合 。 因 此 ,能 应 用 整体 性 定理 ,任意 局 部 极 大 值 必 是 整体 极 大 值 。 
注意 ,如 果 目 标 函数 F(z) 是 严格 凹 函数 ,那么 整体 极 大 值 是 唯一 
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的 。 

上 面 , 从 以 下 假定 条 件 出 发 : (a ) 函 数 f(x ) 可 微 且 为 四 函 数 ; 
(5 ) 每 个 函数 g(xz) 可 微 且 为 西沙 数 ;(c) 点 zz 满足 库 恩 一 塔 克 极 
大 化 条 件 ,我 们 推出 z 的 确 使 + 达到 极 大 值 。 因 此 充分 性 定理 获 
证 。 


鞍 后 


(21.26) 中 的 结果 (是 在 具体 选择 y 的 基础 上 推导 出 来 的 ) 表 
明 , 给 定 y ,在 所 有 可 接受 的 x 中 , 工 使 拉 格 朗 日 函数 Z 达到 极 
大 。 实 际 上 ,已 知 ,在 y 所 容许 值 之 中 ,y 使 Z 达到 极 小 也 同样 
是 成 立 的 。 即 ,事实 上 我 们 得 到 : 

ZUz,y) 委 CQFy) 委 QZ yy) (21.27) 
因为 这 种 情况 类 似 于 图 11.3a 中 所 描述 的 情况 , 故 点 (xz ,y ) 称 为 
进 点 ,Z(z ,y ) 称 为 拉 格 朗 日 函数 的 鞍 值 。 

也 许 读 者 能 够 回忆 起 来 ,(21.27) 的 第 一 个 不 等 式 只 不 过 是 在 
明确 提 到 3 为 给 定 的 前 提 下 ,根据 给 定 y,Z 是 以 xz 为 变量 的 凹 函 
数 这 一 事实 ,对 (21.26) 的 重 述 。 据 此 ,我 们 也 可 以 证 明 ,(21.27) 
的 第 二 个 不 等 式 是 与 以 下 事实 相 联 系 的 ,给 定 z ,Z 是 变量 y 的 凸 
函数 。 在 拉 格 朗 日 函数 中 令 x= 工 ,得 到 : 

Z = /2)+ Dyln ~ (a) 
因 x; 和 g'(z ) 表 示 常 数 ,显然 Z 是 变量 y, 的 线性 函数 ,也 是 凸 函 
数 。 参 考 (21.24'), 可 知 Z 对 y 的 同性 具有 如 下 含义 : 
Z(y) > 2(5) + D320 
; 二 1Oy 


yi — yi) [参见 (21.25)] 
(21.28) 
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其 中 我 们 可 将 y 视 为 满足 库 恩 一 塔 克 极 大 化 条 件 的 y 值 。 则 用 
分 析 (21.25) 同 样 的 方法 ,我 们 可 证 明 (21.28) 中 的 之 表达 式 为 非 
负 ,因而 删 去 它 并 不 影响 不 等 式 的 正确 性 。 从 而 ,得 到 Z(y ) 委 ?43 
Z(y), 或 者 更 彻底 地 ,Z(xz ,y) 和 2ZCz,y)。 根 据 上 面 的 讨论 ,我 
们 可 把 这 样 的 点 称 为 鞍点 (过 , 工 ): 在 该 点 ,给 定 函 数 Z(z,y) 对 
一 组 自 变 量 ( 此 处 为 z) 为 凹 函 数 , 但 对 另 一 组 自 变量 (此 处 为 y) 
为 凸 函 数 。 

将 鞍点 的 概念 应 用 于 线性 规划 时 , 它 显 得 特别 重要 ,因为 它 
可 直接 引出 对 偶 的 概念 。 一 般 而 言 ,一 对 原 规划 和 对 偶 规 划 可 用 
向 量 符号 写成 : 


Max. 元 二 C x Min . A =r'y 
s.t, Ar Er s.t. A y 宇 c 
且 Zz 之 0 且 yz0 


两 种 规划 的 拉 格 朗 日 函数 (21.17) 表 现 为 如 下 形式 : 
Z=crty(r- Ar)=c rtyr yAr 
[ 原 函 数 ] 
和 2Z =ry+r(lc-Ay)=rytrc-rA'’y 
z [对 偶 函 数 ] 
注意 Z 和 2Z' 互 为 转 置 , 因 为 Z 和 Z' 都 是 1x1 的 矩阵 ,显然 ,它们 
表示 相等 的 标量 。 因 而 ,我们 使 拉 格 朗 日 函数 对 变量 x, 取 极 大 什 
时 (对 偶 规划 ) ,实际 上 同时 使 拉 格 朗 日 函数 对 变量 zx 取 极 大 值 
( 原 规划 )。 在 这 两 个 规划 中 得 到 最 优 解 和 5 , 那 时 它们 必然 相 
应 地 满足 不 等 式 (21.27)。 这 就 证 明了 对 偶 概 念 和 鞍点 概念 实际 
上 是 相同 的 。 
根据 互补 松弛 性 ,Z 的 vy (+ -~ Ar) 分 量 在 最 优 解 的 情况 下 必 
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然 为 零 [参阅 (21.14) 的 最 后 一 个 方程 |。 类 似 地 ,2Z' 中 的 xz‘(c 一 
A'y) 部 分 必然 也 为 零 。 这 些 事实 揭示 了 20.1 节 对 偶 定 理 的 实 
质 。 更 进一步 ,通过 分 别 从 Z 和 2 中 减 去 为 零 的 部 分 ,我 们 求 得 
在 最 优 解 的 情况 下 ,有 2Z=cxz=xr 和 2Z’=ry=x: 则 Z=2Z 
的 事实 就 意味 着 x =r ”这 就 是 对 偶 定 理 I 的 实质 。 这 样 从 非 线 性 
规划 角度 考察 这 个 问题 时 ,线性 规划 的 对 偶 特 性 便 更 清楚 地 表现 
了 出 来 了 。 


练习 21.4 


1 已 知 Min. C=F(xr) 
5.t. G(r)2r(i=1,2,.…,m) 
且 工 之 0 
(a) 把 它 变 为 极 大 化 问题 。 
(5) 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 的 函数 f 和 g' 在 这 个 问题 中 相当 于 什么 ? 
(c) 为 了 能 在 这 里 应 用 极 大 的 充分 条 件 ,对 年数 下 和 Gi 应 施加 什么 样 
744 的 凹凸 性 条 件 ? 
(qd) 根据 上 述 内 容 ,我 们 应 如 何 表 述 极 小 值 的 库 恩 一 塔 克 充 分 条 件 ? 
2 证 明 : 当 上 一 问题 中 的 极 小 化 规划 满足 极 小 值 的 充分 条 件 时 ,可 应 用 
整体 性 定理 ,因而 获得 的 极 小 值 也 是 整体 极 小 值 。 
3 在 (21.27) 中 Z(z ,y ) 是 唯一 的 鞍点 值 吗 ? 如 何 修改 (21.27) 以 描述 
唯一 的 带 点 值 ? 
4 ” 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 可 应 用 于 下 列 问题 吗 ? 
(a) Max. A=xi 
s.t. x1+ 2<1 
且 Z1yz2 之 0 
(5b) Min . C=(zx1 -3)+(zx,—4) 
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Ss.t. Z1 十 并 之 4 
且 Z1y 2 之 0 

(c) Min. C=27x1t+ .ry 
s.t. Xi1—4zxi1+ x; 这 0 
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21.5 阿 罗 一 思索 文 充 分 性 定理 : 拟 目 规划 


为 了 应 用 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 ,必须 满足 某 些 凹凸 性 规定 。 
这 是 非常 严格 的 要 求 。 这 里 要 介绍 的 另 一 个 充分 性 定理 一 一 阿 罗 
一 恩 索 文 充分 性 定理 2 一 一 则 弱化 了 这 些 要 求 。 它 只 要 求 目 标 
函数 和 约束 函数 具有 拟 冲 性 和 拟 凸 性 。 由 于 对 凸凹 性 的 要 求 减 弱 
了 ,充分 条 件 的 应 用 范围 相应 地 就 扩大 了 。 

在 阿 罗 一 恩 索 文 的 原始 论文 中 ,具有 极 大 化 回 题 和 形式 为 之 
的 约束 不 等 式 ,函数 f(x) 和 8-(z) 一 律 都 是 拟 止 函数 ,以便 使 定 
理 能 够 应 用 。 这 就 产生 了 拟 凹 规划 这 个 名 称 。 但 这 里 的 讨论 中 ， 
我 们 在 极 大 化 问题 的 约束 中 仍 使 用 和 的 不 等 式 , 在 极 小 化 问题 的 
约束 中 , 仍 使 用 之 的 不 等 式 。 


阿 罗 一 思索 文 充分 性 定理 745 
定理 叙述 如 下 : 
已 知 非 线 性 规划 : 


四 K.J 阿 罗 和 A.C. 恩 索 文 ;“ 拟 止 规划 ” 载 4《 经 济 计 量 学 》1961 年 ,第 779 一 800 
页 。 
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Max. n= f(x) 


S,. Tt. g' (zr)<r, (i=1,2,.…,7m) 
且 rT 宇 0 
如 果 满 足下 列 条 件 : 


(a) 在 非 负 正 交 分 划 体 中 上 用 标 函 数 f(z) 可 微 且 是 拟 凹 函数 ，; 
(5) 在 非 负 正 交 分 划 体 中 每 个 约束 函数 g (x) 可 微 , 且 是 拟 
证 果 数 ; 
(c) 点 工 满足 库 恩 一 塔 克 极 大 条 件 
(qd) 满足 下 列 诸 条 件 中 任意 一 个 : 
(d -1i) 至 少 对 某 个 变量 zw 有 万 ( 工 )>0。 
(qd 一 订 ) 对 某 个 可 取 正 值 而 不 违背 约束 的 变量 z 有 
(xz)>0。 
(4d -iii) n 个 导数 有 f(z ) 不 全 为 零 ,函数 AFLz) 在 工 的 
邻 域内 二 阶 可 徽 [ 即 在 工 处 , f(z) 的 所 有 二 阶 
偏 导数 都 存在 。] 
(dQd 一 12) 也 数 FLz) 为 凹 函 数 。 
那么 工 给 出 函数 r= f(x) 的 整体 极 大 值 。 
因为 这 个 定理 的 证 明 有 些 复杂 ,在 这 里 我 们 就 省 略 了 。 但 希 
望 谈 者 对 这 个 定理 的 几 个 重要 特征 要 给 予 关注 。 首 先 , 尽 管 阿 罗 
和 恩 索 文成 功 地 把 凹凸 性 的 规定 相应 地 减弱 到 拟 止 拟 凸 的 要 求 ， 
但 他 们 发 现 附 加 新 要 求 (d) 也 是 必要 的 。 不 过 要 注意 ,为 了 组 成 
一 组 完全 的 充分 条 件 , 只 要 求 (d) 项 中 四 个 可 供 选 择 的 条 件 中 一 
个 成 立即 可 。 因 此 ,事实 上 ,上 面 定 理 含有 四 组 不 同 的 极 大 充分 条 
件 。 在 (d 一 iv ) 的 情况 下 , f(z) 为 是 函数 ,看 来 好 像 阿 罗 一 恩 索 


文 充 分 性 定理 与 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 是 一 致 的 。 但 这 是 不 正确 
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的 ,因为 阿 罗 和 恩 索 文 只 要 求 约束 函数 gj(z) 是 拟 凹 函数 ,所 以 其 
充分 条 件 仍然 是 较 弱 的 。 

如 前 所 述 ,定理 是 把 条 件 (a) 到 条 件 (4) 并 在 一 起 作为 一 组 充 
分 条 件 的 。 但 也 可 解释 为 : 当 满足 条 件 (a)、(5) 和 (d) 时 ,那么 库 
因 一 塔 克 极 大 化 条 件 变 成 极 大 化 的 充分 条 件 。 而 且 , 如 果 又 满足 
约束 规范 ,那么 库 恩 一 塔 克 条 件 变 成 极 大 化 的 充分 必要 条 件 。 ”746 

像 库 恩 一 塔 克 定 理 一 样 ,也 很 容易 使 阿 罗 一 恩 索 文 定理 适合 
于 极 小 化 的 结构 。 除 了 需要 调换 最 优化 的 方向 这 个 明显 变化 以 
外 ,我 们 只 要 在 条 件 (a) 和 (6) 中 互 换 拟 思 和 拟 凸 这 两 个 词 ,用 极 
小 化 条 件 取代 库 恩 一 塔 克 极 大 化 条 件 ;把 (d - i) 和 (4 -页 ) 中 的 
不 等 式 反 号 ; 且 在 (4 - 和 p) 中 把 止 字 变 为 凸 字 。 


约束 规范 的 检验 方法 


前 面 早 已 提 到 过 ,如 果 所 有 约束 函数 是 线性 的 ,那么 约束 规范 
就 会 得 到 满足 。 如 果 函 数 g'(x) 是 非 线 性 的 ,那么 在 确定 是 否 满 
足 约束 规范 方面 , 阿 罗 和 恩 索 文 提出 的 下 列 检 验 法 也 是 有 用 的 : 

对 极 大 化 问题 ,如果 

(a) 每 个 约束 函数 g(xz) 可 微 且 为 拟 是 函数 ; 

(5) 在 非 负 正 交 分 划 体 存在 一 点 zx", 使 在 x” 处 满足 作为 严 
格 不 等 式 的 所 有 约束 条 件 。 

(c) 下 列 诸 条 件 中 一 个 成 立 : 

(c-i) 每 个 国 数 g (zz) 为 凸 郴 数 。 
(c 一石) 每 个 g(xz) 的 偏 导数 在 可 行 区域 中 的 每 点 工 计 
值 时 ,不 全 为 零 。 那 末 ,约束 规范 得 到 满足 。 
而 且 ,我 们 也 很 容易 使 这 个 检验 法 适用 于 极 小 化 问题 。 为 此 ,只 要 
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在 条 件 (a) 中 把 拟 凸 这 个 词 变 为 拟 凹 ;在 (c 一 i) 中 把 凸 这 个 字 改 
为 种 。 这 个 检验 法 的 应 用 将 在 后 面 举 例 说 明 。 


练习 21.5 


1 当 把 阿 罗 一 恩 索 文 充分 性 定理 和 约束 规范 应 用 于 极 小 化 问题 时 ,证 
明 课 文中 对 这 定理 和 规范 所 进行 的 变化 是 正确 的 。 

2 约束 规范 检验 法 在 本 质 上 是 一 组 必要 条 件 呢 ? 还 是 一 组 充分 条 件 
呢 ? 

3 下 列 哪些 函数 作为 适合 于 应 用 阿 罗 一 恩 索 文 充分 性 定理 的 极 大 化 问 
题 的 目标 哨 数 ,在 数学 上 是 可 以 接受 的 ? 

(a) f(x)=x -2x (5) f(xi,T2)=6r1 -97r» 

(c) f(xi,x2)= x -ln xi 

(提示 :参见 练习 12.4 一 4) 

4 已 知 极 大 化 问题 的 约束 条 件 是 ; 

(a) zit+(x2—-5)&4 和 SSzl+z 委 10 

(5) zi+2<8 和 -Zizz< 一 8( 注 意 : -zz 不 是 凸 的 ) 
它们 满足 约束 规范 吗 ? 


21.6 经 济 应 用 


现在 我 们 来 介绍 这 两 个 充分 性 定理 在 经 济 上 的 某 些 简单 应 
用 。 
最 大 效用 问题 再 研究 


在 前 面 2.4 节 中 ,我 们 遇 到 过 消费 理论 问题 。 它 是 用 下 列 形 
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式 表述 的 :在 满足 Pixl+ P,x,= B 的 情况 下 ,使 U=U(zi,zx,) 
极 大 化 。 约 束 条 件 表现 为 一 个 方程 ,选择 变量 没有 具体 限制 取 非 
负 值 。 现 在 我 们 可 用 比较 结合 实际 的 形式 重新 表述 此 问题 。 考 虑 
n 个 变量 时 ,可 写成 非 线 性 规划 形式 : 

Max. U= U(r,…,x,) 

S.t. Pixit+**…+ P,7x, 夺 B (21.29) 

且 zx1,…, Xx, >0 
其 中 所 有 价格 都 是 外 生 的 。 在 这 个 新 的 公式 中 ,消费 者 可 以 选择 
少 于 预算 数量 B 的 支出 。 另 外 ,在 这 个 问题 中 ,任何 商品 的 购买 
量 不 能 为 负 这 一 事实 ,也 得 到 了 明确 的 陈述 。 

因 ( 仅 有 的 ) 约 束 函 数 g1(z)= Pizri+… + Px, 是 线性 的 ， 
所 以 满足 约束 规范 , 且 如 果 两 个 充分 性 定理 中 所 提 到 的 其 他 条 件 
都 满足 的 话 ,那么 , 库 恩 一 塔 克 极 大 条 件 就 是 充分 必要 条 件 。 为 了 
应 用 库 因 一 塔 克 定 理 , 我 们 要 求 U(z ) 可 微 , 且 是 凹 函 数 ;gl(z) 
可 微 , 且 为 凸 函 数 。 因 为 g1(xz) 为 线性 函数 ,当然 满足 所 要 求 的 条 
件 ,但 U(xz) 的 条 件 必 须 由 模型 明确 规定 。 但 在 检验 阿 罗 一 思索 
文 定 理 时 ,我 们 要 注意 ,如 果 条 件 (4d) 正 好 满足 , 仅 需 规定 U (x) 
是 可 微 函 数 和 拟 凹 函数 即 可 一 一 相当 不 严格 的 要 求 。 例 如 ,如 果 
有 某 种 商品 ; 在 消费 者 预算 范围 之 内 ,而且 总 是 产生 正 的 边际 效 
用 (不 饱和 ) ,那么 ,当然 有 U, (zx )>0, 且 满足 条 件 (d - 评 )。 自 
然 , 还 有 其 他 方法 满足 条 件 (d ) ,使 库 恩 一 塔 克 极 大 条 件 成 为 充分 
必要 条 件 。 

拟 止 性 的 要 求 完 全 与 前 面 在 12.5 节 中 所 讨论 的 古典 消费 理 748 
论 一 致 。 大 家 回顾 一 下 ， 符 那里 ， 两 种 商品 模型 有 一 个 等 式 约 


束 ， 规 定 函 数 U(Cz) 是 严格 拟 凹 函数 。 严 格 性 假定 的 目的 是 为 了 
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在 ziz2U 空间 中 铃 形状 的 效用 曲面 上 排除 出 现 水 平台 的 情况 ， 
因而 每 个 等 值 集合 〈 这 里 是 无 差别 集合 ) 以 一 个 细 曲 线 而 不 是 宽 
带 的 形式 出 现 。 因 为 只 有 在 那 种 情况 下 ， 古 典 意义 上 的 切 点 最 优 
解 才 有 意义 。 当 预算 约 东 条 件 为 不 等 式 时 ,情况 就 不 同 了 。 因 为 
我 们 寻找 的 不 再 是 切 点 ， 而 是 可 行 区 域内 的 最 优点 。 现 在 在 效用 
曲面 上 有 水 平台 是 允许 的 ， 这 样 就 不 需要 规定 严格 拟 四 了。 

在 12.5 节 中 ,也 假定 函数 U (zx) 是 zx! 和 zz 的 递增 函数 。 在 
经 济 上 ,这 表示 没有 达到 人 饱和。 在 图 形 上 ,这 是 把 效用 曲面 仅 限定 
在 铃 形 的 上 升 部 分 ,因而 如 图 21.7 所 示 ,无 差异 曲线 通常 向 下 倾 
斜 , 且 为 凸 型 曲线 ,而 不 是 圆 形 或 孵 形 的 自 闭 曲 线 。 这 样 假设 的 理 
由 在 古典 结构 切 点 解 的 特性 中 可 以 找到 。 在 此 情况 下 ,虽然 像 刀 





图 21.7 


这 样 的 切 点 确实 表示 最 好 的 选择 (因为 在 基 平 面 中 ,经 过 点 五 向 


戌 入 移动 ,上 升 到 效用 曲面 的 峰 点 ,而 预算 约束 使 这 种 情况 不 可 
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能 发 生 )。 但 离 峰 点 较 远 一 些 的 切 点 ,例如 点 J 显然 不 是 最 优 解 ， 
被 排除 在 外 。 转 到 非 线性 规划 的 结构 时 ,我 们 看 到 非 饱和 的 假设 
也 是 有 用 的 一 一 用 来 满足 条 件 (4 - 羡 )。 但 是 因为 在 阿 罗 一 思索 
文 充分 性 定理 中 的 条 件 (d) 可 用 其 他 方法 加 以 满足 , 故 完全 没有 
必要 假定 U(z) 是 递增 的 。 

本 问题 的 库 恩 一 塔 克 条 件 容 易 写 出 和 解释 ,因此 留 给 读者 作 
为 练习 。 


最 小 成 本 组 合 再 研究 


假设 厂商 的 生产 函数 是 一 种 科 布 一 道格拉斯 函数 : Q = 
K°L?, 式 中 a >0, 8 <1, 再 令 投 入 价格 Pi>>0,Pi >0( 资 本 服务 
的 价格 和 劳动 服务 的 价格 ) 是 由 外 因 因 素 确 定 的 ,那么 最 小 成 本 组 
合 的 问题 可 用 下 列 非 线性 规划 来 表达 : 


Min. C= PrxK + PiL 


s.t. K°L/> Qo (Qo >0) (21.30) 
且 天 ,二 之 0 


此 公式 有 别 于 12.7 节 的 公式 。 它 允许 厂商 生产 多 于 需要 的 数量 
Qo, 并 明确 承认 使 用 的 投入 数量 不 能 为 负 这 一 事实 。 事 实 上 ,给 
定 Qo 为 正 , 在 科 布 一 道格拉斯 旺 数 生产 孙 数 情况 下 ,K 和 工 一 定 
均 为 正 。 

因为 目标 函数 是 线性 的 ,它们 自然 是 凸 函 数 , 也 是 拟 凸 函数 。 
(唯一 的 ) 约 束 函 数 KL ,对 正 的 K 和 L 是 拟 止 函数 ,与 w+B8 革 1 
无 关 。 即 与 规模 收益 是 递增 、 不 变 还 是 递减 无 关 [ 见 12.4 节 例 5 


和 (12.52) 的 讨论 ]。 但 是 ,如 果 a + 8B >1( 规 模 收益 递增 ) ,那么 ， 
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这 个 函数 不 是 四 函数 。 在 后 一 种 情况 下 ,要 求 每 个 单位 产 出 的 连 
续 增 长 大 于 两 种 投入 比例 科 布 一 道格拉斯 函数 的 增长 。 在 图 形 
上 , 当 我 们 偏离 原点 沿 KL 平面 中 的 任意 已 知 射线 移动 时 , 产 出 单 
位 增 量 所 形成 的 一 系列 等 产量 曲线 越 来 越 密 了 。 因 此 ,这 样 的 射 
线 投影 到 生产 曲面 得 到 一 曲线 , 它 表 明 以 越 来 越 快 的 速度 上 升 , 因 
而 曲面 不 可 能 是 凹 的 。 

由 于 这 种 情况 , 当 规 模 收益 递增 不 断 递 增 时 , 库 恩 一 塔 克 定理 
就 不 适用 了 。 反 之 , 阿 罗 一 思索 文 定理 即使 在 这 种 情况 下 仍 能 应 
用 。 对 于 极 小 化 问题 , 阿 罗 一 恩 索 文 定 理 要 求 目 标 函 数 为 拟 凸 函 
数 ,约束 为 拟 凹 函数 。 这 些 要 求 在 现在 的 问题 中 是 得 到 满足 的 。 
此 外 ,条件 (Z -i) 也 满足 。 因 为 在 极 小 化 问题 中 ,对 某 个 选择 变 
量 x; ,假定 我 们 有 f(z ) >0, 而 且 我 们 确实 有 3C/OK= Prk>0 和 
aC/oL= Pi >0。 

深入 一 步 ,我 们 还 可 断言 ,约束 阻 数 g:= KL 经 得 起 约束 规 
范 的 检验 。 首 先 ,g 是 拟 凹 函数 ,第 二 ,一 定 存在 非 负 的 有 序 偶 
(K,L) 满 足 严 格 不 等 式 的 约束 条 件 。 第 三 , 因 可 行 区 域 中 每 点 具 
有 K>0 和 上 >0 的 特征 (否则 Qo 不 能 为 正 ), 偏 导数 9g1LK = 
aK"LA 1! 和 9g!1/OL= BK°L8~! 在 可 行 区 域内 处 处 为 正 , 于 是 满足 
检验 法 的 条 件 (c 一 襄 )。 因 此 ,由 于 满足 约束 规范 , 库 轧 一 塔 克 极 

750 小 化 条 件 就 可 看 作 必 要 和 充分 条 件 。 


销售 最 大 化 的 厂商 


标准 的 厂商 分 析 ,一 般 其 具有 利润 最 大 目标 。 但 车 所 研究 的 


厂商 是 所 有 者 和 管理 者 分 开 的 公司 , 则 将 管理 者 的 目标 确定 为 销 
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售 ( 收 益 ) 最 大 化 ,也 是 很 有 道理 的 .9 总 收益 通常 被 视 为 产业 内 
部 厂商 竞争 地 位 的 重要 指标 ,而 且 销 售 额 的 增长 常 被 视 为 管理 成 
功 的 标志 。 可 以 想象 ,管理 者 的 报酬 也 直接 依赖 于 这 个 特定 的 绩 
效 指标 。 所 以 ,销售 量 大 看 来 是 公司 机 构 可 供 选择 的 一 个 目标 , 当 
然 ,为 了 避免 股东 可 能 的 不 满意 ,管理 者 还 应 努力 做 到 利润 水 平 不 
低 于 某 个 规定 的 最 小 值 ,比如 xo。 这 个 xo 低 于 与 MR = MC 条 件 
相 联系 的 最 大 利润 水 平 。 

如 果 是 这 样 ,管理 者 的 问题 就 是 使 R= R(Q) 最 大 化 ,满足 约 
束 x = RCQ)- C (QI)>zro ,或 者 

Max. R=R(Q) 

s.t. C(Q)- R(Q)< -Xo (xo>0) 

且 QQ 二 0 
只 要 R(Q) 可 微 且 是 止 函数 ,C(Q) 可 微 且 是 凸 函 数 [ 这 意味 着 约束 
函数 C(Q) 一 R(Q) 可 微 且 是 凸 函数 ], 就 可 应 用 库 恩 一 塔 克 充 分 性 
定理 。 注 意 到 这 一 点 是 重要 的 , 即 在 这 种 情况 下 ,我们 不 能 寄 希 望 
于 通过 将 四 凸 性 假定 放松 至 拟 止 的 R(Q) 和 拟 凸 的 C(Q) ,来 获得 
更 大 的 一 般 性 。 因 而 , 阿 罗 一 恩 索 文 充分 性 不 能 自然 得 到 应 用 , 当 
然 ,除非 约束 函数 通过 直接 的 新 的 假设 而 得 到 了 拟 西 性 。 

在 图 21.8 中 ,我 们 描绘 了 四 的 R(Q) 函 数 和 凸 的 C(Q ) 函 数 
的 情况 。 图 a 中 的 两 条 曲线 是 在 R(0) =0 和 C(Q) >0 的 假设 下 
绘 出 的 。 图 b 中 的 曲线 (是 对 水 平 轴 的 镜像 ) 表 示 约 束 函 数 , 是 利 
润 曲 线 的 负 值 。 尽 管 在 开放 区 间 ( Q1, Qe) 的 任意 产 出 水 平 能 够 


中 W.J. 鲍 英 尔 :《 论 码头 垄断 理论 ), 收 蔓 于 《经 济 计量 学 》,1958 年 8 月 ,第 
187 一 198 页 ,也 可 参看 他 著 的 《商业 行为 ,价值 和 增长 》, 修 订 版 , Harcourt，Brace 及 
World Inc. , New Jork, 1967 年 。 
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产生 正 的 利润 ,但 只 有 在 封闭 区 间 [ Q;,Q4j 的 Q 水 平 才 会 产生 不 
小 于 xo 的 利润 ,并 满足 利润 约束 。 因 此 ,我 们 可 以 确定 [Q,，Q4] 
可 行 区 域 。 正 如 可 以 预期 的 那样 ,可 行 区 域 包括 Qi ,这 个 产 出 水 
平 使 利润 最 大 化 。 
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(b) 


图 21.8 
这 个 问题 的 拉 格 并 日 少数 为 : 
Z= R(Q)+y[-xo- C(Q)+ R(Q)] 
库 恩 一 塔 克 条 件 是 由 边际 条 件 


各 = R'(Q)- yC(Q) + yR'(Q) EO (21.31) 
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六 ~-_ x0- C(Q) + R(Q)>0 


加 上 非 负 性 和 互补 松弛 条 件 所 组 成 。 因 为 R(0)=0 和 C(0)>0， 
所 以 , 零 产 出 得 到 9Zy= -ro-C(0)<0, 这 就 违背 第 二 个 边际 
条 件 。 因 此 我 们 必 取 Q >0( 这 个 要 求 与 零 产 出 水 平 位 于 可 行 区 
域 之 外 这 一 事实 是 完全 一 致 的 )。 根 据 互 补 松 弛 性 ,Q 为 正 意味 
着 ZLQ=0。 即 (21.31) 中 的 第 一 个 弱 不 等 式 必 然 被 作为 一 个 
等 式 而 满足 。 解 后 一 方程 ,我 们 得 到 销售 最 大 化 产 出 的 法 则 752 


R'(Q) = TY- CQ) (21.32) 
y 


在 这 个 结果 中 ,> 的 值 或 者 为 零 ,或 者 为 正 。 若 y=0, 此 法 则 
简化 为 R(Q)=0, 厂 商会 设法 把 其 产 出 推 到 边际 收益 为 零 的 水 
平 , 即 图 21.8 中 的 Q;。 从 形式 上 讲 , 这 是 最 典型 的 销售 最 大 化 。 
因为 在 这 种 情况 下 ,厂商 已 达到 总 收益 的 项 峰 。 但 在 我 们 的 假设 
下 这 种 极端 的 行为 是 不 可 行 的 ,因为 Qi 也 位 于 可 行 区 域 之 外 。 
相应 地 ,我 们 必须 取 > 之 0。 根据 互补 松弛 性 ,这 意味 着 3Z 局 y= 
0 ,而 这 又 意味 着 利润 约束 被 作为 等 式 满足 ,厂商 力图 恰好 获得 所 
要 求 的 最 小 利润 ro。 

具有 正 的 y ,销售 额 最 大 化 产 出 法 则 (21.32) 表 明 


R(Q)< C(Q) [因为 村 -<1] 
»》 


在 一 般 情况 下 ,这 会 比 利 润 最 大 化 法 则 R'(Q) = C'(Q) 获 得 更 大 
的 产 出 。 利 润 最 大 化 的 产 出 水 平 为 Q3。 满 足 法 则 (21.32) 并 产生 
恰好 是 所 需 的 最 小 利润 量 的 产 出 水 平 是 Qs, 它 确实 大 于 Q;。 


利用 库 恩 一 塔 克 条 件 解 非 线性 规划 


迄今 为 止 ,我 们 对 库 恩 一 塔 克 条 件 的 讨论 主要 集中 于 其 (必要 
989 


en rm 


条 件 和 充分 条 件 方面 的 ) 分 析 作 用 。 如 果 这 些 条 件 恰巧 是 充分 必 
要 条 件 ,9 且 选 择 变 量 个 数 适当 小 ,那么 它们 在 计算 方面 也 能 发 
挥 作用 。 我 们 用 厂商 销售 额 最 大 的 数字 例子 来 介绍 这 种 方法 。 
假设 厂商 的 收益 贤 数 和 成 本 函数 为 
R=32Q-Q [四] 和 C=Q ?+8Q+4 [mm] 
且 最 小 利润 为 ro= 118。 在 这 些 情况 下 , 库 恩 一 塔 克 条 件 实际 上 是 
充分 必要 条 件 。 根 据 (21.31) ,两 个 边际 条 件 取 如 下 形式 : 


32 ， 
=32-2Q->(4Q -24) <0 
54 =-2Q’+24Q -22 之 0 

yy 


753 Q 的 值 或 为 正 ,或 等 于 零 。 先 试 Q=0, 我 们 马上 在 第 二 个 边际 条 
件 中 过 到 了 矛盾。 这 样 ,我 们 必 假 设 Q >0。 如 果 是 这 样 ,就 可 由 互 
补 松弛 推出 3Z 全 Q =0, 它 给 出 含 两 个 变量 的 方程 。 在 这 个 方程 
中 ,y 的 值 必 为 零 , 或 为 正 。 试 探 y=0, 解 出 Q ,得 到 Q=16。 虽 
然 仅 就 第 一 个 方程 而 论 , Q =16 是 允许 的 。 但 Q 的 这 个 值 表示 
327 忆 y= 一 150, 与 第 二 个 边际 条 件 ( 利 润 约束 条 件 ) 相 违背 。. 于 
是 ,我 们 只 好 令 y>0。 由 互补 松弛 得 出 3Z 人 /全 y= 0。 解 这 个 新 方 
程 ,我 们 得 到 两 个 根 Qi =11 和 Q,=1。 但 因 只 有 第 一 个 根 与 条 
件 39Z/OQ = 0 一致 ,所 以 销售 最 大 化 产 出 为 Q = 11。 反 之 ， 
R'(Q)=C'(Q) 法 则 却 得 到 一 个 较 低 的 数字 Q =6, 作 为 利润 最 
大 的 产 出 。 

从 上 面 显然 可 以 看 出 ,这 种 计算 方法 本 质 上 是 试 错 法 。 基 本 


中 车 它们 只 是 充分 条 件 而 非 必 要 条 件 , 则 最 优 解 可 能 不 满足 库 恩 一 塔 克 条 件 ,从 
而 使 后 者 作为 一 个 “渔网 ” ,在 捕捉 这 样 的 解 方 面 是 无 效 的 。 
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思想 是 ,首先 对 每 个 选择 变量 试 以 零 值 。 令 变量 等 于 零 时 ,由 于 使 
某 些 项 消失 , 便 可 简化 边际 条 件 。 然 后 ,如 果 发 现 拉 格 朗 日 乘 数 的 
适当 非 负数 满足 所 有 的 边际 条 件 ,那么 这 个 零 解 将 是 最 优 的 。 另 
一 方面 ,如 果 零 解 与 菜 些 不 等 式 相 违 背 , 那 么 我 们 必须 令 一 个 或 一 
个 以 上 选择 变量 为 正 。 对 每 个 正 的 选择 变量 ,由 互补 松弛 性 可 以 
将 不 等 式 的 边际 条 件 转化 为 严格 的 等 式 。 适 当 解 出 这 样 的 方程 
后 ,或 者 得 到 一 个 解 , 或 者 导致 矛盾 。 后 一 情况 就 迫使 我 们 尝试 另 
一 个 解 值 。 如 果 解 存在 ,用 这 种 尝试 法 ,最 终 总 能 发 现 它 。 

注意 ,在 含 两 个 变量 的 问题 中 ,我 们 必须 试验 的 选择 变量 可 
能 的 符号 组 合 不 少 于 四 (22) 个 :(0,0)(0,+)(+,0) 和 (+ ,+ )。 
三 个 变量 的 问题 有 八 个 (23) 可 能 性 需要 检验 。 随 着 选择 变量 个 数 
增多 ,复杂 性 也 随 之 剧 增 ,因此 ,对 于 高 维 非 线 性 规划 问题 ,这 种 方 
法 是 不 合适 的 。 


练习 21.6 


1 写 出 问题 (21.29) 的 库 恩 一 塔 克 条 件 。 

2 写 出 问题 (21.30) 的 库 恩 一 塔 克 条 件 。 

3 假设 销售 额 最 大 的 厂商 ,其 总 收益 RR 依赖 于 产 出 Q 和 广告 费用 A， 
其 总 成 本 由 生产 成 本 C 和 广告 成 本 A 所 组 成 。 

(a) 重新 构建 课文 中 给 出 的 非 线性 规划 。 

(5) 对 函数 尺 和 C 应 加 什么 限制 ,能 使 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 可 以 应 
用 ? 754 

(c) 施加 什么 约束 条 件 ,能 使 阿 罗 一 恩 索 文 充分 性 定理 可 以 应 用 ? 

4 Min. C=x1?+zx3 

s.t. 二 1 十 工 ? 之 2 
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且 zyZ2 之 0 

(a) 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定理 可 以 应 用 这 个 问题 吗 ? 库 恩 一 墙 克 极 小 值 条 
件 是 充分 必要 条 件 吗 ? 

(5) 写 出 库 恩 一 塔 殉 条件, 并 利用 试 错 法 找 出 最 优 解 。 值 | 和 ,等 
于 多 少 ? 
5 (a) 构 建 一 个 线性 规划 来 回答 下 述 问 题 ; 什 么 是 从 原点 (0,0) 到 通过 
点 (0,2) 和 (2,0) 的 直线 上 或 其 上 方 的 任意 点 的 最 短 距 离 ( 以 4 表示 )? ( 提 
示 : 利 用 勾 股 定理 。) 

(65) 这 个 规划 问题 与 上 题 中 给 出 的 规划 问题 有 什么 不 同 ? 前 一 问题 的 解 
(zl1, 去 2) 可 以 作为 该 问题 的 解 吗 ? 为 什么 ? 


(c) 最 短 距 离 d 等 于 多 少 ? 


21.7 数学 规划 的 局 限 性 


因为 数学 规划 能 够 处 理 不 等 式 约束 ,所 以 , 它 极 大 地 扩大 了 我 
们 对 最 优化 问题 的 讨论 范围 。 除 了 可 以 明显 地 应 用 于 工商 管理 中 
的 实际 问题 以 外 , 它 也 可 以 使 经 济 学 家 从 一 个 新 的 角度 考察 消费 
理论 .生产 理论 和 资源 配置 理论 。 

但 是 , 同 我 们 讨论 的 其 他 方法 一 样 , 数 学 规划 也 不 是 完美 无 缺 
的 。 首 先 ,在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 总 是 假定 选择 变量 是 连续 的 。 但 
实际 上 , 常 有 一 个 或 多 个 变量 只 能 取 整 数值 (例如 ,3.75 架 飞 机 没 
有 什么 实际 意义 )。 幸 好 整数 规划 (数学 规划 方法 的 一 个 分 支 ) 很 
好 地 解决 了 这 个 困难 。 这 种 规划 只 得 到 整数 值 。 

一 个 更 严重 的 缺陷 (不 仅 数学 规划 具有 这 种 缺陷 ,而 且 本 书 所 
考察 的 所 有 最 优化 框架 均 有 这 种 缺陷 ) ,是 解 的 静态 性 质 。 在 写 出 
一 个 最 优 解 , 比 如 ( 工 ! ,…, 工 ,) 时 ,我 们 用 其 表示 在 一 组 给 定 的 环 
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境 中 ,每 个 选择 变量 所 能 作出 的 最 好 选择 。 但 是 ,因为 每 个 工 ; 表 
示 单个 数值 ,因此 , 它 只 能 与 某 一 单个 的 时 点 ,或 问题 所 处 的 环境 
假定 没有 发 生变 化 的 某 个 时 期 相 联 系 。 在 上 述 两 种 情况 下 ,问题 
及 其 解 都 是 静态 的 。 与 此 相反 ,动态 最 优化 问题 需要 求 出 在 给 定 


但 要 解决 这 样 的 动态 最 优化 问题 ,我 们 必须 首先 具备 变 分 法 、 最 优 755 

控制 理论 和 动态 规划 方面 的 知识 。 由 于 在 有 限 的 篇 幅 内 ,清楚 透 

彻 地 阐明 这 些 专题 几乎 是 不 可 能 的 ,所 以 ,最 好 是 将 其 另 文 讨论 。 
我 们 就 这 样 通过 指出 有 关 方 法 和 分 析 的 局 限 性 而 结束 了 本 

书 这 部 分 内 容 的 讨论 。 这 样 做 的 目的 , 决 不 是 对 我 们 刚刚 非常 六 

苦 地 介绍 的 数学 方法 感到 怀疑 ,而 是 提醒 读者 不 要 将 其 视 为 无 所 

不 能 的 法 宝 。 事 实 上 ,清楚 地 了 解 所 学 习 的 方法 的 局 限 性 ,是 我 们 

学 习 中 非常 关键 的 一 部 分 。 若 非 如 此 ,我 们 就 会 变 成 方法 的 奴隶 ， 

而 非 方 法 的 主人 ! 
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附录 


~ Sin ow DW R 


SO mc 人 下 >» 5 


er Ee i : 


和 希腊 字 母 


alpha 
beta 
gamma 
delta 
epsilon 
zeta 

eta 
theta 
lota 
kappa 
lambda 
mu 

nu 

Xl 
omicron 
pi 

rho 
sigma 
tau 
upsilon 
phi 

chi 

psi 
omega 


了 叶 孙 II 


. 集合 


4 所 人 
和 S 
SCT 
TOS 
AUB 
ANMNB 

S 

| | 或 8 
la,b,cl 
1zlz 具有 人 性质 Pi 
minia,b,c| 
R 

R? 

Ra 

(zx,y) 
(zx,y,z) 
(a,6b) 
[a,6] 


2. 和 矩阵 与 行列 式 


A' 或 4 
A-! 
|A| 
| 了 


数学 符号 


了 57 


a 属于 集合 S 中 的 元 素 
b 不 周 于 集合 S 中 的 元 素 
集合 S 为 集合 T 的 子 集 
集合 工 包 括 集 合 S 
集合 A 与 集合 B 的 并 集 
集合 A 与 集合 B 的 交集 
集合 S 的 补 集 
等 集 ( 空 集 ) 

具有 元 素 ae\6、 的 集合 
具有 性 质 P 的 所 有 个 体 的 集合 
特定 集合 的 最 小 元 素 

所 有 实数 的 集合 

2 维 实 空间 

n 维 实 空间 

有 序 偶 

有 序 三 元 组 

从 a 到 65 的 开 区 间 

从 a 到 5 的 闭 区 间 
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矩阵 A 的 转 置 
和 矩阵 A 的 道 
年 阵 A 的 行列 式 
雅 可 比 矩 阵 
995 


| 互 | 海 塞 行列 式 


吾 | 海 塞 加 边 行 列 式 
r(A) 矩阵 A 的 秩 
0 零 矩 阵 
UU 向 量 x 和 ow 的 内 积 ( 点 积 ) 
WU VU 两 个 向 量 的 标量 积 
3。 微 积分 
已 知 y= f(x), 单 变量 x 的 熙 数 
lim f(z) 当 xz 趋 于 无 穷 时 , f(x) 的 极限 
dy y 的 一 阶 微分 
cd2y y 的 二 阶 微分 
9 或 广 (z) 函数 y= f(z) 的 一 阶 导数 
匀 |.- -或 六 za) 在 z=zo 处 的 导数 
2 
人 学 或 f(z) y= f(z) 的 二 阶 导 数 
或 天 (z) y= f(z) 的 nn 阶 导 数 
[f(z)az 了 f(z) 的 不 定 积分 - 
| Cz)ar f(z) 从 工 =a 到 xz=5。 的 定 积分 
已 知 y= (zlyzaoy. .zh): 
Oys 于 
3 或 扩 了 对 >， 的 偏 导 数 
和 了 对 二 的 全 导数 
六 [对 xz; 的 伪 全 导数 
Xi 


4. 微分 方程 与 差分 方程 


三 吃 y 对 时 间 的 导数 


iff 

[Im | 

n! 

loguz 

logez 或 inz 
e 

sing 

cos0 


R, 


y 的 -一 阶 差分 759 
yi 的 :二 阶 差分 

特别 积分 

余 函 数 


当 1 由 1 至 nn 时 ,zx; 的 和 


仅 当 9, 则 pl(p 意味 着 9 ) 

若 g, 则 plg 意味 着 p) 

当 且 仅 当 gq, 则 p 

当 且 仅 当 

m 的 绝对 值 

n 的 阶乘 三 n(n 一 1)(n 一 2)...(3)(2)(1) 
以 为 底 工 的 对 数 

莹 的 自然 对 数 ( 以 e 为 底 ) 

自然 对 数 和 自然 指数 沽 数 的 底 

9 的 正弦 咕 数 

9 的 余弦 函数 

包含 n 次 多 项 式 的 泰勒 级 数 的 余 项 
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Allen, R. G. D. ; Mathematical Analysis for Economists, Macmillan & Co. ， 
Ltd., London, 1938. (A clear exposition of differential and integral calculus; 
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附录 IV 部 分 习题 答案 ?6 


练习 2.3 


1(a) txzlz>27| 

3 (a) {2,4,6,7} (c) {12,6|} (e) 12| 
8 具有 16 个 子 集 

9 提示 :区 分 符号 必 和 入 。 


练习 2.4 


1 (a) {(3,a),(3,6),(6,a),(6,6),(9,a),(9,6)| 
3 否 。 
5 值 域 = 1y|18 委 > 和 17| 


练习 2.5 


2 (a) 和 (5) 的 斜率 符号 不 同 ;(a) 与 (c) 的 截 距 不 同 。 
4 人 允许 出 现 负 值 时 ,还 需 使 用 第 III 象限 。 


5 (a) rl 
6 (a) x 
练习 3.2 
万 -aa 2 和 万 17 2 
1P=3 可 ,和 Q=1739 


3 注 ; Im2(a),c=10( 不 是 6)。 
5 提示 :5+d=0 意味 着 d= 一 b。 


练习 3.3 


1(a) Zi=S, 和 =2 
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3(a) 巨 =1, 和 FE=-5 (c) ri=4,zx2=1, 和 xz3=2 
Ss (a) P=1, 和 Q=2 


练习 3.4 

3 瑟 =3 马 P=3 贞 可 =1 行 =8 方 
练习 3.5 

1(5) Y=(a- bd+1ot+ Go)/1- 6(1-1)] 


Y 

T=[d(1-b)+(at+ To+ Go)/A1i— 65(1— 1)] 

C=[a- bd+ b(t) (10+ Go)l/1 -561-7)! 

3 提示 : 在 把 后 两 个 方程 代入 第 一 个 方程 后 ,将 所 得 到 的 方程 视 为 变量 
ww 二 了 的 二 次 方程 。 只 有 一 个 根 苑 ; = 11 是 可 接受 的 , 它 给 出 了 
=121 和 C=91。 另 一 个 根 会 导致 负 的 C。 


练习 4.1 
1 常数 列 向 量 的 元 素 为 :0,a, 一 c。 
练习 4.2 

rr4 2 12 -3 
1 (a) | 7 | Co) [1 2 | 


10 0 
NA 1 | 
0 1 


406) [9 3 


3 工 十 2y 
12 1 (c) | | 
{2 x 2) 


4 二 十 2y 一 了 > 
(2x1) 
5 (a) X22+ X33t TIt+ rs (c) 6 (xzitz2 t+ zr3+ ra) 


6 (8) D>) ai(zirit i) (d) 提示 ; x =1 对 于 zx 关 0 
i=2 
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练习 4.3 


13 5 457 Xt XIX2 ZIT3 
1(a) “| 2 's (c) zz = | xr2xi 并 并 7 工 3 


9 3 27 Ta3Tl 3 二 2 3 
(e) uv=44 (g) wu'wu=38 


3 (a) >)PQ，(5)P.Q 或 PQ 或 Q'P 765 
s (a)20=|6 | (c)u—-wv= | | 
7 (a) d= V27 


9 (c) dv,0)= (vv)!’? 


练习 4.4 


oO 


2 否 ; 应 当 为 A-B=-B+A。 

4 (a) RE(A+B)=k[as+6]= [kay+ kbs]= [kas: + [kbs]=k[ag]+ 
k[6b;]=kA+kB ”你 可 以 验证 每 一 步骤 吗 ? 

$s 提示 :利用 在 分 配 律 中 的 连续 两 段 陈述 。 


练习 4.5 

-1 8 7 
an [| 0 
3(a)4x3 (c)4x1 


4 提示 : 自 乘 已 知 对 角 阵 ,并 检验 所 得 积 和 矩阵 的 矫 等 条 件 。 
练习 4.6 


，f2 -1 ,_ [3 0 
14'=|, ;| 和 B= [8 1 | 


3 提示 :定义 D 寺 AB, 并 应 用 (4.11)。 
5 提示 :定义 D 三 AB, 并 应 用 (4.14)。 
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练习 S$.1 


1 (a) (5.2) (c) (5.3) (e) (5.3) 
3(a) 是 的 。 (d) 否 。 








练习 5.2 
1(a) 一 6 (c)0 (e) 3apc 一 aa 一 83 一 <c3 
3 | RM | = < 7 cl= -|27 
& 1 Bs! 
4 (a) 提示 : 按 第 3 列 展开 。 
5 20( 不 是 -20) 


766 练习 5.3 


3 (a) 性 质 IV。(6) 性 质 III( 两 行 均 应 用 )。 
4 (a) 非 奇 异 的 。 (c) 奇异 的 。 

5(a) 秩 =3 (c) 秩 <3( 具 体 地 ,=2) 

7 A 是 非 奇 异 矩 阵 , 因 为 | A|=1-4b 关 0。 


练习 5,4 


1 PaslCo!l DarlC, I 
3 (a) 互 换 A 的 两 个 对 角 元 素 ; 以 -1 乘 A 的 两 个 非 对 角 元 素 
(5) 用 |Al 除 。 


3 2 一 0 0 
to 2 | (ce) i 0 | 
-6 -4 26 1 0 


练习 5.5 
1 (a) zx1=5, 2 二 2 (c) zi=1, T 二 2 


-1 1 1 2 一 _[3 -1_1 1 7 一 fl1 
2 (a) A -| _， ,z= [>| (c) 4 =15| ， ,= [2 | 
3 (a) zli=2,z=1,z3=0 (c)z=0,y=5,z=4 
4 提示 :应 用 (5.8) 和 (5.10)。 
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] 1 一 2 


-1 1 四 _ 
1(a)A a :) 1 | 
- 上 1-56 
YY Iot+ Cro +a— bd 
= 1 
”1 三 一 一- 一 十 十 一 
C 1 b+ br (1l : ) (Ta Go) 好 bd 


t(Io+ Go)+at+d(l—- 565) 
[|All|=Io+Go-bd+a 
|As|=ad(1-6)+t(at+ ot+ Go) 


T 


(5b) 1A|=1-6+bt 
[Aj|=a- bd+6b(1-t)(Io+ Go) 


练习 5.7 


1 x1=69.53, z= 57.03,z3=42.58 
0.10 0.50 0.90 -0.501rxi 

3 A = ;矩阵 方程 为 | ][2 | = 

(0) [oo 0 -0.60 1.00J」 1 x 

| 000 ] 

2000 | 


(6) 元 = 3333 言 ,五 =4000 
5 |A|=0.62, |Ai|=1916.16, |4A,| =1015.70, 和 |A;| = 1310.47。 因 76? 


此 ,近似 的 :x1= 3090.58，x, = 1638.23,z3=2113.66( 因 计算 时 所 使 用 
的 数 不 同 ,答案 可 能 会 变化 )。 

练习 6.2 
1(a)Ay/Az=8r+4Az (0) dyvder=8zr (c) 大 (3)=24， 广 (4) =32 
3 (a) Ay/Az = 二 5; 一 个 常 值 函 数 


练习 6.4 
1 左 极 根 = 右 极 限 =15; 极 限 值 为 15。 
3(a)5 (5b)5 

练习 6.5 


1{(a) -3/AA<r (cr)xz<12 
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3(a) -7<z<5 (ec) -4<7zrA1 
练习 6.6 
1 (a)8 (c) 18 


3 (aj2 方 (c) 2 


练习 6.7 


2 (< ) N*—7N-—3 (2) 是 的 。 (c) 是 的 。 
3 (a) (N+2)AN?+2) (8) 是 的 。 (c) 定义 域内 连续 。 
6 是 的 ,每 个 函数 是 连续 平滑 的 。 


练习 7.1 

l(a) dy/dzx =13z2 (ec) dy/dr=42rs (0) dw/du= -2u-12 

3 (a) f(r)=18; fF (1)=£f(2)=18 (c) f(x)=10r 3;f (1)=10, 
(2)=1 却 


练习 7.2 


1 VC= Q3-5Q?+14Q; 全 =3Q? -10Q+14 是 MC 函数 。 
3(a)3(27z2+6z-2) (c) 12z(z+1) (e) -zx(9z+14) 


4(5) MR=60-6Q 


T(a) (z2 一 3)7r2 (c) 20/(x + 5)? 
8(a)a - (c) ~ a/(ar+6)* 
768 练习 7.3 


1 6z45 一 工作 
3(a) 18z(3z2 -13)2 (c) 4a(axr+ bp) 


1 1 
5x= 了 2 3,dzx /dy = 了 


练习 7.4 


1 (a) 9yvBzi =6x1 -227rl172，Dy/Dz= 一 11z1+6z， 
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(c) Oy/Or1 =2(x, 一 2);,9y/Br =271+3 
3(a) 12 (c) 1079 
Ee (a) Uj,=2(zxi1+2)(x, +3), LU =3(zi+2)2(z +3)° 


练习 7.5 


t12Qa=d/L+d)>0 23Qb= -da+c)/ 上 (+ad) <0 
2Q/ac=-b/(b+d)<0 3Q/9d=b(atc)/(b+d)’>0 
2 aY/3lo = OY /da =1/(1 -B+B)>0 
练习 7.6 


1(a) |J|=0; 函 数 相 关 。 
(5b) | = 一 20x;; 汞 数 不 相 关 。 
练习 8.1 
1(a) dy= -3(x*+1)dr (ec) dy=[(1— 7x’)/(z*+1)’]dz 
3 (a)dC/dY=6,C/Y=(at+by)/Y 
练习 8.2 


1 (a) dz=(6z+ y)dr +(xz-6y)dy 

2 (a) dy=[x/(x1t+ x2) ldri ~ [zxi/A(xit rz2) Jdzr; 
3 eop =26bP’/(a + bP’* + 民生) 

5 exp= -2/( YH P+1) 


练习 8.3 


3 (a) dy =3[(2x2— 1)(xr3+5)dzry +2x1(x3+5)dx;+ XxX1(2x, 一 1) dx] 
(c) By/Bzli=3(2xz -1)(zx3+5) 
4 应 用 微分 与 全 微分 的 定义 。 


练习 8.4 


1(a) dz/dy= z+10y+6y*=10y+9y’ 
(cy dz/dy= — 15x+3y=108y- 30 
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3 dQ/dt=[aaA /K+ 6bBA/L+ A'(1)]IK°L? 
4 (65) SW/Su=10ufit+f, §$W/S$v=3f- 12vf, 


练习 8.5 
2 (a) 能 确定 ;dy/dzx = —- (37x*~4ry+3y’)/(—2zx*+6zxy)= -9/8 
(5) 能 确定 ; dy/dzr = 一 (4 并 +4y)/(4x — 4y’)=2/13 
4 在 (0,0) 点 违背 条 件 FF, 闫 0。 
5 偏 导数 的 积 等 于 一 1。 
练习 8.6 
1 (ec) (dY/dGo)=1/(S+T -I)>0 
3 (OP /OY)= Dy /(SE -Ds )>0 (3Q /DY0) = Dy SE /(Sz - D5 )>0 
(GP/DT,)= - Sr /(S5— Ds)>0 (QTI)= - Sr Da/(Ss — DF)<0 
5 (OY /aM,0)= ~ (I -SS)/ |J1>0 (ai/aM,)= - (Sy+ M’)/IJ|<0 
练习 9.2 


1(a) 当 z=1 人 时 ,y=11( 相 对 极 大 值 )。 
(c) 当 xz=0 时 ,y=3( 相 对 极 小 值 )。 

2 (a) 临界 值 x = 一 1 位 于 定义 域外 ;临界 值 z= 1 导致 y=3( 相 对 极 小 
值 )。 

4 弹性 为 1。 


练习 9.3 
1 (a) f(r)=2a,f (x)=0 (c) rz)=4(1-z) 3, (zx)=12(1-— 


工 ) -4 

3 (5 ) 一 条 直线 。 

5 f(z) 上 的 每 个 点 均 是 稳定 点 ,但 是 我 们 知道 的 g(xz) 上 的 唯一 的 稳定 点 
是 在 过 =3。 


练习 9.4 


1 (a) f(2)= 33 是 极 大 值 。 
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(c) f(1)= 5 地 是 极 大 值 ;f(5)= -5 村 是 极 小 值 。 
2 提示 :首先 按照 一 个 变量 (或 W) 写 出 面积 函数 A。 
3 (d) Q=11 (e) 最 大 利润 = 111 地， 
s(a)&<0 (6b) h<0 (cy ;>0。 


7 S 在 产 出 水 平 20.37( 近 似 ) 达 到 最 大 。 
练习 9.5 770 


1{a)120 (c)4 {(e) (n+2)(n+1) 
2 (a)1+xrt+r +r tr, 


3 (5) -63-98zr 一 62z2--18z3 一 2z4+ 尺 ， 
练习 9.6 


1(a) F0)=0 是 一 个 换 点 。 (c) f(0)=5 是 相对 极 小 值 
2 (5) f(2)=0 是 相对 极 小 值 。 


练习 10.1 

1(a) 是 的 。(5) 是 的 。 

3(a) Se (cc) 一 12e 2 

5(a) 具 有 4= 一 1 的 曲线 是 共有 a=1 的 曲线 对 横 轴 的 镜像 。 
练习 10.2 

1 (a) 7.388 (06) 1.649 

1 1 

2 (c) 1+2z+ 31(27)° 十 31(27) + 、. . 

3 (a) $1l0e (8) 书 690e0.08 
练习 10.3 


1(a) 4 (c) 4 
2 (ah) 2 (c) -3 (e)6 
3(a)28 (cec) lIn3-lnB (六 3 
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练习 10.4 


i 要 求 防止 函数 退化 为 一 个 常 值 函 数 。 
3 提示 : 取 以 5 为 底 的 对 数 。 
4(a)y=eGnms :或 y=e62385 (0c) y=5Se(m5): 或 y=5e!l 5: 
5(a)t=(lin y)/(lIn 7) 或 1:=0.5139In y 

(c) t=(3 ln 9y)/An 15) 或 :=1.1078 jn 9y 
6(la)r=ln1.05 (c)r=2 1n 1.03 


练习 10.5 
1 (a)2e2t4 (ce) 2te +! (e) (art+b)er thr+e 
3 (a) 5/r (c) 1/(r +9) (e) 1/[xz(1+z)] 


771 5 提示 :利用 (10.21), 并 应 用 和 链 式 法 则 。 
7 (a) 3(8— xz)/[(z +2)*(x+4)] 


练习 10.6 
1:1=1/r? 


2 dA/dii’= -A(ln2)/4 Vi <0 


练习 10.7 


1(a)2/t (c)lnb (e) 1/t— 1n3 
3 r,= kr, 
6 ley|=n 
10 ra= eorrk + eoLrL 
练习 11.2 
1 z=3 极 小 值 。 
3 zx=fc, 在 情况 (a ) 为 极 小 值 ,在 情况 (6) 为 极 大 值 ,在 情况 (c ) 为 鞍点 。 
5 (a) 任意 数 偶 (z,y) 而 非 (2,3) 产 生 了 一 个 正 的 zx 值 。 
(5) 是 。 (cc) 和 否 。 (4d) 是 。(d”z=0)。 
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练习 11.3 


1 (a) gqg=4u*+4uvt+3v (c)g=Sr2+6xzy 
3{a) 正定 。 (c) 既 非 正定 ,也 非 负 定 。 
S$ (a) 正定 。 (c) 负 定 。 (e) 正 定 。 


6 (4a) rm:= 方 (7+ V17);wDu 是 正定 的 。 
(c) risr2= 方 (5+ V61);u Fu 是 不 定 的 。 


区 


练习 11.4 


1 z=0( 极 小 值 。) 

3 z= 一 11/40( 极 小 值 ,) 

5 z=2-e( 极 小 值 ) ,是 在 (z,y,w) = (0,0,1) 达 到 的 。 

6 (5) 提示 : 见 (11.16)。 

7 (a) ri=2 r2=4+N6 -3 二 4 一 6 772 


练习 11.5 


1 (a) 严格 凸 。 (c) 严格 凸 。 

2 (a) 严格 目 (c) 二 者 都 不 是 。 

3 否 。 

5 (a) 轿 盘 。 (5) 是 的 。 

7 (a) 凸 组 合 , 具 有 0=0.5， (5) 凸 组 合 , 具 有 606=0.2，。 


练习 11.6 
1 (a) 否 。(5) Qi = Pio/4， Q, = Py0/4 


9 1 . 1 
3 leanl = 工读 le 1=1 本 [eg3 | = 工人 广 


Ul 一 


5 (a) r= PoQ(a,b) (1 +io) ?~ aP,o ~ bPso 
练习 11.7 


1 (Ba /Ps0)= PoQye "/J|I<0 (96 BP,0)= -PoQ,e "/J|<0 
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ii Op hn 


2(a)4 (56) (apP)=(QQ 一 QQ)Po(t+io) “A/T >0 
(c) (ea /31) = (Q,Q, - Q,Q,,) PE + i0) LA <0 


练习 12.2 


1 (a) z=1/2, 当 41=1/2,xX =1 和 y=1/2 时 达到 。 

(c) 二 = 一 19, 当 4= -4,z = 二 1, 和 y=5 时 达到 。 
4Z= -G(r,y)=0 Z= 广 -1G=0 Z,=f,-4G,=0 
5 提示 :区 分 恒等式 和 条 件 等 式 。 


练习 12.3 


1(a) |H|=4;z 是 极 大 值 。 (c) | 互 |= -2;zZ 是 极 小 值 。 
练习 12.4 


2 (a) 拟 思 ,但 不 是 严格 拟 上 四。 (ce) 严格 拟 上 四。 

4 (a) 二 者 都 不 是 。 (c) 拟 凸 ,但 不 是 拟 止 。 
$ 提示 :复习 9.4 节 。 

7 提示 :使 用 (12.21) 或 (12.25')。 


练习 12.5 


1(6)4=3,z=16,y =11 (c) | 昌 |=48; 条 件 满足 。 
3 (Gz/0B )=1/2P,. >0 (9z/0P,)= - (B+P,)/2P: <0 
(9T/9P,)=1/P,>0 等 。 
773 5 不 正确 。 
7 (a) 与 (b) 均 不 是 ,参见 (12.32) 和 (12.33')。 


练习 12.6 


1 (a) 一 次 齐 次 。 (c) 非 齐 次 的 。 
(e) 二 次 齐 次 。 

4 是 的 。 

7 (a) at+a+c 次 齐 次 。 
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8(a) 7 六 Q=g(jK,jL) (5) 提示 : 令 7=1/L。 
(d) K 与 L 的 一 次 齐 次 。 


练习 12.7 


1(a)1:2:3 (6) 1:4:9 

2 提示 :复习 图 8.2 和 8.3。 

4 提示 :; 这 是 一 个 全 导数 。 

6 (a) 向 下 倾斜 的 直线 。 (5) 当 b 一 -1,6 一 co。 
8(a)7 (c) ln5-1 


练习 13.2 
-了 ， 1 各 3 2 
1(a) -8xr +ci( 天 0) (c) 6 D7 十 5 
2 (a) 13er +re (c) Ser—3rx -1+c(z 天 0) 


3 (a) 3lIn|zx|+c,(z0) (c) In(x*+3)+e 


4 (a) (z+1) (z+3) -六 (x +1)52+e 


练习 13.3 


1 (a) 4 二 (6) 3 二 (e) 2( 本 +c) 
2 (al) ee) (c) (et 六 +e-1) 
3 (5) 待定 。 (e) f(z) 是 歼 坚 积分 。 


练习 13.4 


1 没有 。 
2 (a),(c),(d) 和 (e) 
3 (a),(c) 和 (4d) 收 敛 ;(e) 发 散 。 


练习 13.5 


774 


1 (a) R(Q)=14Q* -Seat (5) R(Q)=10Q/(1+ Q) 


3 (a) K(1)=913+25 
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5 (a) 29,000 
练习 13 .6 


1 仅 考察 资本 ,因为 劳动 也 是 生产 所 必需 的 ,所 以 隐 含 的 假设 是 天 与 L 总 
是 按 因 定 比 例 使 用 。 
3 提示 :使 用 (6.8)。 


4 提示 : jn ulnv=In 
练习 14.1 


1 (a) y(2)= est+3 (c) y(t)=3(1-e 0) 

3 (a) y(t)=4(1-e ’) (ec) y(#)=6e’: (e) y(t)=8e7-1 
练习 14.2 

1 DD 曲线 应 更 陡 。 

3 价格 调整 机 制 产 生 微分 方程 。 


5 (a) P(t)=A exp( 一 全。 介 + 有 和 (5) 是 的 


练习 14.3 
1 y(t)= Ae :+3 
3 y(1)=e-*+ 方 


§ y(t)=e 一 二 


6 提示 :复习 13.2 节 , 例 17。 
练习 14.4 
1 (a) y(t)=(c/)? (ce) y+ yt=e 
练习 14.5 
1 (a) 是 可 分 离 变 最 方程 , 当 写成 仿 + y=0 时 ,是 线性 的 。 


(c) 可 分 离 。 可 简化 为 伯 努 里 方程 。 
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3 y(t)= (A- 2 )! 775 
练习 14.6 


1 (4a) 向 上 倾斜 的 相位 线 ; 动 态 非 稳 定 均 衡 。 
(c) 向 下 倾斜 的 相位 线 ,动态 稳定 均衡 。 
3 导数 的 符号 度量 相位 线 的 斜率 。 


练习 14.7 
jxn 二 rk 一 ry [参见 (10.25)] 
3ro=p+ 4 
5 (a) 绘 出 (3- y) 和 iny 作 为 两 条 分 离线 ,然后 相 减 。 存 在 单一 均衡 (在 1 
与 3 间 的 某 个 y 值 ), 且 是 动态 稳定 的 。 


练习 15.1 
1 (a) y,=2/5 (c) y,=3 (e) y,=61° 


3(a) y(t)=6e t+e -3 (ec) y(t)=e':t+rte:+3 
6 提示 :应 用 洛 比 达 法 则 


练习 15.2 


3 .3 有 5., 1/ .1 .35, 
1 (a) 了 了 +3i (c) ru kk 
3 (5) 提示 : 当 6= x/4 时 ,OP 为 45° 线 。 
S(a) Ssinf (0)= 广 (9)cos7(9) (5) cos0? = — 30°sinO’ 


7 (a) V3+1 (c) 1--1 
练习 15.3 


1 y(1)=e (3 cos 21+ sin 27 ) 


3 y= eH os Fit Hsin 0,) + 3 
2 7 2 
1 


S y(1) = cos 3 + sin 31+ 
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练习 15.4 





“7912UDp ElB+O ad+y Cd+y 
1 (a) P+ oP 7 (nw) (6) Pop= gr$ 
3 (a) P(t)=¢e'’*(2cos Ft +2sin 六 +2 
练习 15.5 
dx . _ 
776 1 (a) 3 +j(l—h)=j(a - T- BU) 
(5) 无 复 根 ;不 波动 。 
3 (c) 二 者 均 为 一 阶 微分 方程 。 (4d) hz1 
4 (a) (0) = (As +t Aosin:)+ m 《cj) 万 =m; 口 = 让 一 各 
练习 15.6 


2 (a) y=t-2 (c) % = ie 


练习 15.7 
加 _1 
1(a) yp=4 (c) y= 18! 
3 (a) 发 散 。 (c 收 化。 
练习 16.2 
1 (a) Yt+i= +t7 (c) y+1=3y—9 
3 (a) y=10+1 (c) y=yoa -Blltata+...+oa’ !) 
”练习 16.3 
1 (a) 非 振荡 ;发 散 。 (c) 振荡 ;收敛 。 
3(a) y= ~—8(1/3):+9 (c) y= —2(~1/4):+4 
练习 16.4 


1 Q,=a-B(Po—-P)(-8/8):- BP 
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3 (a) P=3; 放 大 振荡 。 (c) P =2; 单 位 振荡 。 
5 供给 函数 滞后 。 


练习 16.5 

l1a4=—-1 

3P=(P-3)(-1.4) +13, 具 有 放大 振 蔓 。 
练习 16.6 


1 否 。 
2 (6) 非 振 划 ,放大 向 下 运动 。 
(2&) 衰减 ,稳定 地 向 R 运动 。 
4 (a) 首先 向 下 倾斜 ,然后 变 成 水 平 。 777 


练习 17.1 


1 (a) 方 二 六 Cc) ,1 


3 (a) 4( 稳 定 的 ) 《〈c) 5( 稳 定 的 ) 


4 (6) y= V2 (2cos Fitsin Tr)+1 


练习 17.2 


1 (a) 于 情况 1D (cc) 子 情况 1C 
3 .提示 ;使 用 (17.16)。 
练习 17.3 


3 可 能 性 v ,vi , 工 ,， 和 和 TI 将 变 得 可 行 。 
4 (a) prtz™ [2 7(1-—h)-—- Blpsrit+[ll-j(l-h)- RK(1- ji)]p,= 
JR 
(c) 肆 宪 4 
练习 17.4 


1(a)l (c)3i2+3tf+1 
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3 (a) %%= 才 : (c) yp=2 一 上 十 拓 
5(a)1/2,~1 和 1 
练习 18.2 
2 63+6b*—-36+2=0 
3{(a) z= — (3):+4(—2):+7 y=2(3):+2(—-2):+5 
4 (a) rz(1)=4e 2 一 3e :+12 y(t1)=—e *:*+e 3:+4 
练习 18.3 
2 (c) B=(6I- A) 1z 
3(c)B=(pI+1—-A) un 


. (c) XT1(t)=4e 4510 二 2e 1:10 + en, 并 3 (1)= 3e 410 一 2e-11710 


19 t/10 
十 6 2 
练习 18 .4 
[Ase “+Aste ‘+m 
3 (a) |= 1 
U, Ase + Aste + 二 


Al A, 
A + V/ 
778 4 (a) 6 |= 23 - /193 ( 33+ 19 193 | + |23+ V193 
: 48 A 4 48 A? 


(Sa) + | 
练习 18.5 


1 单个 方程 可 以 写成 两 个 一 阶 方 程 。 
2 是 的 。 
4 (a) 鞍点 。 
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练习 18.6 


ti(a) |Je|=1 和 和 trjs=2; 局 部 非 稳 定 结 点 。 
(c) |Je|=5 和 和 trJs = -1; 局 部 稳定 结 点 。 
2 (a) 局 部 鞍点 。 
(c) 局 部 稳定 结 点 或 焦点 。 
4(a) x =0 曲线 和 y =0 曲线 重合 ,并 提供 了 一 个 均衡 点 的 直线 。 


练习 19.1 


1 (a) (21,72)=(2,3) (6) (z1, FE2)=(2,7) 


3 (zr1, TX2)=(0.4,0.6) 

5 (a) 目标 淆 数 将 绘 成 一 族 水 平 线 。 

(ce) 它们 意味 着 等 式 约 东 ari + br2==c。 
7 无 影响 。 


练习 19.2 


1 是 的 。 
3 提示 : 参见 练习 19.1-3,(c) 部 分 


练习 19 .4 


3 (a) (0,0,4,3,8),(0,3,4,0,2),(2,3,2,0,0),(4,2,0,1,0),(4,0,0,3,4) 
5 (5),tc),(d) 和 (e) 


练习 19.5 


1 (ri 51,5)=(14,2,2,0,0) 
3 (Xx,Z1 To Ta 1 2 5 3)= (34,4,0,2,0,0,5) 


练习 19.6 


779 


2(C ,ET )=(8,8,0;0,12) 


1 7 


4 (C T1212 53) 一 (45,2, 5,0,0,7) 
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练习 20.1 


0 ) 
(b) C*=C=19 
5(ta) 是 的 。(c) 两 个 。 
6(a)si=0,s=12，C=8 (c) ys=0 (e)C*=C=8 
7 (a) 提示 :参见 练习 19.2-3。 (65) 不 必要 。 (c) 有 效 。 


练习 20.2 


1 x “度量 潜在 消费 者 的 数量 (以 千 为 单位 ), yi 表示 每 美元 广告 支出 所 吸 
引 的 潜在 消费 者 数量 。 


练习 20.3 


2 不 能 , 它 是 劣 的 组 合 。 
4 (a) 3 一 空间 。 (6b) 是 的 。(c) 棱锥 。 
6 (Qi1, Qi, Q3, Qa4) = (4,0,0,0)。 不 同 于 Ko,Lo 不 能 完全 就 业 。 


练习 20.4 


1 > ao < 上 Lo, 或 1 < Lo 
j=1 


3 该 锥 面包 括 位 于 射线 | | ] Q， 其 下 方 ,以 及 射线 | _1 | Q 及 其 上 方 所 有 
点 。 
4 (a) 提示 :复习 图 20.3 构建 等 量 线 的 讨论 ,并 将 此 原理 应 用 于 图 20. 6b。 


练习 21.1 


1 (x1, x2) = (5,5) 
本 (zi,z2)=(3,0) 
5 一 个 垂直 把 持 的 冰 激 疫 锥 - 


780 练习 21.2 


3 条 件 zx;(92Z/9zx;)==0 和 条 件 y,(92Z/9y;)=0 可 以 被 压缩 成 一 个 方程 。 
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仿 一 致 。 
6 (5) 3Z/By1,， 92 /By, 和 B92 /Owv3 恰好 均 为 负 ; 因 此 ,y 三 加 = 人 轨 =0。 
(d) 是 的 。 


练习 21.3 





1 不 能 求 得 合格 的 弧 来 作为 像 (dzi，czr?)= (1,0) 这 样 的 检验 向 量 。 

3 (zi1,T2)= (0,0) 是 一 个 尖 点 。 满 足 约束 规范 ;( 所 有 的 检验 向 量 均 是 水 
平 的 ,并 指向 东方 。) 库 恩 一 塔 克 条 件 也 是 满足 的 。 

S$ 选择 yo=0 和 y1 实 0, 所 有 条 件 都 能 得 到 满足 。 


练习 21.4 


1(a) 最 大 化 -C= 一 F(xr), 满 足 约束 - G(r)Rr,(i=1,...,m) 和 zx 
之 0。 
(c) 在 非 负 正 交 分 划 体 内 ,对 于 所 有 的 i ,F(z) 为 凸 ,Gi(x) 为 四 。 

3 以 严格 不 等 式 代 替 弱 不 等 式 。 

4 (a) 可 以 应 用 。 


练习 21.5 


之 充分 但 不 是 必要 条 件 。 
3 (5) 中 的 函数 是 可 接受 的 , 它 是 拟 凹 函数 。 


4 (a) 是 的 。 
练习 21.6 
1 具有 Z= U(xi1,...,Tn) + y(B- Pix—...— P,zr,): 
9Z/97r;= UyP<0 92Z/9y=B- Pizxi—...— Px; 之 0 
加 上 非 负 性 和 互补 松弛 性 条 件 。 


3(5)R 四 ,C 凸 。 
(c) 尺 氢 止 ,CLIQ)+A-RGQ,A4) 拟 凸 。 
4(p) 工 1= 工 ?=1 


sz 一 
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附录 V 索引 


Abscissa ” 模 坐 标 42 
Absolute value 绝对 值 
of complex numbers 
加 加 器 ”585 
Activity analysis 活动 性 分 析 
Activity ray 活动 射线 703 
活动 向 量 


142 

复数 的 ”513 

Accelerator 

701,709 

Activity vector 701, 709— 
710 

Adaptive expectations 适应 性 预期 
565 ,592 

Additivity property 可 加 性 452 

Adioint 伴随 性 105 

Amplitude 波幅 S17 

Antiderivative 反 导 数 的 438 

Antilog 反对 数 467 

曲线 下 面积 


336, 


Area under a curve 448 一 
450 

Argand diagram 亚 根 图 表 512 

Argument 幅度 22 

Arrow, VYV.J. V.J. 阿 罗 ， 
426n., 744,746 

Arrow-Enthoven sufficiency theorem 阿 罗 
一 恩 索 文 充分 性 定理 745 一 746 

applications of 阿 罗 一 恩 索 文 充分 性 

定理 的 应 用 747,749,750 


394n.， 


Associative law: 结合 律 : 
of matrix operations ”矩阵 运算 的 结 
合 律 76 一 78 
of set operations ”集合 运算 的 结合 律 
16 
Asymptote 渐 近 线 27 


Average cost in relation to marginal cost 
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与 边际 成 本 有 关 的 平均 成 本 
168 
Average revenue: 平均 收入 : 
in relation to demand 与 需求 有 关 的 
平均 收入 354 一 355 


167— 


in relation to marginal revenue “与 边 
际 收 人 有 关 的 平均 收入 164 一 166 
Base 底 、 基 
of exponential function 指数 聘 数 的 
底 269 一 273 
of logarithmic function 对 数 贤 数 的 
底 ”282 一 284 


Basic feasible solution 基本 可 行 解 674 
Basis 基 72,674 

Baumol W.J. WW.J. 鲍 莫 尔 750n. 
Bernoulli equation ” 伯 努 利 方程 491,500 


Boundary condition 边界 条 件 436,668 


Boundary point 边界 点 668 
Boundary solution 边界 解 ”723 
Capital formation 资本 形成 ”459 一 462 ， 


621 一 622 
Capitalization formula 资本 化 公式 464 
Cartesian coordinates 币 卡 尔 坐 标 18， 

$21 
Cartesian product 笛 卡 尔 ( 飞 ) 积 18,19 
CES production function CES 生 产 晒 数 
426 一 428 ,431 

in relation to Cobb-Douglas production 
function 与 科 布 一 道格拉斯 生产 函数 


相关 的 CES 生产 函数 428 一 430 


Chain rule 链 式 法 则 169 一 170,200 
of elasticity 弹性 链 式 法 则 305 
Channel map 通道 图 
Characteristic equation 
616 
of difference equation 差分 方程 的 特 
征 方程 578 
of difference-equation system 差分 方 
程 组 的 特征 方程 609, 611 
of differential equation 
特征 方程 505 
of differential-equation system 
方程 组 的 特征 方程 613 
of matrix 和 矩阵 的 特征 方程 326 
Characteristic matrix ”特征 和 矩阵 326 
Characteristic roots: ”特征 根 : 
of difference equation ”差分 方程 的 特 
征 根 578 一 -581 
of difference-equation system 差分 方 
程 组 的 特征 根 609 
of differential equation 
特征 根 505 一 510 
of differential-equation system 
方程 组 的 特征 根 613 
and dynamic stability of equilibrium 
特征 根 与 均衡 的 动态 稳定 性 ”510 一 
$11,528—529,582—584 
乍 阵 的 特征 根 326 
and sign definiteness of quadratic form 
特征 根 与 二 次 型 的 符号 确定 326 一 
330 
Characteristic vector 特征 向 量 326 
Chenery，H.B， H.B. 钱 纳 里 426n. 
Chipman, ].S. JJ.S. 契 普 晶 6012 . 
Choice variable 选择 变量 232 
Circular function 辐 泣 数 ”514 
Cobb-Donglas production function 
道 阁 拉 斯 生产 函数 ”414 一 416,418 
applications of 科 布 一 道格拉斯 生产 
函数 的 应 用 ”421 一 423 ,500 


微分 方程 的 


微分 


微分 方程 的 


微分 


of matrix 


199,203,220,223 : 
特征 方程 614 一 . 





科 布 一 





expansion path of 科 布 一 道格拉斯 
生产 函数 的 展开 路 径 。 422 
in relation to CES production function 
与 CES 生产 函数 相关 的 科 布 - 道 格 
拉 斯 生产 函数 ”428- 一 430 
Cobweb model 蛛网 模型 ”561 一 565 
Coefficient 系数 8 
Coefficient matrix 系数 矩阵 57 
Cofactor 余子 式 96 
alien 蜡 行 余子 式 ”103 一 104 
Cofactor matrix ”余子 式 抵 阵 105 
交换 律 : 
of matrix Operations 
换 律 ”76,77 
of set operations 
16 
Comparative- static derivative 
数 179 
( see also Comparative statics) 
比较 静态 学 ”127 
of input-decision model 投入 决策 模型 
的 比较 静态 学 ”365 一 368 
of input-output model 投入 产 出 模型 
的 比较 静态 学 182 一 183 
of least-cost-combination model 最 小 
成 本 组 合 模型 的 比较 静态 学 ”421 一 
426 
of jinear programming 线性 规划 的 比 
较 静 态 学 655 一 656 
of market models 市场 模型 的 比较 
静态 学 178 一 181,215 一 220 
of multiproduct firm 多 产品 厂商 的 
比较 静态 学 ”364 一 365 


Commutative law 


矩阵 运算 的 交 


集合 运算 的 交换 律 


比较 静态 导 


Comparative statics 


of national-income models 民 收 入 
模型 的 比较 静态 学 ”181 一 182,213 一 


214,220-—224 

of utility-maximization model 效用 最 
大 化 模型 的 比较 静态 学 404 一 409 
补 集 14 一 15 
Complementary function: ” 余 函 数 : 
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Complement set 
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and dynamic stability of equilibrium 
均匀 的 动态 稳定 性 的 余 旺 数 ”477,557 

of first-order difference equation ”一 
阶 差 分 方程 的 余 函 数 554 

of first-order differential equation ”一 


阶 微分 方程 的 余 函 数 ” ”472 一 473 


of higher-order difference equation 高 


阶 差 分 方程 的 余 函 数 ” 578 一 $581， 
600 一 601 

of higherorder differential equation 
高 阶 微分 方程 的 余 函 数 ” ”505 一 509， 


523—524, S544—545 
of simultaneous difference equations 
联 立 差分 方程 的 余 函 数 608 一 609， 
611 
of simutaneous differential equations 
联 立 微分 方程 的 余 函 数 ”612 一 614 
of variable-coefficient differential equa- 
tion 可 变 系 数 徽 分 方程 的 余 范 数 
481 
Complementary slackness 互补 松弛 性 
691 ,726—729 
Completing the square 
251n.,321,324 
Complex numbers 复数 511 一 513 


配方 ”42 一 43， 


alternative expressions for 复数 的 另 
一 种 表达 式 ”521 
conjugate 共 开 复数 ”513 
Composite-function rule 复合 函数 求 导 法 
则 170 ,203 
Concave functions 站 函数 242 一 244， 
338 一 340 


criteria for checking 四 男 数 的 检验 
标准 340 一 348 

in nonlinear programming 非 线 性 规 
划 中 的 止 郴 数 738 一 740 


Concave programming 门 规 划 740 
Constant 常数 8 
of integration 积分 常数 438 


参数 常数 8 


parametric 
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常 值 函数 ”24 
常 值 函 数 规则 


Constant function 
Constant-function rule 
155 
Constant returns to scale 
116,418,701 
and linear homogeneity 不 变 规模 收 
益 与 线性 齐 次 性 411 ,414 一 415 ,426 
Constrained extremum 约束 极 值 ”369 
约束 极 值 的 行 


不 变 规 模 收 益 


determinantal test for 
列 式 检 验 385 

in relation to quasiconcavity and quasi- 
convexity 与 拟 思 函数 与 拟 凸 函数 有 关 
的 约束 极 值 ”398 


( See also Linear programming; Nonlinear 


programming) ( 见 线性 规划 , 非 线 性 规 
划 ) 
Constraint 约 东 ”370 
budget ”预算 约束 ”401 一 402 


in linear programming ”线性 规划 中 的 
约束 ”661 一 662 
in nolinear programming 非 线性 规划 
中 的 约束 716 一 717 
Constraint borders ”边界 约束 ”653,657 
Constraint qualification ” 约 东 规 范 734 一 
738 


Constraint-qualification test 约束 规范 检 
验 法 746 
application of ”约束 规范 检验 法 的 应 
用 749 一 750 
Consumption function 消费 郴 数 5S2， 
181,585 
Continuity 连续 性 ”147 一 148 


in relation to differentiability “与 可 微 
性 有 关 的 连续 性 149 一 153 
Continuity theorem ”连续 性 定理 148 
Continuous differentiability 连续 可 微 性 
240 
Continuous time 连续 时 间 435 
Convergence: ”收敛 性 ; 


of improper integral 广义 积分 的 收 


人 敏 性 ”45$S 一 457 
of series 级 数 的 收 仇 性 ”262 ,275 


of time path ( see Dynamic stabijity of 


equilibrium) 时 间 路 途 的 收 伍 性 ( 见 均 
衡 的 动态 稳定 性 ) 
Convex combination 凸 组 合 ” 349 一 350， 
705 
Convex cone 向 锥 706 
Convex function 凸 画 数 ” 242- 一 244， 
338 一 340 
versus convex set 凸 本 数 与 凸 集 
344 一 35S2 
criteria for checking 同 晴 数 的 检验 
标准 ”340 一 348 
in nonlinear programming 非 线 性 规 
划 中 的 品 函 数 739 一 740 
Convex polyhedral cone ”多面 凸 锥 712， 
713 
Convex set 凸 集 348 ,351 
closed 闭 凸 集 666 
versus convex function ” 山 集 与 凸 消 
数 ” ”348 一 352 
and linear programming 凸 集 和 线性 
规划 665 一 668 
Cosine function 余弦 函数 S$14 
derivative of 余弦 函数 的 导数 518 
properties of 余弦 函数 的 性 质 
S15—518 
tables of values of 余弦 酒 数值 表 
$16,522 
Cost ，minimization of 成本、 成 本 最 小 值 


418 一 421 ,749-—750 
Cost 和 functions . 成 本 函数 9 
三 次 成 本 函数 ”250 一 252 
relation between average and marginal 
平均 成 本 孙 数 与 边际 成 本 函数 的 关 
系 167 一 168 


cubic 


relation between marginal and total 边 " 


际 成 本 函数 与 总 成 本 函数 的 关系 
131 一 132,161 





Counting equations and unknowns 计算 方 
程 与 未 知 量 ”50 一 51,673 一 674 

Courant,，R，、 R. 考 伦 特 266n. 

克 菜 姆 法 则 ”107 一 110 

Critical value 临界 值 236 

CRTS (see Constant retums to scale) 不 恋 


规模 收益 


Cramer s rule 


Cubic function 三 次 范 数 24,250 一 252 
versus cubic equation 三 次 函数 与 三 
次 方程 427m . 
Cusp 央 点 732 ,733 


Dantzig, G.B. G.B. 丹 蒂 格 669 一 670 
Degeneracy 退化 686 一 687 


Degree : 次 
of differential equation 微分 方程 的 
次 470 
”of polynomial function ”多项式 函数 
的 次 24 
Demand 需求 37,40,529 一 530 
and average revenue 需求 与 平均 收 
益 ”355 
elasticity of 需求 弹性 196,357 一 
358 
excess ( see Excess demand) 超额 需 
求 
with price expectations 具有 价格 预 
期 的 需求 ”529 


De Moivre” s theorem 棣 莫 弗 定理 ”522， 
$580—581 


Dependence: 相关: 
among columns or rows of matrix 詹 
阵 的 列 或 行 间 的 相关 (性 ) 90 一 91， 
101 
among equations ”方程 间 的 相关 性 
50- 一 和 1 ,91 
among functions ”区 数 间 的 相关 性 
184 一 186 
linear 线性 相关 性 ”70 一 72 
Derivative “导数 ”129 一 131 
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comparative-static ”比较 静态 导数 
179 
( See also Comparative statics) 


continuity of 导数 的 连续 性 161 


first 一 阶 导数 234 

and marginal function 导数 与 边际 函 
数 131,161 

partial ( see Partial derivative) 偏 导 
数 


partial total 偏 全 导数 ”202 ,223 
rules of (see Differentiation rules) 求 导 
法 刘 ( 见 微分 规则 ) 
二 阶 导数 
and slope of curve 
率 ”131 一 132 
total (see Total derivative) 
Descartes,R. 有 R. 笛 卡尔 18 
Determinant 行列 式 ”93 ,94 
factoring of 分 解 行列 式 99 
Laplace expansion of 行列 式 的 拉 布 
拉 斯 展开 式 95 一 98 
行列 式 的 性 质 98 一 


239,241 一 244 
导数 与 曲线 的 斜 


second 


全 导数 


properties of 
101 ,103 
vanishing 行列 式 变 为 零 93 
Determinantal test: ”行列 式 检验 
for relative constrained extremum 相 
对 约束 极 值 的 行列 式 检验 ”385 
for relative extremum 相对 极 值 的 行 
列 式 检验 336 
for sign definiteness of quadratic form 
二 次 型 定性 符号 的 行列 式 检 验 
320 一 322 
Diagonal matrix 


783 


对 角 阵 82 
Diagonalization of matrix 和 矩阵 的 对 角 化 
329 
Difference: 差分: 
一 阶 差分 550 
second 二 阶 差 分 576 
Difference equation 差分 方程 550 


差分 方程 的 分 类 


first 


classification of 
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550—5S51,576—577,597,600 
definite versus general solution of 差 


分 方程 的 定 解 与 通 解 554 


particular solution of 差分 方程 的 特 
定 解 554n. 
phase-diagram analysis of 差分 方程 的 


相位 图 分 析 569 一 573 
( See also Complementary function: Par- 


ticular integral; Simultaneous difference 


equations) (也 可 参见 余 函 数 ; 特 别 积 
分 ; 联 立 差分 方程 ) 
Difference quotient 差 商 128 一 129 
Differentiability 可 微 性 ”149 一 153 
twice 二 次 可 微 性 ”240 
Differential 微分 (的 ) 189 
partial 偏 微 分 (的 ) 194 
rules of 微分 的 规则 196 一 198 


total (see Total differential) ”全 微分 

Differential calculus 微分 (学 ) 128 
Differential equation 微分 方程 437 
自控 微分 方程 494 

classification of 微分 方程 的 分 类 
470 一 472，480，483 ，489 ，502- 一 503 ， 
S41,544 

definite versus general solution of 微 
分 方程 的 特 解 与 通 解 ” 471 一 472 
微分 方程 
恰当 微分 方程 483 一 -487 

particular solution of 微分 方程 的 特 
解 472 


autonomous 


Differential equation : 


exact 


phase-diagram anajysis of 微分 方程 
的 相位 图 分 析 493 一 496 
with separable variables 具有 可 分 变 


量 的 微分 方程 489 一 491 
( See also Complementary function ; 
Particular integral; Simultaneous differ- 
ential equations) 《也 可 参见 余 函 数 ; 特 
别 积分 ; 联 立 差分 方程 ) 
微分 法 150,190 
偏 微 分 法 、 偏 导 法 


Differentiation 


partial 174— 


176 
total 全 微分 194 ,200 
Differentiation rules 微分 规则 


chain rule 微分 链 式 法 则 169 一 170， 
200 ,203 

composite-function rule 复合 图 数 求 
导 法 则 170,203 

constant-function rule 常 值 吗 数 求 导 
法 则 155 

cosine-function rule 余弦 晒 数 求 导 法 
则 518 

exponential-function rule 指数 男 数 
求 导 法 则 293 ,295 

implicit-funetion rule 隐 函 数 求 导 法 

207 一 208 ,212 

invetse-funetion rule 反 函 数 求 导 法 
则 173 

jog-function rule 对 数 函 数 求 导 法 则 

292 ,293 ,295 

power-function rule 有 寿 畏 数 求 导 法 则 

156,158 

product rule 积 的 求 导 法 则 161 一 
162 


quotient rule 商 的 求 导 法 则 166 
sine-function rule 正 弦 郴 数 求 导 法 则 


S18 
sum-difference rule 和- 差 的 求 导 法 
则 160 
Diminishing returns 收益 递减 ”251,497 
Direct product 直 积 18 
Discounting (see Present value) 折扣 ( 见 


现 值 ) 
Discrete time ”离散 时 间 435 一 436,549 
Discriminant 判别 式 321 

bordered 边界 判别 式 382 

位 移 商 679 
73 一 74 
分 布 参数 426 
分 配 律 : 
短 阵 运算 的 分 配 


Displacement quotient 
距 ( 离 ) 


Distribution parameter 


Distance 


Distributive taw， 


of matrix operation 





率 78 
of set operations 
16 
[Divergence (see Convergence) ”发 散 性 ( 见 
收 印 性 ) 


集合 运算 的 分 配 率 


Domain 发 散 域 22 
Domar, E.D. E.D. 多 马 465 
Domination: 强 、 优 势 : 
of characteristic roots 强 特 征 根 
582—583 
of input combinations ”优势 投入 组 合 
704 
Dorfman, RR. 多 夫 曼 ,R. Sln. 


Dual program 对 隅 规划 688 
economic interpretation of 对 隅 规划 
的 经 济 学 解释 696 一 700 
in relation to primal program 与 主要 
规划 有 关 的 对 隅 规划 ”689 一 690 ,693 
对 网 定理 690,728 
对 隅 定理 与 获 点 


Duality theorems 
and saddle point 
742—743 
Duesenberry, ].S. j.S,. 杜 森 贝 里 6 
Dummy variable 不 拟 变量 672 
Dynamic stability of equilibrium ”均衡 的 动 
态 稳定 性 ”473 一 474 
with continuous time 具有 连续 时 间 的 
均衡 动态 稳定 性 557 一 561 ,582 一 584 
with discrete time 具有 离散 时 间 的 均 
衡 动态 稳定 性 ” 473 一 474,510 一 511， 
$26—529 
local stability of nonlinear system 非 
线性 方程 给 的 局 部 稳定 性 ”639,641 一 
60645 
and phase diagram 均衡 的 动态 稳定 
性 和 相位 493—496, 571 一 573， 
633 一 634 
and Routh theorem 均衡 的 动态 稳定 
性 与 罗斯 定理 546 一 547 ， 
and Schur theorem 均衡 的 动态 稳定 
性 与 舒 尔 定理 601 一 603 
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Dynamics 动态 学 435 

of inflation and unemployment 通货 
膨胀 与 失业 的 动态 学 ”535 一 540， 
591—596,623—628 

of inflation and monetary rule 通货 膨 
腾 与 货币 规律 的 动态 学 ”635 一 638， 
645 

of input-output models ”动态 投入 产 
出 模型 ”612 一 622 

of investment and capital 投资 与 资 


本 的 动态 学 465 一 469 ,496 一 500 
of market price 市 场 价格 的 动态 学 
475 一 479， 529 一 532，561 一 565， 
566—569 ,573—575 
of national income 


学 585 一 591 


国民 收入 的 动态 


Econometrics 计量 经 济 学 5 
经 济 学 模型 ”7 一 10 
效率 参数 416,426 
特征 值 326n. 
Eigenvector 特征 向 量 326n. 
Elasticity 弹性 ”196,304 一 306 

chain rule of 弹性 的 链 式 规则 305 
需求 弹性 ”196,357 一 


Economic model 
Effciency parameter 


Eigenvalue 


of demand 
358 

graphical reading of 弹性 的 几何 解释 

192 一 193 


of optimal input 最 优 投入 弹性 424 
of output 产 出 弹性 416 
partial 偏 弹性 ”195 
Elasticity of substitution 替代 弹性 
425—426 
of CES function CES 函数 的 替代 
弹性 ”428 


of Cobb-Douglas function 
格拉 斯 范 数 的 替代 弹性 ”426 
Elimination of variables 变量 消 元 法 
38 一 39 


versus matrix algebra 


1028 


科 布 一 道 


变量 消 元 法 与 


和 矩阵 代数 ”114 一 115,120 
Enthoven, A.C.，， A.C. 恩 索 文 394n.， 
744 ,746 


Equation: ”方程 : 
behavioral versus definitional 行为 方 
程 与 定义 方程 9 
Characteristic ( see Characteristic equa- 
tion) ”特征 方程 
exponential 指数 方程 286 
quadratic ”二 次 方程 42 
Equation system: 方程 组 : 
consistency and independence 一 致 性 
与 无 关 性 ”50 一 51,91 
dynamic ”动态 方程 组 
homogeneous ” 齐 次 方程 组 ” ”110 一 
111,123,609 


linear 线性 方程 组 
Equilibrium 均衡 35 
dynamic stability of ( see 了 Dynamic sta- 


均衡 的 动态 稳定 


30 ,86 


bility of equilibrium ) 
性 

一 般 均 衡 49 
目标 均衡 与 非 昌 


general 
goal versus nongoal 
标 均 衡 ”36 
intertemporal 瞬时 均衡 476 
moving versus stationary 移动 均衡 与 
稳定 均衡 477 
partial 局 部 均衡 36 
Equilibrium condition ”均衡 条 件 9 
Equilibrium identity 均衡 恒等式 
216,218,222 


Euclidean space 


188 ， 


欧 氏 空间 73 ,74 

Euler relations” 欧 拉关系 520 

Euler s theorem ” 欧 拉 定理 413 一 414， 

417 ,418 

Exact differential equation 
483—487 

Excess demand 超额 需求 37,46 

超额 需求 与 


恰当 微分 方程 


and output adjustment 


产 出 调整 619 


and price adjustment 超额 需求 与 价 
格调 整 476 

in relation to inventory 与 存货 相关 
的 超额 需求 ”566 


Expansion path 扩展 线 421- 一 424 


Exponent 指数 24,27 一 28 
Exponential equation 指数 方程 286 
Exponential function 指数 阻 数 ”269 一 
273 
base conversion of 指数 了 涌 数 的 换 底 
290—291 
derivative of 指数 了 洱 数 的 导数 
293,295 
and discounting ”指数 晴 数 与 贴现 
280 一 281 


and growth 指数 阻 数 与 增长 
278—280 ,282 
and interest compounding 指数 函数 


与 复 利 计算 ” 277 一 278 


natural 自然 指数 273 
五 xponentiai function rule: 指数 画 数 法 
则 : 
of differentiation 指数 函数 的 微分 法 
则 293,295 
of integration 指数 函数 的 积分 法 则 
439 一 440 
Extreme point 极点 654,668 
Extremum 极 值 232 
absolute versus telative 绝对 极 值 与 
相对 极 值 233 一 234 ,339 
constrained versus free 约束 极 值 与 
目 由 极 值 369 


determinantal test for constrained 约 
束 极 值 的 行列 式 检验 ”385 
determinantal test for free 自由 极 值 
的 行列 式 检验 336 
global versus local 局 部 极 值 与 全 局 
极 值 ”233 一 234 
Extremum: 极 值 : 


in relation to concavity and convexity 


Ht 


与 止 性 和 是 性 有 关 的 极 值 339 

in relation to quasiconcavity and quasi- 
convexity 与 拟 四 性 和 氢 凸 性 有 关 的 极 
值 ”398 

strong versus weak ” 强 极 值 与 弱 极 值 

338 


Face 面 712 
Facet 小 平面 712 
阶乘 ”255 
因 式 分 解 : 
of determinant versus matrix 
与 矩阵 的 因 式 分 解 99 一 100 
of integrand 被 积 函 数 的 因 式 分 解 
442 


Factorial 
Factoring: 


行列 式 


of polynomial function 多 项 式 晒 数 
44 
Feasible region 可 行 区 域 653 


Final demand 最终 需 求 117 
一 阶 导数 检验 235 


First-derivative test 

First - order condition 
311 ,332 ,722 

derivative versus differential form 司 

数 形式 与 微分 形式 的 一 阶 条 件 308 

Flow concept 流量 概念 221,279 460 

Fluctuation 振动 ,振幅 527 
(See also Time path) (也 可 参见 时 间 
路 径 ) 

Focus 焦点 633,642 一 643 

Form 形式 .型 319 

Formby, J.P.，，J.P. 丰 比 252 

45" line 45" 直线 571 

Fraction 分数、 分 式 10 

Friedman, M. M. 弗 里 德 曼 6,536 


Function ”函数 ”21 一 22 
algebraic versus nonalgebraic ”代数 与 
非 代 数 郴 数 27 
concave versus convex ” 媚 函 数 与 凸 函 
数 ” 242 一 244 784 
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CONtinuous versus discontimuous 





函数 与 非 连续 函数 ”147 一 148 
decreasing vetrsus increasing 
与 增 函 数 171 一 172 
explicit verstls implicit 
函数 204 
general versus Specific 
殊 旺 数 31 一 32 
graphical form of 
26 ,317 


quasiconcave versus quasiconvex 


蓝 数 与 所 本 函数 387 一 395 


减 函 数 


显 珊 数 与 由 


普通 冰 数 与 特 


中 数 的 图 形 形 式 


拟 四 


Giffen good 吉 芬 商 困 408 
Globality theorem ”全 局 定理 670 
Goldsmith, R.， R. 苑 德 史 密斯 6 
Growth: 生长 .增长 : 
continuous versus discrete 
与 离散 增长 ”280 
instantaneous rate of 瞬时 增长 率 
278 一 279 ,302 一 304 
negative 负增长 


连续 增长 


280 一 281 


Halfspace 半空 间 666 
Hessian determinant 海 赛 行列 式 322， 
333 
bordered 海 赛 加 边 行 列 式 
386 ,396 一 397 
Hessian matrix 海 赛 矩阵 334 
Homogeneous- equation system 齐 次 方程 
组 110 一 111,123,609 


381 一 


Homogeneous function ” 章 次 函数 ”410 一 
411,417 
linearly 线性 齐 次 旺 数 ”411 一 414， 
417 
Homothetic function ” 齐 次 函数 ”423 一 
425 
Hyperplane ” 超 平面 665 
supporting 支持 超 平面 ”5668 一 669 
Hypersurface ” 超 曲 面 ”31,332 
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Idempotent matrix ” 壬 等 矩阵 80,82,87 
Identity 恒等式 9 

equilibrium 均衡 恒等式 188 
identity matrix 单位 和 矩阵 79 
像 22 

mirror (see Mirror images) 
Imaginary number 虚数 ”511 
Implicit function 隐 了 本数 ”204 


隐 函 数 法 则 


Image 
镜像 


Implicit -function rule 
207 一 208 ,212 
application of 隐 王 数 法 则 的 应 用 
415 ,630 
Implicitfunction theorem 隐 疯 数 定理 
206 ,210 一 211 
application procedure 
应 用 方法 224 一 225 
applied to market model 将 租 函 数 定 
理应 用 于 市 场 模 型 ”215 一 219 
applied to national-income models 将 
隐 函 数 定理 应 用 于 国民 收 和 人 模型 
213 一 214 ,220 一 224 
applied to optimization models 
函数 定理 应 用 于 最 优化 模型 
368 ,376 一 377 ,404-—405 
估算 值 696,698 
收入 效应 ”406,407 
Independence ( see Dependence) 无 关 性 
( 见 相 关 性 ) 
Indifference curve 差分 曲线 401-—404 
Inequality 不 等 式 ”141 一 142 
solution of 不 等 式 的 解 
Inferior good 劣质 商品 405 
Infinite series 无穷 级 数 275,518 一 520 
通货 彩 胀 ”535 
通货 膨胀 与 货币 


隐 聘 数 定理 的 


将 隐 
365 一 


Imputed value 


Income effect 


143 一 144 


Inflation 
and monetary rule 
政策 规划 635 一 638,645 
and unemployment 通货 月 胀 与 失业 
333 一 940 ,391 一 96 ,623 一 628 
通货 膨胀 预期 


Inflation expectations 
536,540 ,592 


拐点 236,244,265,312 
原始 条 件 436 

内 积 6l 

投入 系数 116 


Infiection point 
[nitial condition 
Inner product 


Input coefficient 


Input-coefficient matrix 投入 系数 矩阵 
117 
Input-output model: 投入 一 产 出 模型 


closed 封闭 型 的 投入 一 产 出 模型 
122 一 123 
comparative statics of 投入 一 产 出 模 
型 的 比较 静态 学 ”182 一 183 
dynamic 动态 的 投 人 一 产 出 模型 
616- 一 622 
open 
117 一 120 
in relation to linear programming 与 
线性 规划 有 关 的 投入 一 产 出 模型 
709 一 711 
static ”静态 投入 一 产 出 模型 
120 
[ntegers 整数 10 
Integral 积分 438 ,470 
definite 定 积分 447 一 454 
lower versus upper 下 限 对 上 限 积 分 


开放 型 的 投入 一 产 出 模型 


115$ 一 


450 

improper 广义 积分 4S4 一 457 

indefinite 不定 积分 437 一 446 ， 
453—454 


particular ( see Particular integral) 特 别 
积分 
Intergral calculus 积分 学 436 
Integrand 被 积 熙 数 438 
Integrating factor 积分 因子 486 487 
Integration 积分 436 
constant of ”积分 常数 438 
limits of 积分 限 447 
by parts ”部 分 积分 .分 步 积 分 445， 
453 
Integration rules: 积分 规则 : 


exponential rule 指数 ( 蚊 数 ) 的 积分 


法 则 439 ,440 

integration by parts 分 步 积 分 的 积分 
法 则 445,453 

log rule 对 数 ( 函 数 ) 的 积分 法 则 
440 

power rule ”第 孙 数 的 积分 法 则 439 

rules of operations 运算 法 则 441 一 
443 

substitution rule 替代 法 则 443 一 
444 

Intercept: ” 截 距 ， 
horizontal 水 平 截 距 289 


vertical 垂直 截 路 25 
Interest compounding 复 利 计算 
278 
Interior point 内 点 668 
Interior solution ”内 解 723 
交集 14 
Interval, closed versus open ， 
间 与 开 区 间 137 一 138 
存储 566 
Inverse function 肥 区 数 171 一 173 ,288 
反 函 数 法 则 173 
inverse matrix 道 ( 矩 ) 阵 84 一 86 
approximation 近似 道 矩 阵 121 
finding the 求 道 矩阵 ”103 一 106 


276 一 


Intersection set 


区 间 、 俩 区 


Inventory 


Inverse-function rule 


Inverse matrix: 785 


and solution of linear-equation system 
道 矩 阵 和 线性 方程 组 的 解 86 一 87 
投资 220 ,465 一 466 

投资 与 资本 形 


Investment 
and capital formation 
成 ”459 一 462 
gross 总 投资 460 
induced 引致 投资 585 
net 净 投 资 459 
重 置 投资 ”460 
无 理 数 ”10 
等 成 本 线 419,655 
等 劳动 线 711,714 
等 利润 线 659 


replacement 
Irrational number 
] socost 
Jsolabor 


Jsoprofit 
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Isoquant 等 量 线 360 一 363 ,420 一 421 
in tinear programming 线性 规划 中 的 
等 量 线 702 一 706 
Iterative method: 迁 代 法 


for difference equation 差分 方程 的 
迭代 法 ”SS2 一 554 
for linear programming 线性 规划 的 


迭代 法 ”676 


Jacobi, K.G.]J. 

Jacobian determinant 
184 一 186 

endogenous-variable ”内 生变 量 雅 可 

比 行列 式 213,217 一 218 ,222 ,365 一 


K.G.J. 雅 可 比 184 
雅 可 比 行 列 式 


366 ,376 

in relation to bordered Hessian 与 海 
赛 加 边 行 列 式 有 关 的 雅 可 比 行列 式 
383 


in rejation to Hessian 与 海 赛 行 列 式 
有 关 的 雅 可 比 行 列 式 365 一 366 
Keynes, ].M. J.M. 凯 恩 斯 6, 52, 585 
Koopmans, T.C. TT.C. 库 普 曼 ”670n. 
Kuhn, H.W. H.W. 库 四 722, 739 
Kuhn-Tucker conditions 库 恩 一 塔 克 条 件 
726, 728—729 
computational role of 库 恩 一 塔 克 条 
件 的 计算 作用 752 一 7S3 
economic interpretation of 库 思 一 塔 
克 和 条件 的 经 济 学 解释 726 一 728 
Kuhn-Tucker sufficiency theorem 库 恩 一 
塔 克 充 分 性 定理 ”739 一 742 
applications of 库 恩 一 塔 克 充 分 性 定 
理 的 应 用 747,749,750 
Kuznets,S. S. 库 效 涅 区 6 
滞后 : 
in consumption 消费 中 的 滞后 585 
in production 生产 中 的 滞后 617 
in supply ”供给 中 的 滞后 ”562 
Lagrange, ].L， J.L. 拉 格 朗 6 130 
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Lag: 


i mm ll 





Lagrange form of the remainder 余 项 的 拉 

格 遍 日 型 ”261 ,275,519 

拉 格 朗 日 乘 于 ”373 
and dual choice variable 拉 格 朗 日 乘 

子 与 对 了 选择 变量 699 一 700 

拉 格 朗 日 

376 一 377 , 401 ， 


Lagrange multiplier 


economic interpretation of 
滋 子 的 经 济 学 解释 
419 
Lagrangian function 
372 一 373,377 一 378 
in nonlinear programming 非 线性 规 
划 中 的 拉 格 朗 日 函数 726,728 
拉 格 朗 日 函数 与 鞍 


拉 格 朗 日 吴 数 


and saddle point 
点 ”742 一 743 
K. 兰 开 斯 特 ”663n. 
拉 普 拉 斯 展开 95 一 


Lancaster , K. 
Laplace expansion 
98 
by alien cofactors 按 蜡 行 余 子 式 进 
行 的 拉 普 拉 斯 展开 103 一 104 
Latent root 本 征 根 326n. 
Layson. SS. 拉 森 252 
Least-cost combination 最 低 成 本 组 合 
418 一 421,749 一 750 
Leibniz, G.W. G.W. 莱 布 尼 北 130 
Leontief,，W.W. W.W. 里 昂 赐 夫 115 
L Hopital s rule 洛 比 达 法 则 ”429 一 430 


Limit 极限 132 一 135,137 一 138 
evaluation of 极限 的 计算 ” 136 一 
137 
left-side versus right-side 左 极 限 与 
右 极 限 133 
of polynomial function 多 项 式 函 数 
的 极限 ”146 一 147 
Limit theorems 极限 定理 145 一 146 
Linear approximation: 线性 近似 ; 


to a differential-equation system 微分 
方程 组 的 线性 近似 、638 一 643 


to a function 函数 的 线性 近似 
| 258 一 260 
1 Linear combination ”线性 组 合 70 


Linear dependence (see Dependence) 线 


性 相关 

Linear-equation system ”线性 方程 组 S6， 
86 

Linear function 线性 函数 ”24 一 25,31 


Linear programming 线性 规划 
653,656—657,661 一 664 
in relation to input-output model 与 
投入 一 产 出 模型 有 关 的 线性 规划 
709 一 711 
in relation to nonlinear programming 
与 非 线性 规划 有 关 的 线性 规划 720 一 
721,743 
Linearization (see Linear approximation ) 
线性 化 ( 见 线 性 近似 ) 
流动 性 函数 221 


632 一 


Liquidity function 
In 自然 对 数 283 
Local stability analysis 
639—643 
Log (see Logarithm) 对 数 
Log-function rule: ”对 数 录 数 法 则 : 
of differentiation ”对 数 函 数 的 微分 法 
则 292,293 ,295 


局 部 静态 分 析 


of integration 对 数 郴 数 的 积分 法 则 
440 
Logarithm 对 数 282 
common versus natural 普通 对 数 与 
自然 对 数 283 一 284 
conversion formulas 对 数 变 换 公 式 
286 
and elasticity 对 数 与 弹性 304 一 
305 
rules of 对 数 的 求 导 法 则 284 一 
286 
Logarithmic function 对 数 了 区 数 ”287 一 
290 


Machlup, F， 下 . 马 契 拉 普 ”3S7 . ,4357 . 
麦克 劳 林 级 数 ” 254 一 


Maclaurin series 


256 


convergent ”收敛 的 麦克 劳 林 级 数 
275 

of cosine function 余弦 活 数 的 麦克 
劳 林 级 数 519 一 520 

of exponential function 指数 函数 的 
麦克 劳 林 级 数 275 

with remainder 具有 余 项 的 老 克 劳 
林 级 数 ”259 

of sine function 正弦 函数 的 麦克 劳 
林 级 数 519 


McShane, E.,J. 开本 .麦克 沙 因 2667 
Mapping 上 映射 ”21 


Marginal cost: 边际 成 本 : 
in relation to average cost 与 平均 成 
本 有 关 的 边际 成 本 167 一 168 
in relation to total cost 与 总 成 本 有 
关 的 边际 成 本 131 一 132,161,458 一 
459 
Marginal physical product 边际 物质 产品 
171,176 ,209 
diminishing 边际 物质 产品 递减 


362 ,497 


Marginal propensity to consume 边际 消费 
倾向 5S2,181 ,553 

Marginal propensity to import 边际 进口 
倾向 221 

Marginal propensity to save 边际 人 悄 蔷 倾 
向” 221,459 

Marginal rate of substitution 边际 替代 率 

401 


Marginal rate of technical substitution 边 


际 技术 替代 率 ”210,419 
and elasticity of substitution 边际 技 
术 替 代 率 与 替代 弹性 ”425n. 
Marginal revenue: 边际 收益 ， 
in relation to average revenue 与 平均 
收益 有 关 的 边际 收益 。 164 一 166 
upward-sloping 向 上 癸 斜 的 边际 收 
益 ”252 一 253 
Marginal revenue product 边际 收益 产品 
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171 
Marginal utility ”边际 效用 195 ,400 
of money 货币 的 边际 效用 401 
Market models 市场 模型 36 一 43,46 一 
49 ,113 ,215 
comparative statics of 
较 静 态 学 ”178 一 181 ,215 一 220 
dynamics of 市场 模 型 的 动态 学 
475—479, 529—532, 961 一 969，973 一 
575 
Mathematical economics 
5 
Matrix 和 矩阵 56 一 57 
addition and subtraction 和 矩阵 的 加 法 
与 减法 76 一 77 
characteristic ”特征 矩阵 326 
equality 等 式 矩 阵 58 
factoring of 矩阵 的 因 式 分 解 
inversion 道 和 矩 阵 105 一 107 
laws of operations on ”矩阵 的 运算 法 
则 76 一 78 
lead versus lag 前 矩阵 与 后 矩阵 60 
和 矩阵 乘法 60 一 062 


市 场 模 型 的 比 


数理 经 济 学 3， 


100 


multiplication 
65—66 ,77 一 78 
nonsingular 非 奇 异 矩 阵 84,90 一 
91 ,101 一 102 
scalar multiplication of 
积 59 
singular 奇异 矩阵 81,84 
Maximand ”被 求 极 大 值 函 数 661 
最 大 值 ( 见 极 


矩阵 的 标量 


Maximum (see Extremum) 
值 ) 

Mean-value theorem 平均 值 定 理 

Metric space 度量 空间 74 

Minhas, B.S. B.S. 明 哈 斯 ”4262. 

Minimand ”被 求 极 小 值 函 数 662 

minimum (see Extremum) 极 小 值 ( 见 极 
值 ) 

Minor 子 式 95 

主子 式 


786 


261 


Principal 322 ,324 ,323 ， 


1034 


333 
bordered ”加 边 主 子 式 384 一 385 
Mirror images: 镜像 ; 
in _ bordered Hessian 海 塞 加 边 行 列 
式 中 的 镜像 386 
in exponential and log functions ”指数 


与 对 数 孔 数 中 的 镜像 ”288 一 289 
in inverse functions 上 反 阻 数 中 的 镜像 
173 
in symmetric matrix ”对称 矩阵 中 的 
镜像 ”82 一 83 
in time paths 时 间 路 径 中 的 镜像 
560 
Modulus 模 142,513 
Monetary policy 货币 政策 221, 537， 
592 
Money: 货币 : 
demand for 货币 需求 221 
ilusion ”货币 幻觉 409 
marginal utility of ”货币 的 边际 效用 
401 
Monotonic function 单调 聊 数 ”171 一 173 
Moultiplier: 乘 数 : 
export 出口 乘 数 222 
government-expenditure 政府 支出 乘 
数 182 
income-tax-tate 所 得 税率 乘 数 182 
interaction of ，with accelerator 村 数 


与 加 速 的 相互 作用 589 一 590 
Lagrange (see Lagrange multiplier) 
拉 格 朗 日 乘 数 
nonincome-tax ” 非 所 得 税 腾 数 ”182 
Multiproduct firm 多 产品 厂商 353 一 
356,364—365 


n 维 空间 68 ,73 
n 维 向 量 68 
National-income models ”国民 收入 模型 
52—53,113—114 ,220—222 
comparative statics of 民 收 入 模型 


n-space 


n-Vector 


的 比较 静态 学 ”181 一 182 ,213 一 214 ， 
220 一 224 
dynamics of 民 收 入 模型 的 动态 学 
585—591 
Necessary condition 必要 条 件 89， 
738 一 739 


Necessary-and-sufficient condition 充分 必 
要 条 件 ”89 一 90 ,739 
负 定 320 


负 定 条 件 32S 一 326 ， 


Negative definiteness 
condition for 
330 
Negative semidefiniteness 非 正 320 
Neighborhood 邻 域 137,138,668n. 
Nerlove,， M. M. 纳 洛 夫 565n. 
Neyman, J]. 本 内 曼 7227 . 
Node 结 点 633,642,643 
Nonlinear programming 非 线 性 规划 
716 一 717 
in relation to classical optimization 与 
古典 最 优化 有 关 的 非 线 性 规划 717 
in relation to linear programming 与 
线性 规划 有 关 的 非 线性 规划 720 一 
721 
Nonnegativity restriction 
653 ,722 一 724 
Nonsatiation ” 非 饱和 ”747 一 748 
Nonsingularity 非 奇 异 84 
非 奇 异 条 件 


非 负 限制 


conditions for 00 一 
91 ,101 一 102 
Norm 模 方 , 范 数 121 
Normalization: 正规 化 ,规范 化 : 
of characteristic vector 特征 向 量 的 
规范 化 327 
of differential equation 
规范 化 ”471x. 
of differential-equation system 微分 
方程 组 的 规范 化 612 
N 阶 导数 检验 266 
Null-matrix 零 矩 阵 80 
Null set 空 集 13 


微分 方程 的 


Nth-derivative test 


零 问 量 71 


Null vector 


目标 晒 数 232,652， 


Objective function 


717 
Obst, N.P. N.P. 奥 比 斯 特 635,645 
One-to-one correspondence 一 一 对 应 
19,67,171 
Opportunity cost ”机 会 成 本 696 
Optimal timing 最 优 时 间 安 排 298 一 


301 

Optimization 最 优化 232 
constrained ( see Constrained 

extremum) 约束 最 优化 ( 见 约束 极 值 ) 
有 序 n 元 数组 57 
有 序 便 18 
Ordered triple 有 序 三 元 组 19 
纵 [ 坐 ] 标 42 
正 交 分 划 体 394 
正 交 向 量 328 
Orthonormal vectors” 正 交 单 位 向 量 328 
Oscillation ” 振幅、 振动 558 

(See also Time path) 《也 见 时 间 路 径 ) 


Ordered n-tuple 
Ordered pair 


Ordinate 
Orthant 
Orthogonal vectors 


Parabola 抛物 线 25 

Parallelogram 平行 四 边 形 70 

参数 8 

Partial derivative ” 偏 导数 174 一 176 
cross (mixed) 混合 偏 导数 313 
economic interpretation of 偏 导 数 的 


经 济 学 解释 176 


Parameter 


second-order 二 阶 偏 导数 ” ”312 一 
313 
Partial total derivative 偏 全 导数 ”202， 
203 
Particular integral: ”特别 积分 : 


of first-order difference equation ”一 
阶 差 分 方程 的 特别 积分 555 
of first-order differential equation ”一 


阶 微 分 方程 的 特别 积分 472 一 474 


of higher-order difference equation 高 
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787 


阶 差 分 方程 的 特别 积分 
600 

of higher-order differential equation 
高 阶 微 分 方程 的 特别 积分 503 一 504， 
544 

and intertemporal equilibrium ”特别 积 
分 与 瞬时 均衡 ”477,503 ,555,577 


of simultaneous difference equations 


577 一 978， 


联 立 差分 方程 组 的 特别 积分 608 ,610 
of simultaneous differential equations 
联 立 微分 方程 组 的 特别 积分 612 一 
613 
of variable-term difference equations 
可 变 项 差分 方程 的 特别 积分 597 一 
599 
of variable-term differential equation 
可 变 项 微分 方程 的 特别 积分 541 一 
543 
Perfect foresight 完美 预期 540 
Period 周期 516 
Period analysis 周期 分 析 549 


Phase 相 、 相 位 517 
Phase diagram: 相位 图 : 
for difference equation ”差分 方程 的 
相位 图 569 一 573 
for differential equation 
相位 图 493 一 496 
for differential-equation system 微分 
方程 组 的 相位 图 628 一 634 
Phase path 相 路 径 631 
Phase space 相 空 间 629 
Philips, A.W. A.W. 菲 利 普 斯 535S7m . 
Phillips relation 菲利普 斯 关系 535 
“expectation-augmented ”预期 增加 的 
菲利普 斯 关系 ”535 一 536 ,592 


微分 方程 的 


long-run 长 期 非 利 普 斯 关系 3540，| 


595—596 
Pivoting 旋转 678 一 682 
Point of contact 接点 ”655 
Point of expansion 展开 点 254 
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Polar coordinates 极 坐 标 521 
多 项 式 函 数 24 
多 项 式 范 数 的 连续 性 


Polynomial function 
continuity of 


148 


limit of 多 项 式 函 数 的 极限 146 一 
147 
Positive definiteness 正定 320 
conditions for 正定 条 件 325 一 
326 ,330 
Positive semidefiniteness 半 正 定 320 
conditions for 半 正 定 条 件 330 
Power function 等 郴 数 156 
Power-function rule: 得 函数 法 则 : 
of differentiation 微分 法 则 156， 
158 
of integration 敌 函 数 积分 法 则 
439 
Power series 震级 数 254 
Present value ” 现 值 ”280 一 281 


of cash fiow 资金 流 的 现 值 462 一 
463 

of perpetual flow 持久 流量 的 现 值 
464 


Price ceiling 价格 上 限 573 

Price discrimination 价格 歧视 356 一 
359 

Price expectations 价格 预期 529 一 530， 


565 
Primal program 主要 规划 688 
in relation to dual program 与 对 隅 规 
划 有 关 的 主要 规划 689 一 690 ,693 
Primary input ”初始 投入 117 
Primitive function 原 函 数 ”130 
Principal ,diagonal 主 的 ,对 角 的 62 
Principal minor 主子 式 ”322 ,324 ,325 ， 
333 
bordered ”加 边 主 子 式 384 一 385 
Product rule 条 的 微分 法 则 161 一 162 
Production function 生产 函数 176 


in linear programming 线性 规划 中 的 


生产 函数 702 一 706 


linearly homogenous ”线性 齐 次 生产 
是 数 411 一 414 
Profit，maximization of 利润 ,最 太 化 
247 一 250 
Pythagoras”theorem “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 
《 勾 股 定理 )74,，512 
Quadratic equation 二 次 方程 42 


二 次 型 319 ,323 ,325 


Quadratic form 


constrained 约束 二 次 型 ”381 一 382 
sign definiteness of 二 次 型 的 符号 确 
定 320 
characteristic-root test 二 次 型 特征 
根 检验 ”326 一 330 
determinantal test 二 次 型 行列 式 检 
验 320 一 322 
Quadratic formula” 二 次 公式 ”42 
Quadratic function 二 次 函数 ”24 一 25， 


31 
versus quadratic equation 
与 二 次 方程 41 一 42 
Qualifying arc 规范 弧 735 
Quasiconcave function 所 加 函数 
396 
CES function as a 
CES 范 数 427 
criteria for checking 拟 四 函数 的 检 
验 标准 391 一 396 


二 次 函数 


387 一 


作为 拟 丁 隆 数 的 


explicitly 显 拟 止 瑚 数 398 一 399， 
404 
in nonlinear programtning 非 线性 规 


划 中 的 拟 凹 图 数 744 一 746 


Quasiconcave programming 所 四 规划 
744 

Quasiconvex function 氢 凸 十 数 387 一 
390 


criteria for checking ” 拟 凸 阴 数 的 检 
验 标 准 391 一 396 
in nonlinear programming 非 线 性 规 


es rr rem ti rie 





划 中 的 拟 旺 苞 数 ”745 一 746 


Quotient rule 商 的 求 导 法 则 166 

弧度 515 

问 量 径 ”69 

值 域 范围 。22 

Rank 秩 92,102 一 103 

变化 率 ”128,130 
instantaneous 瞬时 变化 率 130 
proportional ”比例 变化 率 ”3027. 

Rate of growth 增长 率 278 一 279 ,302 


Radian 
Radius vector 


Range 


Rate of change 


of a combination of functions ”组合 晃 
数 的 增长 率 303 一 304 
Rational function 有 理 函 数 ”25 
continuity of 有理 函数 的 连续 性 
148—149 
Rational number 有理数 10 
Razor s edge 刃 锋 468 一 469 
Real line 实 线 10 
Real number system 实数 系 10 一 11 
Rectangular coordinate plane 直角 坐标 平 
面 19 
Rectangular hyperbola 等 轴 双 曲线 25， 
569 ,390 
Reduced equation 简化 方程 ”472 
Reduced form 简化 型 ”178 
Relation 关系 20 
. Remainder 余 项 258 
Lagrange form of the 余 项 的 拉 格 朗 
日 型 ”261,519 
Requirement space 要求 空 间 674 
Returns to scale: 参见 规模 收益 : 


constant ( see Constant returns to 
scale) 规模 收益 不 变 

decreasing and increasing 规模 收益 
递减 和 递增 ”418,431 


Ridge lines 并 线 360 
Riemann integral 黎 坚 积分 450 
Roots 根 42 


characteristic (see Characteristic roots) 
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特征 根 


complex versus real 


307 一 509 ,513 


复 根 与 实 根 


of polynomial equation 多 项 式 方 程 
的 根 44 一 45,545,600 
of quadratic equation 二 次 方程 的 根 


42 ,505—509 
Routh theorem， 罗斯 定理 546 一 -547 
Saddle point: 装点 : 

and duality 鞍点 与 对 隅 742 一 743 

of dynamic system 动态 系统 的 鞍点 

633 

of function 苯 数 的 鞍点 312,317 

stable and unstable branches of 稳定 

性 与 非 稳 定性 的 堵 点 633 ,642 ,643 
Sales-maximizing firm 销售 额 最 大 化 厂商 


730 一 ”92 
Samuelson P.A. P.A. 荚 继 尔 森 ”51n.， 
S46n.,585 
Saving function 储蓄 旺 数 ”194 ,459 


Scalar 标量 的 59,67 一 68 
Scalar multiplication 标量 乘法 59 
Scalar product 标量 积 68 
and angle between two vectors 
积 与 两 向 量 间 夹 角 75 
Schur theorem ” 舒 尔 定理 ”601 一 602 


标量 


Second derivative 二 阶 导数 ”239,241 一 
242 

Secondderivative test 二 阶 导 数 检 验 
245 ,265 

Second-order condition 二 阶 条 件 246， 


313 一 318 ,332 一 334 
_derivative versus differential form of 
二 阶 条 件 的 导数 形式 与 微分 形式 
309 ,310 
necessary versus sufficient 二 撩 必要 
条 件 与 充分 条 件 247,316 ,381 
in relation to concavity and convexity 


与 四 、 凸 性 有 关 的 二 阶 条 件 337 一 340 
1038 








in relation to quasiconcavity and quasicon- 
vexity “与 拟 凹 性 和 拟 凸 性 有 关 的 二 阶 
条 件 387 一 399 
role of , in comparative statics 二 阶 条 
件 在 比较 静态 学 中 的 作用 367 一 368 
Semilog scale 半 对 数 标 度 ”302+. 
Set(s) 集 合 11 
complement of 补 集 ”14 一 15 
denumerable versus nondenumerable 
可 数 集 与 不 可 数 集 12 
不 相交 的 集合 13 
empty 空 集 13 
equality of 集合 的 相等 ”12 


disjoint 


finite versus infinite 有 限 集 与 无 限 
集 12 

intersection of 交集 14 

laws of operations of 集合 的 运算 律 

13 一 17 

null 零 集 13 

union of 并 集 14 


universal 全 集 14 
Shadow price 影子 价格 696 ,727 一 728 
乙 notation 求 和 符号 ”64 一 66 
单 形 670 
单 形 法 671 一 682 
联 立 差 


Simplex 

Simplex method 

Simultaneous difference equations 
分 方程 608 一 612 

Simultaneous differential equations 
分 方程 612 一 614 

联 立 自控 微分 方程 


联 立 微 


autonomous 
628 
Sine function 正 粥 蚂 数 514 
derivative of 正弦 函数 的 导数 5S18 
properties of 正弦 函数 的 性 质 
515—518 
tables of values of 
$16,522 


Singular matrix 


正 汞 函数 值 表 


退化 阵 81,84 
正 茨 函 数 514 


Sinusoidal function 
slope 斜率 25 


Siutsky equation 斯 拉 获 基 方 程 407 
Smith, W.J]. W.J. 史 密斯 252 
Solow, R. M. R. M. 索 洛 
426n. ,496 
Solution 解 38 
boundary versus interior 
解 ”723 


feasible 


Sln., 


边界 解 与 内 


可 行 解 653 
最 优 可 行 解 655 
outcomes for linear-equation system 
线性 方程 组 的 结果 111 

试探 解 110 111 

解 空 间 673 

方 阵 57 

毅力 学 36 

稳定 点 236 

稳定 状态 499 
稳定 值 236 

稳定 状态 499 

阶梯 函数 134,558 
Stock concept 存量 概念 ”221,279 ,460 
Streamjlines 流 线 ”631 一 633 
严格 上 同 函 数 


optimal feasible 


trivial 
Solution space 
Square matrix 
Statics 
Stationary point 
Stationary state 
Stationary value 
Steady state 


Step function 


Strictly concave function 
242—244,338—340 
applied to production function 
于 生产 函数 的 严格 止 函数 ”363 
criteria for checking 严格 四 函数 的 
检验 标准 ”340 一 348 
Strictly convex function 严格 凸 琐 数 
242 一 244 ,338 一 340 
applied to difference curves 应 用 于 差 
分 烛 线 的 严格 凸 范 数 ”402 一 -403 
applied to isoquants ”应 用 于 等 产量 线 
的 严格 函数 ”362 一 363 
criteria for checking 严格 凸 函 数 的 
检验 标准 ”340 一 -348 
Strictly quasiconcave function 
数 387 一 390 
applied to production function 


于 生产 函数 的 严格 拟 媚 消 数 ”421 


应 用 


严格 拟 凹 范 


应 用 


i 





applied to utility function 应 用 于 效 788 
用 函数 的 严格 拟 止 函数 403 
Cobb-Dongjes function as a 作为 严格 
拟 回 函数 的 科 布 一 道格拉斯 生产 荫 数 
414-—415 
criteria for checking 严格 所 四 郴 数 
的 检验 标准 391 一 396 
Strictly quasiconvex function 
数 387 一 390 
criteria for checking 湛 格 所 上 同 肾 数 
的 检验 标准 ”391 一 396 
Subset 子 集 12 
Substitutes 蔡 代 45,355 ,408 
替代 效果 407 
替代 参数 426 
Substitution rule 蔡 代 法 则 443 一 444 
Sufficient condition 充分 条 件 89,739 
Sum of squares 平方 和 68 
weighted 加权 平方 和 78 
和 - 差 的 微分 法 则 


严格 拟 凸 函 


Substitution effect 


Substitution parameter 


Sum 一 difference rule 
160 
Summand 被 加 数 64 
Summation sign 求 和 符号 64 一 66 
Supply 供给 37,40 
lagged 滞后 供给 562 
with Price expectations 
期 的 供给 ”529 
Supporting hyperplane 
669 


Surface 


具有 价格 预 


支持 平面 668 一 


面 、 曲 面 30,389 
production ”生产 曲面 176 一 177 
utility 效用 曲面 ”403 一 404 

Symmetric matrix 对 称 阵 83 


Takayama, A. A. 高 山 320n. 

正切 函 数 514 

泰勒 级 数 256 一 257,639 
convergent， 收敛 的 泰勒 级 数 262 
and relative extremum 泰勒 级 数 与 

相对 极 值 263 一 266 


Tangent function 


Taylor series 
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with remainder ”有余 项 的 泰勒 级 数 
258 
Taylor’s theorem ”泰勒 定理 258 
Technology matrix 技术 和 矩阵 118 
检验 向 量 734 
Time path: 时 间 路 径 : 
with fluctuation 波动 的 时 间 路 径 
$526—-528 ,537 一 -939 ,589 


振荡 的 时 间 路 径 


Test vector 


with oscillation 


S75 
phase-diagram analysis of ( see Phase 
diagram) 《 兄 相 位 图 ) 
steady 稳定 的 时 间 路 径 。 476 一 


477,537—538,557—560 ,593 
with stepped fluctuation 具有 阶梯 波 
动 的 时 间 路 径 584,589,591,593 
Total derivative 全 导数 ”198 一 203 
应 用 于 
219 一 220， 


applied to comparative statics 
比较 静态 学 的 全 导数 
223 一 224 
partial 偏 全 导数 202,203 
Total differential 全 微分 194 一 195 
second-order 二 阶 全 微分 
379 一 381 
Total differentiation 全 微分 
Trace 迹 641 
Trajectory 轨道 ”631 
Transcendental function 超越 函数 27 
Transformation 变换 21 
Transitivity 可 传递 性 141 
Transpose matrix ” 转 置 矩 阵 82 一 83 
Triangular inequality 三 角 不 等 式 74 
三 角 渗 数 ”513 
Tucker, A.W、 A.W. 塔 克 722,739 


314, 


194 ,200 


Trigonomettric function 


Undetermined coefficients，method of 待 
定 系数 法 541 一 543,597 一 599 

失业 

失业 与 通货 膨胀 


Unemployment 


and inflation 
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557—560, 563—565, $67—568, 573— 





535—540,591—596,623—628 
and monetary policy 失业 与 货币 政 

策 536 一 537 
natural rate of 


53596 


Union set 


自然 失业 率 540， 
并 集 14 

单位 国 S24 

单位 向 量 72 
效用 最 大 化 


Unit circle 

Unit vector 

Utility, maximization of 
400 一 408 ,747 一 748 


函数 值 22 
边际 产品 值 


Value of function 
Value of marginal product 
360 
Variable 变量 8 
artificial 人 工 变 量 683 ,686 
选择 变量 232 
continuous versus discrete 
与 离散 变量 435 一 -436 
dependent versus independent 
变量 与 无 关 变 量 22 
dummy 虚拟 变量 672 
endogenous versus exogenous 
外 生变 量 8 
slack versus surplus 
变量 672 
Vector 问 量 57 
addition ”向量 加 法 70 
geometric ifiterpretation 
解释 68 一 72 
multiplication 向 量 乘 法 67 一 68 
向 量 空间 72 一 74 
Venn diagram 维 因 图 15 
Vortex 极点 633 ,642 一 643 


choice 


连续 变量 


相关 


内 生 和 


松弛 变量 与 剩余 


问 量 的 几何 


Vector space 


Walras, L. 
Waugh, F.V. 
Weighted average 


L. 瓦尔 拉 斯 ”49,5in. 
F.V. 沃 121n. 
加 权 平 均 350 


Weighted sum of square 加权 平 方 和 78 


Young s theorem 杨 氏 定理 313 


Zero matrix 零下 阵 80 


ee a pp epee re 


Zero vector 零 向 量 


Zeros of a function 


71 
函数 的 零点 42 
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译 者 后 记 


蒋 中 一 (Alphar C. Chiang) 是 美国 著名 华裔 经 济 学 家 。 他 
1946 年 于 上 海 圣 约翰 大 学 获 学 士 学 位 ,1948 年 于 美国 科罗拉多 大 
学 获 硕士 学 位 ,1954 年 于 美国 哥伦比亚 大 学 获 博 士 学 位 。1961 年 
至 1964 年 任 丹 尼 森 大 学 经 济 系 主任 ,1964 年 起 任 康 涅 狄 格 大 学 
经 济 系 教 授 。 他 还 是 美国 福特 基金 会 和 美国 国家 科学 基金 会 成 
员 。 

近 些 年 来 ， 国 内 经 济 学 界 围绕 数学 在 经 济 学 中 的 地 位 和 作 
用 ， 展 开 了 广泛 的 争论 。 我 们 不 想 对 这 些 争 论 作 任何 评价 。 但 可 
以 肯定 的 是 ， 经 济 学 是 对 现实 经 济 活动 的 一 种 抽象 。 用 数学 语言 
来 表达 经 济 学 思想 绝对 不 是 唯一 有 效 的 方式 ,但 它 却 具有 显 而 易 
见 的 优势 。 首 先 ， 运 用 数学 工具 表达 经 济 学 思想 ， 可 以 促使 经 济 
学 家 在 推理 的 每 一 阶段 都 作出 明确 的 假设 ， 从 而 使 读者 对 理论 所 
束 以 建立 的 基础 、 前 提 以 及 理论 的 适用 范围 有 清楚 的 了 解 。 其 
次 ， 运 用 数学 符号 进行 推理 ， 腔 辑 更 为 严谨 ， 表 达 更 为 简洁 。 第 
三 ， 运 用 经 济 计量 学 或 统计 学 的 方法 ， 发展 、 证 实 或 者 反 驶 某 种 
理论 的 整个 过 程 ， 均 需 建 立 在 数理 经 济 学 的 基础 之 上 。 而 计算 机 
科学 的 发 展 与 大 量 统 计 及 经 济 计量 学 软件 包 的 开发 ， 则 使 这 种 方 
法 的 作用 与 价值 不 断 增 大 。 第 四 ,全面 准确 地 掌握 数理 经 济 学 ， 
是 我 们 全 面 深 入 地 理解 西方 现代 经 济 学 思想 的 一 个 基本 前 提 。 正 


是 基于 这 些 原因 ， 我 把 蒋 中 一 教授 的 这 本 《数理 经 济 学 的 基本 方 
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法 》 翻 译 过 来 ， 希 望 能 够 为 促进 数理 经 济 学 在 我 国 的 发 展 产 生 一 
定 的 作用 。 

”这 本 《数理 经 济 学 的 基本 方法 》 是 蒋 中 一 教授 的 代表 作 。 该 书 
第 一 版 出 版 于 1967 年 ,并 于 1974 年 和 1984 年 两 次 进行 了 再 版 。 
我 们 是 根据 第 三 版 译 出 的 。 作 为 一 本 数理 经 济 学 的 基础 性 教材 ， 
本 书 的 最 大 特点 在 于 它 把 经 济 分 析 循 序 渐进 的 发 展 过 程 (由 静态 
分 析 、 比 较 静 态 分 析 ,最 优化 问题 到 动态 分 析 及 数学 规划 ) 与 数学 
方法 和 工具 由 难 到 易 、 由 简 到 繁 的 过 程 有 机 地 结合 起 来 ,内 容 系统 
完整 ,通俗 易 懂 。 本 书 对 那些 学 习 经 济 学 但 缺乏 必要 的 数学 知识 
的 学 生来 说 是 必 不 可 少 的 , 它 能 使 他 们 准确 地 掌握 数理 经 济 学 的 
基本 方法 ,而 又 不 会 为 深奥 的 数学 推导 所 困扰 。 本 书 对 那些 具有 
一 定 的 数学 基础 而 又 致力 于 学 习 经 济 学 的 学 生 也 是 有 益 的 ,本 书 
对 消费 理论 .生产 理论 .通货 膨胀 与 失业 模型 等 的 介绍 也 有 其 独到 
之 处 。 书 中 还 为 读者 安排 了 例题 .习题 和 习题 解答 ,这 对 读者 深入 
理解 书 中 的 内 容 ,也 有 极 大 的 帮助 。 

本 书 可 以 作为 高 等 院 校 经 济 类 各 专业 的 数理 经 济 学 教科 书 。 
对 于 广大 财经 工作 者 和 对 经 济 学 感 兴趣 的 自然 科学 工作 者 而 言 ， 
也 是 一 本 极 好 的 参考 书 。 : 

本 书 由 刘 学 同志 翻译 , 赵 东 生 等 同志 协助 翻译 了 19 一 21 章 的 
部 分 内 容 。 我 的 导师 ,北京 大 学 光华 管理 学 院 秦 宛 顺 教授 在 百 性 
之 中 认真 审 校 了 全 书 ,在 此 表示 诚挚 的 谢意 。 

这 里 ,我 要 特别 感谢 商务 印 书 馆 的 程 秋 珍 、 张 宗 理 女士 ,没有 
她 们 的 支持 与 关怀 ,没有 她 们 的 辛勤 工作 ,本 书 是 难以 在 这 么 短 的 
时 间 内 问世 的 。 我 还 要 感谢 北京 大 学 经 济 学 院 刘 文 忻 教授 ,感谢 
她 向 译 者 推荐 了 这 本 书 ， 
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由 于 译 者 水 平 有 限 ,译文 中 的 错误 和 不 当 之 处 在 所 难免 ,还 望 
读者 指正 , 馈 教 。 


译 者 
1998 年 6 月 16 日 
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